Hazi feladatok a 2011. szeptember 19-i KFT gyakorlatra

1. Abrdzold azoknak a z komplex szamoknak a halmazat, amikre
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2. Legyen a, b, c € C. Milyen geometriai jelentése van az %Im ((c —a)-(b— a)) szamnak?

3. Hova képezi a w(z) = 1 (2 + 1) (Zsukovszkij-leképezés)
(a) Az egységkorvonalat? (b) az egységkorvonal belsejét? (c) a kiilsejét?
(d) a 0 kdzépponti koroket? (e) a 0-n dtmend egyeneseket?

Szorgalmi feladatok

4. Tegylik fel, hogy a w : C — C leképezés tdvolsagtartd. Mutassuk meg, hogy w(z) = Az + B vagy

w(z) — A% + B, ahol |A| = 1.
(g) + @) + (Z) bo=?

5.
6. Az A1 A, ... A, szabdlyos n-szog egységnyi sugari koriilirt korén adott egy P pont. Mutasd meg, hogy
PA,-PAy-...-PA, <2.

7. Hova képezi a k(z) = - 5 Koebe-féle fiiggvény a (0 kozépponti) nyilt egységkorlemezt?
z

(1-)
8. Legyen p(z) nem konstans, komplex egyiitthatés polinom. Bizonyitsuk be a kévetkezé allitasokat!
P'(2)

(2) > 0.

(a) Ha p minden gyokének negativ a valds része és Re z > 0, akkor Re

(b) Ha p(z) gyokei a Rez < 0 félsikba esnek, akkor p/(z) gyodkei is.
(c) (Gauss tétele) Ha p(z) nem konstans komplex polinom, akkor p gytkeinek konvex burka tartalmazza
P gyokeit.

Még tobb feladat

9. Legyen f(z) nem konstans polinom. Igazold, hogy

. L
(a) a Re f és Im f fiiggvényeknek sehol sincs lokalis szélséértékhelye;
(b) az | f] fiiggvénynek csak olyan helyen lehet szélséértéke, ahol f = 0.
(c) Hogyan kovetkezik az utébbi éllitasbdl az algebra alaptétele?

10. A komplex szamsikra merélegesen, a sik altal hatdrolt egyik féltérben felvettiikk az a,b, illetve c,d
atméroju félkoroket. Bizonyitsd be, hogy a két félkor akkor és csak akkor metszi egyméast merdlegesen, ha
(a,b,c,d) = —1.

(Riesz-verseny, 1988)

11. Legyen n > 2 és u; = 1, uo, ..., u, legfeljebb 1 abszolit értékii komplex szamok, tovabba legyen
fz) =(z —w)(z —ug)...(x — uy).

Igazoljuk, hogy az f'(z) polinomnak van olyan komplex gyoke, aminek a valds része nemnegativ.
(KéMal A. 430.)

12. Legyen n > 2 és uq, us, . .., u, legfeljebb 1 abszolit értékii komplex szamok, tovabba legyen
f(x) = (z —up)(x —ug)...(x —uy,).

Igazoljuk, hogy az f'(z) polinomnak van olyan w komplex gyoke, amire |w — uy| < 1.
(Lliev-Sendov sejtés, megoldatlan)
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