
Komplex függvénytan gyakorlat, 2011. szeptember 19.

1. Ellenőrizzük, hogy teljesülnek-e a Cauchy-Riemann egyenletek a következő függvényekre:

(x2 + y2, 2xy); (x2 − y2, 2xy); (ex cos y, ex sin y).

2. Mik azok a komplex számok, ahol az Im z · Re2 z · i + z függvény differenciálható?

3. Igazoljuk, hogy ha az f(z) függvény differenciálható z0-ban, akkor g(z) := f(z) is differenciálható z0-ban.

4. Igazoljuk a komplex differenciálhatóság seǵıtségével, hogy a −1, 1 fókuszú ellipszisek és hiperbolák
merőlegesen metszik egymást.

5. Számı́tsuk ki a Cauchy-Hadamard tételből az alábbi hatványsorok konvergenciasugarát! Hol konver-
gensek és hol abszolút konvergensek ezek a hatványsorok? Mik a tagonkénti deriváltjak, illetve primit́ıv
függvények? Mekkora a konvergenciasugara a deriváltakat és a primit́ıv függvényeket előáĺıtó soroknak?
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6. Adjuk meg az összes lehetséges értékeit a következő kifejezéseknek!
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7. Ábrázoljuk a śıkon a következő halmazokat:
{

ez : 0 < Re z < 1, 0 < Im z <
π
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}

;
{

cos z : 0 < Re z <
π
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, 0 < Im z

}

Házi feladatok

8. Mik azok a komplex számok, ahol az Im2 z + Re z + z függvény differenciálható?

9. Van-e határértéke az e−1/z4

függvénynek a 0-ban?

10. Ábrázold a śıkon a következő halmazokat:
{

log
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: Re z > 0

}

;
{

sin z : 0 < Re z <
π

2
, 0 > Im z

}

11. Hogy viselkednek az eiz, sin z, cos z, tg z, ctg z függvények, ha Im z → ±∞?

12. Tekintsük a logaritmusfüggvénynek azt a C\{x + iy : x ≥ 0, y = sin x} tartományon reguláris ágát,
amelyre log 1 = 0. Erre a log függvényre log(e3/2) =?

13. Az ábrán látható tartományon az f(z) = 3
√

cos z függvény regulárisan
értelmezhető úgy, hogy f(0) = 1. (Ezt később bebizonýıtjuk.) Mennyi f(−π)? 0−π −π
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Szorgalmi feladatok

14. Feleltessük meg az egységgömb pontjait a C ∪ {∞} hal-
maznak sztereografikus projekcióval az ábra szerint. A gömb
milyen transzformációit ı́rják le a következő függvények?
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15. Hagyjuk el a śıkból a π (valós egész) többszöröseinek ε sugarú környezetét. Igazold, hogy a megmaradt
tartományon az 1/ sin z és a ctg z függvény is korlátos.

16. (a) Igazold, hogy ha f : C → C folytonos és sehol sem tűnik el, akkor az arg f , a log f , továbbá
tetszőleges α ∈ C-re az fα függvény folytonosan értelmezhető az egész komplex śıkon.

(b) Bizonýıtsd be az algebra alaptételét a Brouwer-fixponttételből, a z+c n
√

p(z) függvény vizsgálatával.
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