Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2011. szeptember 19.
1. Ellendrizziik, hogy teljesiilnek-e a Cauchy-Riemann egyenletek a kovetkezd fiiggvényekre:
(@ + 9% 2xy); (2 — 9% 22y); (" cosy,e”siny).

2. Mik azok a komplex szdmok, ahol az Im z - Re? 2 - i 4+ Z fiiggvény differenciglhat6?

3. Igazoljuk, hogy ha az f(z) fliggvény differencidlhaté zo-ban, akkor g(z) := f(Z) is differencidlhaté Zp-ban.
4. Igazoljuk a komplex differencidlhatésag segitségével, hogy a —1,1 foékuszu ellipszisek és hiperbolak
merolegesen metszik egymast.

5. Szamitsuk ki a Cauchy-Hadamard tételbdl az alabbi hatvanysorok konvergenciasugarat! Hol konver-
gensek és hol abszolut konvergensek ezek a hatvanysorok? Mik a tagonkénti derivaltjak, illetve primitiv
fliggvények? Mekkora a konvergenciasugara a derivaltakat és a primitiv fliggvényeket eloalité soroknak?
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6. Adjuk meg az Gsszes lehetséges értékeit a kovetkezd kifejezéseknek!
e log(3 + V/3i)
7. Abrézoljuk a sikon a kivetkez$ halmazokat:

{62:0<Rez<1,0<1mz<g}; {cosz:0<Rez<g,0<Imz}

Hazi feladatok

8. Mik azok a komplex szdmok, ahol az Im? z + Re z + % fiiggvény differencidlhat6?

1/2%

9. Van-e hatarértéke az e~ fiiggvénynek a 0-ban?

10. Abrézold a sikon a kovetkezé halmazokat:

1—
{log Z: Rez>0}; {sinz: 0<Rez< E, O>Imz}
142 2

11. Hogy viselkednek az €%, sin z, cos z, tg z, ctg z fliggvények, ha Im z — F00?

12. Tekintsiik a logaritmusfiiggvénynek azt a C\{x + iy : * > 0,y = sinz} tartomdnyon reguléris agat,
amelyre log 1 = 0. Erre a log fiiggvényre log(e®/?) =? A

13. Az abrén lathat6 tartoményon az f(z) = +/cosz fiiggvény reguldrisan
értelmezhet6 gy, hogy f(0) = 1. (Ezt kés6bb bebizonyitjuk.) Mennyi f(—m)?

Szorgalmi feladatok

14. Feleltessiik meg az egységgdmb pontjait a C U {oo} hal-
maznak sztereografikus projekciéval az dbra szerint. A gomb
milyen transzformacioit irjak le a kovetkezd fiiggvények?

Z = —2; Z— Z Z 1z,
1 -1 zZ—1
2= = 2= —; 2 -
z Z 1—1z

15. Hagyjuk el a sikbdl a 7 (valds egész) t6bbszoroseinek e sugari kérnyezetét. Igazold, hogy a megmaradt
tartomanyon az 1/sin z és a ctg z fiiggvény is korldtos.

16. (a) Igazold, hogy ha f : C — C folytonos és sehol sem tinik el, akkor az arg f, a log f, tovdbba
tetszoleges a € C-re az f¢ fiiggvény folytonosan értelmezhetd az egész komplex sikon.
(b) Bizonyitsd be az algebra alaptételét a Brouwer-fixponttételbél, a z+c {/p(z) fiiggvény vizsgalataval.
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