
Komplex függvénytan gyakorlat, 2011. október 10.

1. Legyen γ szakaszonként C1 görbe, f : γ → C folytonos és n ∈ Z. Igazoljuk, hogy az

f(z) =

∫
γ

f(w)

(w − z)n
dw

függvény differenciálható. Mi a deriváltja?

2. Fejtsd hatványsorba az 1/z függvényt az i körül, és számold ki a konvergenciasugarat.

3. Fejtsd hatványsorba az 1/(z2 − 1) függvényt a −2i körül, és számold ki a konvergenciasugarat.

4. Legyen n egész szám és r > 0.

∫

|z|=r

zn dz =?

5. 1

2πi

∫
|z|=5

cos z

z
dz =?

∫
|z|=3

ez

z + 2
dz =?

6. 1

2πi

∫
|z|=5

cos z

z2
dz =?

∫
|z|=3

ez

(z + πi)8
dz =?

7. Legyen D egyszeresen összefüggő tartomány, ami nem tartalmazza az 1 és −1 számokat. Igazoljuk,
hogy az arcsin függvénynek van holomorf ága D-n.

Házi feladatok

8. Legyen a és r is pozit́ıv valós szám.

1

2πi

∫

|z|=r

az dz =?
1

2πi

∫

|z|=r

az

z + 1
dz =?

1

2πi

∫

|z|=r

az

(z + 2)2
dz =?

9. Fejtsd hatványsorba az
z2 + i

z2 + z
függvényt az i körül.

Szorgalmi feladatok

10. A p(z) polinom gyökei közül k darab az |z| < r kör belsejébe esik, a többi gyök a körön ḱıvül van.
Legyen γ(t) = p(reit) (0 ≤ t ≤ 2π).

(a) Hogyan számı́thatjuk ki az
∫

γ
dz
z

integrált helyetteśıtéses integrálással?

(b) Mi a γ görbe 0-ra vonatkozó indexe? (Seǵıtség: bontsuk parciális törtekre az p′(z)/p(z) függvényt.)

11. Legyen D egyszeresen összefüggő tartomány, és f : D → C olyan holomorf függvény, ami nem feszi fel
a ±1 számokat. Igaz-e, hogy arcsin f -nek létezik holomorf ága D-n?

12. ,,Az a0, a1, . . . , sorozatban a0 = −1, és tetszőleges n ≥ 1-re
n∑

k=0

ak

n − k + 1
= 0. Igazoljuk, hogy n ≥ 1

esetén an > 0.” (IMO Shortlist, 2006/A2)
Oldjuk meg a feladatot komplex függvénytani eszközökkel; mutassuk meg, hogy

an =

∫ ∞

1

dx

xn(π2 + log2(x − 1))
.
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