
Komplex függvénytan gyakorlat, 2011. október 11.

1. Legyen f(z) =
1

1 − z
=

∞
∑

n=0

zn. Ellenőrizzük az együtthatóformulát az |z| = 1

2
körön: cseréljük ki a kört

egy R > 1 sugarú körre (közben alkalmazzuk a Cauchy-formulát az 1 pontban) és nézzük meg, hogy mi
történik, ha R → ∞.

2. Az együtthatóbecslés seǵıtségével igazoljuk, hogy ha f(z) =
∞
∑

n=0

anzn az egész śıkon konvergens és

|f(z)| ≤ e|z|, akkor |an| ≤
( e

n

)n

.

3. Mutassunk olyan nem azonosan 0 függvényt, ami reguláris az egységkör belsejében, és ott végtelen sok
gyöke van. Miért nem mond ez ellent az unicitás-tételnek?

4. Ha az f(z) egészfüggvényre f

(

1

n2

)

= cos
1

n
, akkor mennyi f(−1)?

5. Igazoljuk, hogy ha az f egészfüggvény a valós és a képzetes tengelyen is csak valós értékeket vesz fel,
akkor páros függvény.

6. Az f függvény holomorf egy z0 középontú, r + ε sugarú körben. Igazoljuk, hogy a z0 körüli, r sugarú
körön f(z) átlaga f(z0).

Házi feladatok

7. Fejtsd hatványsorba az
z2 + i

z2 + z
függvényt az i körül.

8. Az f egész függvényre arg f(1/n) ≡
π

n2
(mod 2π), ha n = 1, 2, . . .. Mi lehet arg f(2)?

9. Az f függvény reguláris az 1 < |z| < 2 tartományon, és az [1, 2] szakaszon csak valós értékeket vesz fel.
Mutasd meg, hogy a [−1,−2] szakaszon is csak valós értékei vannak.

10. Az f függvény reguláris az 1 − ε < |z| < 1 + ε körgyûrûn, és f értéke az egységkörvonal végtelen sok
pontjában valós. Bizonýıtsd be, hogy f a teljes körvonalon valós.

Szorgalmi feladatok

11. Bizonýıtsd be, hogy ha egy függvény reguláris az |z| < 1+ε körlapon és nem konstans, akkor az |z| = 1
körvonalnak csak véges sok pontjában lehet tisztán valós az értéke.

12. Legyen f(z) =
∞
∑

k=0

z2
k

, ha |z| < 1. Mutasd meg, hogy nincs olyan bővebb nýılt halmaz, amire ez a

függvény analitikusan folytatható.

13. Kicserélhetjük-e a Morera-tételben a háromszögvonalat téglalapra? És körre?
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