Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2011. oktéber 11.
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1. Legyen f(z) = .= Z 2", Ellendrizziik az egylitthatoformuldt az |z| = £ koron: cseréljiik ki a kort
n=0

egy R > 1 sugaru korre (ké_zben alkalmazzuk a Cauchy-formuldt az 1 pontban) és nézziikk meg, hogy mi
torténik, ha R — oo.

2. Az egyutthatébecslés segitségével igazoljuk, hogy ha f(2) = > a,2" az egész sikon konvergens és
n=0

1f(2)] < e‘z\’ akkor |a,| < (%)n

3. Mutassunk olyan nem azonosan 0 fiiggvényt, ami regularis az egységkor belsejében, és ott végtelen sok
gyoke van. Miért nem mond ez ellent az unicitas-tételnek?

1

1
—2) = cos —, akkor mennyi f(—1)?
n n

4. Ha az f(z) egészfiggvényre f <
5. Igazoljuk, hogy ha az f egészfiiggvény a valds és a képzetes tengelyen is csak valds értékeket vesz fel,
akkor paros fiiggvény.

6. Az f fiiggvény holomorf egy 2y kozéponti, r + € sugart kérben. Igazoljuk, hogy a zy koriili, r sugaru

koron f(z) atlaga f(z).

Hazi feladatok

22+

22+ z

7. Fejtsd hatvanysorba az fliggvényt az ¢ kortl.

8. Az [ egész fiiggvényre arg f(1/n) (mod 27), han =1,2,.... Mi lehet arg f(2)?

T
T n?
9. Az f fiiggvény reguldris az 1 < |z| < 2 tartomdnyon, és az [1, 2] szakaszon csak valds értékeket vesz fel.
Mutasd meg, hogy a [—1, —2] szakaszon is csak valés értékei vannak.

10. Az f fuggvény reguldris az 1 — e < |z| < 14 ¢ korgyurun, és f értéke az egységkorvonal végtelen sok
pontjaban valds. Bizonyitsd be, hogy f a teljes korvonalon valos.

Szorgalmi feladatok

11. Bizonyitsd be, hogy ha egy fliggvény reguléris az |z| < 1+e¢ korlapon és nem konstans, akkor az |z| = 1
korvonalnak csak véges sok pontjaban lehet tisztan valds az értéke.

12. Legyen f(z) = 3. 2%, ha |z| < 1. Mutasd meg, hogy nincs olyan b&vebb nyilt halmaz, amire ez a
k=0
fliggvény analitikusan folytathato.

13. Kicserélhetjiik-e a Morera-tételben a haromszogvonalat téglalapra? Es korre?
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