Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2011. oktéber 17.

1. A maximume-elv felhasznaldval bizonyitsuk be, hogy ha egy fiiggvény regularis és nem konstans egy nyilt
halmazon, akkor a valds és a képzetes részének nincs lokalis szélséértéke.

2. A Liouville-tételbol vezessiik le, hogy ha egy egészfiiggvény a sikot az egységkor kiilsejébe képezi, akkor
konstans.

3. Fejtsiik Laurent-sorba az f(z) = fiiggvényt az 1 < |z| < 2 tartoményon. Szamitsuk ki
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az egyltthatékat az egytitthatéformulabdl is.

4. Az f figgvény akdrhanyszor integralhat a 1 < |z| < 2 gytirtin. Igazoljuk, hogy analitikusan folytathatd
a teljes |z| < 2 korlapra.
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6. Az f fuggvény reguldris az |z| < 1 + € korlemezen. Legyen A = Inax |f(e™)] és B = max | f(e™)].
Bizonyitsd be, hogy |f(0)] < VAB. o o

5. Fejtsiik Laurent-sorba az fiiggvényt a 0 koriil, az |z| > 1 tartoményon.

Hazi feladatok

7. Bizonyitsuk be, hogy egy nem konstans egészfiiggvény valds része nem lehet korlatos sem alulrél, sem
feliilrol.

8. Igazoljuk, hogy ha f kétszeresen periodikus egész fiiggvény (azaz f(z+a) = f(z), f(z+0b) = f(2) és az
a, b periddusok nem egy kozos ¢ periddus egész szamu tobbszorosei), akkor f konstans.

9. Fejtsd Laurent-sorba az fiiggvényt a 0 < |z| < 1 és a 2 < |z| tartomanyokon.
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10. Legyen f(z) legyen értelmezve és folytonos a {|z| < 1} \ {1} halmazon, reguldris a belsejében, és
F() <1 (2 =1, 2 £1). Teaze, hogy kkor |f()] <1 (2] < 1)?

11. Milyen a pozitiv valés szdmokra igaz, hogy ha f(z) egészfiiggvény, f(z + 1) = f(2), és f(z)e o=l
korlatos, akkor f konstans?

Szorgalmi feladatok

12. Bizonyitsd be, hogy ha az f fiiggvény regularis az |z| > 1 tartomanyon és tetszéleges, az |z| < 3
korlapon regularis g fiiggvényre

" f(2)g(z)dz =0,

z|=2

akkor f kiterjesztheté regularisan a teljes sikra.
13 (Parseval-formula Laurent-sorokra.). Tegyiik fel, hogy az f(z) = Z a,z" Laurent-sor konver-
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gens az 1 — & < |z| < r+ ¢ korgyfirtin. Igazold, hogy
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14. A Schwarz-lemma segitségével igazoljuk, hogy ha f regularis az egységkorben és |f(z)| < 1, akkor
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