
Komplex függvénytan gyakorlat, 2011. október 24.

1. Igazoljuk, hogy ha az f(z) függvény reguláris az a pont egy pontozott környezetében, és ott f |(z)| > 1,
akkor a megszüntethető szingularitás vagy pólus.

2. Tegyük fel, hogy f -nek m-edrendű pólusa van a-ban, és p egy n-edfokú polinom. Mutassuk meg, hogy
p (f(z)) függvénynek mn-edrendű pólusa van a-ban.

3. Hol vannak az alábbi függvényeknek izolált szingularitásai (beleértve a ∞-t is)? Mennyi ott a reziduum?
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függvények reziduuma a 0-ban?

6.A reziduumtételből igazoljuk, hogy ha p(z) legalább másodfokú polinom és a gyökei, ̺1, . . . , ̺n különbözők,
akkor
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Házi feladatok

7. Igazoljuk, hogy ha f -nek a-ban izolált szingularitása van, és vannak olyan zn → a és wn → a sorozatok,
hogy f(zn) → 1, f(wn) → 2, akkor van olyan sn → a sorozat is, hogy f(sn) → 3.

8. Mutassuk meg, hogy ha f reguláris és g-nek pólusa van az a pontban, ezenfelül lim
z→a

√

|f(z)| · |g(z)| = 2,

akkor f(a) = f ′(a) = 0.

9. Lehet-e az f függvény izolált szingularitása sin f -nek pólusa?
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11. Számı́tsd ki tetszőleges a > 0 valós számra az
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dξ integrált.

Szorgalmi feladatok

12. Bizonýıtsd be (a nagy Picard-tétel felhasználása nélkül), hogy ha az f függvénynek lényeges szingularitása van egy z0
pontban, akkor a z0 tetszőleges ε sugarú pontozott környezetében az értékkészlet komplementere nem tartalmazhat szakaszt.

13. Legyen S(z) = z
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. Igazold, hogy

(a) ez a végtelen szorzat a teljes komplex számśıkon értelmes;
(b) S(z + π) = −S(z);
(c) ha a komplex számśıkból a π minden többszörösének elhagyjuk egy 1

3 sugarű környezetét, akkor a megmaradt
tartományon az 1/S(z) függvény korlátos;

(d) az 1
S(z) −

1
sin z

függvény korlátos, és csak megszüntethető szingularitásai vannak;

(e) S(z) = sin z.

14. Tegyük fel, hogy az f(s) =
∞
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Dirichlet-sor abszolút konvergens Re s ≥ 1 esetén, és legyen X > 0 valós szám.
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