Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2011. oktéber 24.

1. Igazoljuk, hogy ha az f(z) fiiggvény reguldris az a pont egy pontozott kdrnyezetében, és ott f|(z)| > 1,
akkor a megszintetheto szingularitas vagy polus.

2. Tegyiik fel, hogy f-nek m-edrendii pélusa van a-ban, és p egy n-edfokt polinom. Mutassuk meg, hogy
p(f(2)) fiiggvénynek mn-edrendii pélusa van a-ban.

3. Hol vannak az alabbi fiiggvényeknek izoldlt szingularitasai (beleértve a co-t is)? Mennyi ott a reziduum?
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5. Mi a B2 4sa 67, fiiggvények reziduuma a 0-ban?
1 —cosz tgz —sin z

6. A reziduumtételbdl igazoljuk, hogy ha p(z) legalabb masodfoki polinom és a gyokei, g1, . . ., o, killénbozok,
akkor Y~ -t~ =0

P’ (ok)

Hazi feladatok

7. Igazoljuk, hogy ha f-nek a-ban izolalt szingularitdsa van, és vannak olyan z,, — a és w, — a sorozatok,
hogy f(z,) — 1, f(w,) — 2, akkor van olyan s,, — a sorozat is, hogy f(s,) — 3.

8. Mutassuk meg, hogy ha f reguldris és g-nek pélusa van az a pontban, ezenfeliil lim /| f(2)|- |g(2)| = 2,
z—a

akkor f(a) = f'(a) =

9. Lehet-e az f fiiggvény izolalt szingularitdsa sin f-nek pélusa?

10.

11. Szamitsd ki tetszdleges a > 0 valds szamra az — / df integralt.
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Szorgalmi feladatok

12. Bizonyitsd be (a nagy Picard-tétel felhasznaldsa nélkiil), hogy ha az f fiiggvénynek lényeges szingularitdsa van egy zo
pontban, akkor a z tetszéleges & sugarﬁ pontozott kornyezetében az értékkészlet komplementere nem tartalmazhat szakaszt.

13. Legyen S(z) = z H ( > Igazold, hogy

(a) ez a vegtelen szorzat a teljes komplex szamsikon értelmes;

(b) S(z+m) =—-5(2);

(¢) ha a komplex szdmsfkbol a m minden t6bbszorosének elhagyjuk egy 3 L sugarii kornyezetét, akkor a megmaradt
tartomanyon az 1/5(z) fiiggvény korlétos;
(
(

d) az S(z) sul]z fliggvény korlatos, és csak megsziintethet6 szingularitasai vannak;
e) S(z) =sinz.
“a
14. Tegyiik fel, hogy az f(s) = Z —z Dirichlet-sor abszolut konvergens Re s > 1 esetén, és legyen X > 0 valds szdm.
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