Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2011. november 7.
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5. Hany gyoke van a 2° + 322 — z fiiggvénynek az egységkorben?

6. Legyen |a| = 3. Hany gyoke lehet (multiplicitdssal szdmolva) a z*+ 23 +az—1 polinomnak az 1 < |z| < 2
tartomanyon?

7. Bizonyitsuk be az algebra alaptételét Rouché tételébol.
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10. Hany gycke van az adott egyenleteknek a megadott tartomanyokon?
(a) sinz = 222, |2]| < 1; (b) 2 +23—424+41=0,1<|2] < 2; (c) 2% — 62+ 10, |z| > 1.

11. Tegyiik fel, hogy f meromorf az 1 < |z| < 2 halmazon, és |f(z)| < 1, ha |z| = 1 vagy 2. Bizonyitsuk
be, hogy ekkor f(z) a 2 értéket éppen annyiszor veszi fel, mint ahdny pélusa van ebben a korgytiriiben.

12. Be lehet-e bizonyitani az algebra alaptételét tgy, hogy a Brouwer-fixponttételt a z + af(bz + ¢)
fliggvényre alkalmazzuk valamilyen alkalmas a, b, ¢ konstansokkal?

Szorgalmi feladatok
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14. Legyen n pozitiv egész szam és ¢ egészfliiggvény. Tetszoleges X > 0 valds szam esetén legyen
1 p(s) - X°
omi sl=nt1 S(s = 1)(s =2)-...- (s —n)

f(X) = ds.

(a) Igazoljuk, hogy f(X) polinom.
(b) Mutassuk meg, hogy ha ¢ polinom, és degp = k < n, akkor f-nek az 1 pontosan (n — k)-szoros
gyoke.

15. Tegyiik fel, hogy a v egyszerti zart gorbe a belsejével egyiitt a D tartomanyban feksmk, ahol f és
g reguldris, tovdbbd a vy gérbén |f| > |g|. Igazoljuk Rouché tételét az I(u) = 5 f,y (J}J:;% paraméteres
integral vizsgalataval.
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