
Komplex függvénytan gyakorlat, 2011. november 14.

1. Milyen geometriai jelentése van a kettősviszony képzetes részének?

2. Mik a Poincaré-féle körmodell izometriái?

3. A kitevőben levő függvény 0-, ∞- és 1-beli értéke alapján, további számolás nélkül, pusztán a lineáris
törtfüggvények és az exponenciális függvény ismert tulajdonságai alapján mutasd meg, hogy
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< 1 (|z| < 1).

4. (a) Bizonýıtsd be, hogy tetszőleges n-edfokú f polinomhoz létezik olyan n-edfokú g polinom, amelynek
az egységkör belsejében nincs gyöke, továbbá az egységkörvonalon |g| = |f |.

(b) Bizonýıtsd be, hogy tetszőleges meromorf f függvényhez létezik olyan meromorf g függvény, amely-
nek az egységkör belsejében nincs sem pólusa, sem gyöke, továbbá az egységkörvonalon |g| = |f |.

5. Az f(z) függvény holomorf a nýılt egységkörlapon és |f(z)| ≤ 1. A függvény gyökei w1, w2, . . . (lehet
végtelen sok is). Bizonýıtsd be, hogy

|f(0)| ≤
∏

j

|wj|.

Házi feladatok

6. Mik a Poincaré-féle félśıkmodell izometriái?

7. Miért nem alkalmazhatjuk a Vitali-Montel tételt a sin(nz) függvényre a valós egyenes egy kis környe-
zetében?

8. Az f függvény reguláris az |z| < 1 + ε körlapon véges sok pólus kivételével és f(0) = 1. A függvény
gyökei és pólusai az egységkör belsejében ̺1, ̺2, . . . , ̺n, illetve p1, p2, . . . , pm (minden gyököt és pólust
annyiszor sorolunk fel, amennyi a multiplicitása). Igazoljuk, hogy
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(Ha egyáltalán nincs gyök vagy pólus, akkor a megfelelő szorzat értéke 1.)

Szorgalmi feladatok

9. A komplex számśıkra merőlegesen, a śık által határolt egyik féltérben felvettük az a, b, illetve c, d

átmérőjű félköröket. Bizonýıtsd be, hogy a két félkör akkor és csak akkor metszi egymást merőlegesen, ha
(a, b, c, d) = −1.

(Riesz-verseny, 1988)

10. Legyen a1, a2, . . . komplex számsorozat, amire bármely k esetén |ak| < 1 és Re ak > 1

2
. Legyen

z0 = w0 = 0, zn+1 =
zn + an

1 + anzn

, wn+1 =
wn + an

1 + anwn

.

Következik-e ezekből, hogy zn → 1, illetve wn → 1?
(IMC 2011/6 alapján)

11. Re s > 0 esetén legyen Γ(s) =
∫

∞

0
xs−1e−x dx; kisebb valós rész esetén legyen Γ(s) =

Γ(s + 1)

s
. Hol

van a Γ és a Γ′

Γ
függvényeknek gyöke vagy pólusa? Mennyi a pólusoknál a reziduum? Kiszámolhatjuk-e a
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k3 összeget a Γ függvény seǵıtségével?
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