Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2011. november 14.

1. Milyen geometriai jelentése van a kettOsviszony képzetes részének?
2. Mik a Poincaré-féle kormodell izometriai?

3. A kitevében levé fliggvény 0-, oo- és 1-beli értéke alapjan, tovabbi szdmolds nélkiil, pusztan a linearis
tortfliggvények és az exponencidlis fliggvény ismert tulajdonsigai alapjan mutasd meg, hogy
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<1 (2] <1).

4. (a) Bizonyitsd be, hogy tetszéleges n-edfoki f polinomhoz létezik olyan n-edfokd g polinom, amelynek

az egységkor belsejében nincs gyoke, tovabba az egységkorvonalon |g] = | f].
(b) Bizonyitsd be, hogy tetszdleges meromorf f fliggvényhez létezik olyan meromorf g fiiggvény, amely-
nek az egységkor belsejében nincs sem pdélusa, sem gyoke, tovabba az egységkdrvonalon |g| = |f|.

5. Az f(z) fiiggvény holomorf a nyilt egységkorlapon és |f(z)| < 1. A fiiggvény gyokei wy, ws,. .. (lehet
végtelen sok is). Bizonyitsd be, hogy
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Hazi feladatok

6. Mik a Poincaré-féle félsikmodell izometriai?

7. Miért nem alkalmazhatjuk a Vitali-Montel tételt a sin(nz) fiiggvényre a valés egyenes egy kis kornye-
zetében?

8. Az [ flggvény reguldris az |z| < 1+ & korlapon véges sok pélus kivételével és f(0) = 1. A fiiggvény
gyokei és pélusai az egységkor belsejében o1, 09, ..., 0, illetve p1,pa, ..., Py (minden gyokot és polust
annyiszor sorolunk fel, amennyi a multiplicitasa). Igazoljuk, hogy
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(Ha egyéltaldn nincs gyok vagy polus, akkor a megfelels szorzat értéke 1.)

Szorgalmi feladatok

9. A komplex szamsikra merolegesen, a sik altal hatarolt egyik féltérben felvettiik az a,b, illetve ¢, d
atméroju félkoroket. Bizonyitsd be, hogy a két félkor akkor és csak akkor metszi egymast merdlegesen, ha
(a,b,c,d) = —1.

(Riesz-verseny, 1988)

10. Legyen aq, as, ... komplex szamsorozat, amire barmely k esetén |ax| < 1 és Reay > % Legyen
20 = Wo = R+l — 7T Wp1 = 77— -
’ " 1+ anz,’ " 1+ a,w,

Kovetkezik-e ezekbdl, hogy z, — 1, illetve w, — 17
(IMC 2011/6 alapjan)
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11. Res > 0 esetén legyen T'(s) = [~ 2 'e™" da; kisebb valds rész esetén legyen I'(s) = ﬂ Hol
van a [" és a %’ fliggvényeknek gyoke vagy polusa? Mennyi a pélusokndl a reziduum? Kiszamolhatjuk-e a

> k—13 osszeget a I' fliggvény segitségével?
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