
Komplex függvénytan gyakorlat, 2011. november 21.

1. Határozd meg az Im z > 0 félśık összes konform automorfizmusát! (Az összes, a félśıkot önmagára
képező konform leképezést.)

2. Egy (a) lineáris tört; (b) racionális tört függvény az egységkörvonalat önmagára képezi. Hogyan helyez-
kedhetnek el a gyökei és a pólusai? (Seǵıtség: tükrözzük ki a gyököket és a pólusokat.)

3. Az f függvény az egységkört az egységkör belsejébe képezi. A Schwarz-lemma seǵıtségével adjunk
becslést a deriváltjára. (,,Ha f(a) = b, akkor |f ′(a)| ≤ . . .”. Seǵıtség: Komponáljuk lineáris tört
függvényekkel és vezessük vissza a Schwarz-lemmára.)

4. Legyen D egyszeresen összefüggő tartomány, p ∈ D, és f : D → D olyan reguláris függvény, amire
f(p) = p. Igazoljuk, hogy |f ′(p)| ≤ 1.

5. Igazoljuk, hogy létezik olyan, az egységkörben reguláris, nem konstans függvény, aminek gyökei a
körvonal minden pontjához torlódnak. (Használjuk lineáris törtek szorzatát és a Vitali-Montel tételt.)

6. (a) Legyen D1 = {z : r < |z| < R} és D2 = {z : |z| < R}, ahol 0 < r < R valós számok;
(b) Legyen D1 az ábrán a külső, sötétebben sat́ırozott tartomány, D2 pedig a külső és a belső rész

együtt.
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Bizonýıtsd be, hogy tetszőleges f : D1 → C reguláris függvényre a következő álĺıtások ekvivalensek:

(1) f analitikusan folytatható D2-re;

(2) f -nek létezik akárhányszoros primit́ıv függvénye;

(3) Bármely g : D2 → C reguláris függvényre az fg függvénynek létezik primit́ıv függvénye D1-en.

Házi feladatok

7. Legyen P = {z : Re z > 0} a pozit́ıv félśık, f : P → P holomorf és f(1) = 1. Bizonýıtsd be, hogy
|f ′(1)| ≤ 1.

8. Adott a komplex śıkon egy K körvonal, rajta ḱıvül egy p pont. Bizonýıtsd be, hogy ha f olyan lineáris
tört függvény, amire f(K) = K és f(p) = p, akkor |f ′(p)| = 1.

9. Tegyük fel, hogy f az egységkörlemezt a jobb félśıkba képezi, és f(0) = 1. Igazoljuk, hogy
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10. Legyen D1 és D2 az γ1 és γ2 egyszerű zárt görbék belseje, f : D1 → C reguláris D1-en és folytonos a
határán. Tegyük fel továbbá, hogy a γ2 = f ◦ γ1 görbe is egyszerű.

(a) Igazoljuk, hogy γ1 és γ2 azonos körüljárású.
(b) Igazoljuk, hogy f konform megfeleltetés D1 és D2 között.

Szorgalmi feladatok

11. Igaz-e a Caratheodory-tétel megfelelője olyan tartomány esetén, ami nem egyszeresen összefüggő,
hanem véges sok egyszerű Jordan-görbe határolja?

12. A g(z) függvény reguláris az egységkörben, g(0) = 0, és az egységkörben Re g(z) > −1
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