Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2011. november 21.

1. Hatdrozd meg az Imz > 0 félsik 6sszes konform automorfizmuséat! (Az Osszes, a félsikot 6nmagara
képezd konform leképezést.)

2. Egy (a) linedris tort; (b) raciondlis tort fiiggvény az egységkorvonalat énmagara képezi. Hogyan helyez-
kedhetnek el a gyokei és a pélusai? (Segitség: tikrozziik ki a gyokoket és a pdlusokat. )

3. Az f fliggvény az egységkort az egységkor belsejébe képezi. A Schwarz-lemma segitségével adjunk
becslést a derivaltjara. (,,Ha f(a) = b, akkor |f'(a)|] < ...”. Segitség: Kompondljuk linedris tort
fiiggvényekkel és vezessiik vissza a Schwarz-lemmara.)

4. Legyen D egyszeresen Osszefiiggé tartomany, p € D, és f : D — D olyan regularis fiiggvény, amire
f(p) = p. Igazoljuk, hogy [f'(p)| < 1.

5. Igazoljuk, hogy létezik olyan, az egységkorben regularis, nem konstans fiiggvény, aminek gyokei a
korvonal minden pontjéhoz torlédnak. (Hasznaljuk linedris tortek szorzatat és a Vitali-Montel tételt.)

6. (a) Legyen Dy = {z: r <|z| < R} és Dy = {z: |z| < R}, ahol 0 < r < R val6s szamok;
(b) Legyen D; az dbrén a kiils6, sdtétebben satirozott tartomany, Do pedig a kiils6 és a belsé rész
egyiitt.
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Bizonyitsd be, hogy tetszoleges f : D; — C regularis fiiggvényre a kovetkezo allitasok ekvivalensek:

(1) f analitikusan folytathaté Ds-re;
(2) f-nek létezik akdrhdnyszoros primitiv fliggvénye;
(3) Barmely g : Dy — C regularis fliggvényre az fg fliggvénynek létezik primitiv fliggvénye D;-en.

Hazi feladatok

7. Legyen P = {z : Rez > 0} a pozitiv félsik, f : P — P holomorf és f(1) = 1. Bizonyitsd be, hogy
f) <1

8. Adott a komplex stkon egy K korvonal, rajta kiviil egy p pont. Bizonyitsd be, hogy ha f olyan linearis
tort fliggvény, amire f(K) = K és f(p) = p, akkor |f'(p)| = 1.

9. Tegyiik fel, hogy f az egységkorlemezt a jobb félsikba képezi, és f(0) = 1. Igazoljuk, hogy
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10. Legyen D, és D, az 7, és 7, egyszerti zart gorbék belseje, f : D; — C regularis D;-en és folytonos a
hataran. Tegylik fel tovabba, hogy a v, = f o v, gorbe is egyszerii.

(a) Igazoljuk, hogy 1 és v2 azonos koriiljarasu.

(b) Igazoljuk, hogy f konform megfeleltetés Dy és Dy kozott.

Szorgalmi feladatok

11. [gaz-e a Caratheodory-tétel megfeleléje olyan tartoméany esetén, ami nem egyszeresen Osszefiiggo,
hanem véges sok egyszerii Jordan-gorbe hatérolja?

12. A g(z) fiiggvény reguldris az egységkorben, g(0) = 0, és az egységkorben Reg(z) > —3. Mutassuk
meg, hogy
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