Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2011. november 28.

1. Legyen D = {z: |z| <1, Rez < i}. Hény olyan ¢ konform leképezés létezik, ami D-t a fels$ félsikra
képezi tigy, hogy ¢(3) = 00, ¢(3 — %2i) = +1, és o(} + %) = F1?

2. Az f fiiggvény regularis az r < |z| < 1 korgytiriin, folytonos az egységkorvonalon, és (a) a korvonalon
val6s; (b) a korvonalon | f| = 1. Kévetkezik-e ebbdl, hogy a fiiggvény analitikusan folytathaté az r < |z < 1
gytriire?

3. Legyen 0 < a < 1, és legyen a D tartomany az egységkorlemez és az
(a,1/a) atméréji kor killonbsége, és legyen f az a konform leképezés, ami
D-t a jobb félsikba viszi gy, hogy f(a) = 0o és f(0) = 1.

(a) Mutassuk meg, hogy pontosan egy ilyen f létezik.

(b) f(a) = .
)

(c) Igazold hogy f kiterjesztheto az egész sitkon meromorf fliggvénnyé.
(d
4. Ellendrizziik a Schwarz-Christoffel formulat a 0 < Im 2z < 1, Re z > 0 tartoméanyra.

Hol veszi még fel a (kiterjesztett) fiiggvény az 1 értéket?

5. Képezziik konform médon a félsikot egy négyzetre.

6. Igazoljuk, hogy ha éltalunk valasztott A;-kkel és aj-kkel irjuk fel a Schwarz-Christoffel formulét, 0 <
a; <més Y (m—a;) < 2w, akkor a formula a félsikot egy konvex sokszogbe képezi.

7. Bizonyitsd be, hogy az r; < |z| < Ry és e < |z| < Ry gyliriik akkor és csak akkor konform ekvivalensek,

ha&:&.
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Hazi feladatok

8. Egy fiiggvény regularis az egységkorben, a korvonalon folytonos és valés. Bizonyitsd be, hogy a fiiggvény
konstans.

9. Ellendrizziik a Schwarz-Christoffel formulat az 0 < Im 2, 0 < Re z szogtartomanyra.
10. frjunk fel olyan konform leképezést, ami a felsd félsikot egy szabalyos haromszognek felelteti meg.

11. Legyen D = {z: |2| <1, Rez < 1}. Ird fel az 6sszes olyan ¢ konform leképezést, ami D-t a felsd
félskra képezi gy, hogy ¢(L) = oo, p( — ¥3i) = +1, és (L + Li) = F1.
Szorgalmi feladatok

12. Legyenek fi(2), fa(2), ..., regularis fiiggvények a D tartomanyon.

(a) Bizonyitsuk be, hogy ha a fliggvénysorozat "lokélisan egyenletesen korldtos”, azaz D minden kom-
pakt részén egyenletesen korlatos, akkor f{(z), f5(z),. .., sorozat is lokdlisan egyenletesen korlatos.

(b) Bizonyitsuk be, hogy ha a fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen korldtos és pontonként konvergens
D egy stri részhalmazéan, akkor lokalisan egyenletesen konvergens.

(¢) Bizonyitsuk be, hogy ha a fiiggvénysorozat lokalisan egyenletesen konvergens, akkor a limeszfiiggvény
regularis.
13. Bontsuk fel a Poincaré féle kormodelt olyan egybevagd
haromszogekre, amelyeknek két 45 és egy 60 fokos szoge van,
és szinezzilk ezeket felvaltva feketére és fehérre. (Ld. M. C. Escher
Cirlce Limit IV — Heaven and Hell c. fametszetét). Létezik-e
olyan, az egységkorben meromorf fiigvény, aminek minden fekete
haromszégben (6rdog) pontosan egy gyoke van és nincs pdlusa,
tovabba minden fehér haromszégben (angyal) pontosan egy pélusa
van és nincs gyoke?
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