
Komplex függvénytan gyakorlat, 2011. november 28.

1. Legyen D = {z : |z| < 1, Re z < 1
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2. Az f függvény reguláris az r < |z| < 1 körgyűrűn, folytonos az egységkörvonalon, és (a) a körvonalon
valós; (b) a körvonalon |f | = 1. Következik-e ebből, hogy a függvény analitikusan folytatható az r < |z| < 1

r

gyűrűre?

3. Legyen 0 < a < 1, és legyen a D tartomány az egységkörlemez és az
(a, 1/a) átmérőjű kör különbsége, és legyen f az a konform leképezés, ami
D-t a jobb félśıkba viszi úgy, hogy f(a) = ∞ és f(0) = 1.
(a) Mutassuk meg, hogy pontosan egy ilyen f létezik.
(b) f(a) =?
(c) Igazold, hogy f kiterjeszthető az egész śıkon meromorf függvénnyé.
(d) Hol veszi még fel a (kiterjesztett) függvény az 1 értéket?
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4. Ellenőrizzük a Schwarz-Christoffel formulát a 0 < Im z < 1, Re z > 0 tartományra.

5. Képezzük konform módon a félśıkot egy négyzetre.

6. Igazoljuk, hogy ha általunk választott Aj-kkel és αj-kkel ı́rjuk fel a Schwarz-Christoffel formulát, 0 <
αj < π és

∑
(π − αj) < 2π, akkor a formula a félśıkot egy konvex sokszögbe képezi.

7. Bizonýıtsd be, hogy az r1 < |z| < R1 és r2 < |z| < R2 gyűrűk akkor és csak akkor konform ekvivalensek,

ha
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Házi feladatok

8. Egy függvény reguláris az egységkörben, a körvonalon folytonos és valós. Bizonýıtsd be, hogy a függvény
konstans.

9. Ellenőrizzük a Schwarz-Christoffel formulát az 0 < Im z, 0 < Re z szögtartományra.

10. Írjunk fel olyan konform leképezést, ami a felső félśıkot egy szabályos háromszögnek felelteti meg.

11. Legyen D = {z : |z| < 1, Re z < 1
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Szorgalmi feladatok

12. Legyenek f1(z), f2(z), . . ., reguláris függvények a D tartományon.
(a) Bizonýıtsuk be, hogy ha a függvénysorozat ”lokálisan egyenletesen korlátos”, azaz D minden kom-

pakt részén egyenletesen korlátos, akkor f ′
1
(z), f ′

2
(z), . . ., sorozat is lokálisan egyenletesen korlátos.

(b) Bizonýıtsuk be, hogy ha a függvénysorozat lokálisan egyenletesen korlátos és pontonként konvergens
D egy sűrű részhalmazán, akkor lokálisan egyenletesen konvergens.

(c) Bizonýıtsuk be, hogy ha a függvénysorozat lokálisan egyenletesen konvergens, akkor a limeszfüggvény
reguláris.

13. Bontsuk fel a Poincaré féle körmodelt olyan egybevágó
háromszögekre, amelyeknek két 45 és egy 60 fokos szöge van,
és sźınezzük ezeket felváltva feketére és fehérre. (Ld. M. C. Escher
Cirlce Limit IV — Heaven and Hell c. fametszetét). Létezik-e
olyan, az egységkörben meromorf fügvény, aminek minden fekete
háromszögben (ördög) pontosan egy gyöke van és nincs pólusa,
továbbá minden fehér háromszögben (angyal) pontosan egy pólusa
van és nincs gyöke?
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