Komplex fiiggvénytan gyakorlat, 2011. december 12.

1. Legyen f regularis egy D C C tartomanyon. Melyik fliggvény harmonikus az alabbiak koziil? Amelyik
harmonikus, az melyik regularis fiiggvény valds része?
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2. (a) Igazoljuk, hogy ha u(z) harmonikus a D C C egyszeresen Osszefliggd tartomanyon, akkor 1étezik
olyan v : D — R fiiggvény, amire u + iv regularis.

(b) Mutassuk meg, hogy ha D C C nem egyszeresen Osszefiiggd (azaz lyukas) tartomény, akkor létezik
olyan u : D — R fiiggvény, ami nem egyezik meg semmilyen regularis D — C fliggvény valds részével sem.

3. Vezessiik le a Poisson-formulat kozvetleniil a Cauchy-formulabol.

4. Mondjuk ki, és igazoljuk a kovetkezo, komplexbdl ismert tételek harmonikus megfelel6it: unicités-
tétel, Liouville-tétel, kozépérték-tulajdonsag, nyilt leképezés tétele, maximum-elv, megsziintethetd szingu-
laritasok jellemzése, pélusok jellemzése, Casorati-Weierstrass-tétel, Picard-tétel.

5. A Cauchy-formuldk és a Poisson-formula mintdjara irjunk fel olyan integraltételt, ami tetszéleges, az
egységkor belsejében harmonikus fiiggvény parcialis derivéltjait eldallitja a fiiggvényértékeknek a korvo-
nalon vett integraljaként.
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