Komplex fiiggvénytan ZH, 2011. oktéber 26.
Megoldasvazlatok

1. Milyen pontokban differencidlhaté az |z|> — (2 + 1)z fiiggvény?
Megoldas. Ha z = z + yi, akkor az
2]* = (2+19)7 = (2® + %) = 2+ ) (z —yi) = (2% = 20+ ¥ — y) + (—2 + 2y)i

fiiggvény azokban a pontokban differencidlhaté komplex értelemben, ahol az u(z,y) = 2* — 2z +y* — y
és v(z,y) = —x + 2y mint R? — R fliggvények differencidlhaték és teljesiilnek rdjuk a Cauchy-Riemann
egyenletek. Mivel u és v is polinom, mindenhol differencidlhaték. A Cauchy-Riemann egyenletek:

81u:82v, 82u: —811)
T =2, y=1, z=2+1.

A fiiggvény egyediil az 2 + ¢ pontban differencidlhaté.

Tipushiba: Tobben csak a Cauchy-Riemann egyenleteket el}/enérizték, de nem mondtak semmit arrél,
hogy az u és v fiiggvények valds értelemben differencialhatok. Ok kaptak 0,8 pontot.

Pontszdémok: 1,1,1,1,1,1,0,9, 0,9, 0,8, 0,8, 0,8, 0,8, 0,8, 0,8, 0,8, 0,8, 0,7, 0. Atlag: 0,83.
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2. Fejtsd Laurent-sorba a fliggvényt az i koriil, az 1 < |z — i| < v/2 halmazon.
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Tipushiba: A megoldésnak része az is, hogy a 2z — 2 polinomot atirjuk ¢ koriil: 2z — 2 = 2(z — 1) +
(—2 + 2i). Ez a lépés trividlis, de enélkiil nem lesz Laurent-sor az erednény... (0,9 pont)
Pontszdmok: 1,1,1,1,1,1,1, 1,1, 1, 0,9, 0,9, 0,9, 0,9, 0,8, 0,6, 0,5, 0. Atlag: 0,86.




Megoldéas. AT gorbe (+1)-szer keriili meg a 0, ,

nem keriil meg. A rezidummot a 0, +7 pontokban példaul a Resa L=
vonatkoz6 Cauchy-formulabdl szamithatjuk ki.

7 pontokat és (—2)-szor a —m pontot, mas szingularitast
f(a)
g'(a)’

a Z-ban pedig a derivaltra
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/F:27rz <R§s+R7res—2fi§rs+PW{/egs) = 211 (P—R—FQ-IGWQ—g) = (E—?) 7.

Pontszdmok: 1, 1, 0,95, 0,9, 0,9, 0,9, 0,9, 0,8, 0,8, 0,7, 0,7, 0,7, 0,7 0,6, 0,5, 0,2, 0, —. Atlag: 0,68.

4. Az f(z) fiiggvény holomorf az egységkor (|z| < 1) belsejében és |f| < 1. Legfeljebb mekkora lehet
LF7(0)]7

Megoldas. frjuk fel a derivéltra vonatkozé Cauchy-formulat egy » < 1 sugaru koron, majd becsiiljiink
az integrandus abszolut értékével:

3! £(2) 3 / 3 /
il dz| < == dz| < —— 1]dz| = —

Az r — 1 — 0 hataratmenetbdl | f”(0)| < 6.
Az f(z) = 23 fiiggvényre teljesiil az | f| < 1 feltétel, és f”'(0) = 6.
Az | f"(0)] legnagyobb lehetséges értéke tehat a 6.
Pontszdmok: 1,1, 1, 1,1, 0.8, 0,6, 0,6, 0,6, 0,4, 0.4, 0.4, 0,3, 0,2, 0,2, 0,2, 0, . Atlag: 0,54.

[F(0)] =

5. Mutass példat (képletet) konform megfeleltetésre a Dy ={z: |Imz| <1} és a
Dy={z: |z| <1és|z—1—1i| > 1} tartomédnyok kozott.

Megoldas. Egy lehetséges megfeleltetés: z — 1 —

N
&

R Tlog (= 1) T
22+ —2i ==
Pontszamok: 1, 0,7, 0,7, 0,5, 0,3, 0,2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, —, —, —. Atlag: 0,19.

6. Az f(2) egészfiiggvényre |f(1/n)|=1/n* han =1,2,..., és|f(i)| = 2. Mekkora lehet |f(—i)|?

Megoldas. Legyen g(z) = f(2) - f(Z), ami szintén egészfiiggvény. Az 1/n alaki pontokban g(1/n) =
f(1/n)- f(1/n) = |f(1/n)|> = (1/n)*. Az unicitastétel miatt tehat g(z) = 2*. A 2 =i pontban 1 = |i| =

l9(D)] = [F(D)] - | f(=0)| = 2[f(=9)], vagyis | f(=i)| = 3.

Megyjegyzés. A |g(1/n)| = 1/n? feltételnek az f(z) = 22¢(*), alaki fiiggvények tesznek eleget, ahol ¢

olyan egész fliggvény, ami a valés tengelyen valds. (Hézi feladat végiggondolni.)

Pontszémok: 1, 1, 0,9, 0,5, 0,5, 0,3, 0,3,0,00, 0, 0,0, 0,0, —, —, — Atlag: 0,25.
7. Bizonyitsd be, hogy ha az f(z) egészfiiggvény 27 szerint periodikus és | l‘lm f(z +yi)e W = 0 egyenle-
y|—o0

tesen (azaz, Ve > 0 Jyo € RVz,y € R (\y\ > Yo = ‘f(:c + yi)e"yw < s) , akkor f konstans.

2



1. megoldas. Legyen g(z) = f(—ilogz), ha z # 0. Mivel az f(z) fiiggvény periodikus 27 szerint,

mindegy, hogy a logaritmusnak melyik értékét vesziik. A logaritmusnak minden z # 0 pont koriil van

holomorf dga, ezért g is holomorf a teljes C \ {0} halmazon. A g definiciéjat megforditva, f(z) = g(e%).
Legyen g Laurent-sora a 0 koriil g(z) = Y. apz®. Azt kell igazolnunk, hogy a Laurent-sorban csak

k=—o00
az ag egytitthaté lehet 0-t6l killonbozo. Az egyiitthatéformula szerint barmely r > 0 esetén

1 —k—1 e it (. —it\—k 1 /27r » —k kit
= dz = — ‘ ‘ dt = — t—1l “dt;
=g [, 9@ A= o [ e eyt = 5 [ gt ot
az y = logr helyettesitéssel
1 2 . B y
ap = %/to ft —iy)e e kit qe, (1)

Ha k> 1 ésy >0, akkor (1)-bol

1 2m
el < o /to [f(t = iy)le”™ dt < max|f(t —iy)| - ™™ < max|f(t —iy)| - ™.

Ha y-nal co-hez tartunk, akkor a feladat feltétele szerint a jobboldal 0-hoz tart, tehat ap = 0.
Hasonléan, ha k < —1 és y < 0, akkor (1) szerint

< )] e R — i) ek < i) el
x| < max | f(t —dy)| - e max | f(t —iy)| - < max |f(t —iy)| - e

Ha y-nal (—o0)-hez tartunk, akkor a jobboldal 0-hoz tart, tehat ilyenkor is aj = 0.

Yy
= %<1 + O(e™)) és |cosz| =

_e—iz
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(1 _ eQiz)

2. megoldas. Ha y — oo, akkor |sinz| = ‘

_eiz )
1— —2iz
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(1+ eZiz) _ %(14—0(6_23"))

(14+0(e=%)); ha pedig y — —oo, akkor | sin z| = '

¥

|yl ;
e , e sin z
7@ + e_m) | |

_ ~2ly ' > :
5 (1+0(e )). Ha tehét |y| — oo, akkor olv] 2 elyl 2
f(z)

egyenletesen. Ezért a |l‘im f(2)e~ W = 0 feltétel ekvivalens azzal, hogy |y| — oo esetén "=~ — 0, illetve
y|—o0 S 2z
f(z)

cos z
z) — f(—=2

Tekintsiik az g(z) = M
szingularitdsai megsziintethetoek: a ¢ kiegészitheté egészfiiggvénnyé. A szamldléban mindkét tag 27

szerint periodikus, tehat a kiterjesztett g is periodikus 27 szerint.
Mivel |g(z)| < RICITA ‘|f(7z)|| és a jobboldalon mindkét tag egyenletesen 0-hoz tart, lim g(z) = 0

| sin z| sin(—z) ly|—o0

és |cosz| =

— 0 egyenletesen.

fiiggvényt. A szamlalé a 7 tobbszoroseiben eltiinik, ezért a g

egyenletesen. Van tehdt egy olyan yo valés szam, amire |y| > yo esetén |g(2)| < 1.

Az |z| < yo halmazon g korldtos, mert minden értékét felveszi a kompakt |Rez| < m, [Imz| < yg
téglalapon, tehdt |g(z)| < K egy alkalmas K konstanssal. Ezért a ¢ fiiggvény a teljes sikon korlatos:
lg| < max(K, 1) a teljes komplex sikon. A Liouville-tétel szerint ebbdl kovetkezik, hogy g konstans. Mivel
pedig ‘ llim g(z) = 0, ez a konstans csak a 0 lehet. Tehat g = 0. Tehdt f(z) — f(—z); az f paros fiiggvény.

y|—oo
— 2

Vizsgaljuk most a h(z) = J&) = (x/2) fiiggvényt. Mivel f pdros, f(—m/2) = f(7/2). A (k+ §)m
alakd pontokban ezért f(z)— f(7/2) = 0. Tehdt a h szinularitdsai is megsziintethetdek, a h is kiegészithetd
egészfiiggvénnyé. A h fliggvény is 27 szerint periodikus és egyenletesen 0-hoz tart |y| — oo esetén. Ezért
ugyanugy, mindt a g fiiggvény, a h is konstans 0. Ekkor viszont f(z) = f(7/2) minden z-re.

http://www.cs.elte.hu/"kosgeza/oktatas/2011osz-kft/



