4. Valés analizis 2 gyakorlat, 2017. marcius 8.

4.1. Trjuk fel az f(z) = log(1+x) fiiggvény 0 koriili n-edik Taylor polinomjat. A Lagrange-maradéktag
segitségével adjunk felsé becslést arra, hogy mekkora hibét kévetiink el akkor, ha a [0, 0.5] intervallumon
az 0todik Taylor polinommal kozelitjiikk f-et.

4.2. Mi a kapcsolat a derivaltak Taylor-polinomjai és a Taylor-polinomok derivaltjai kozott?

4.3. (a) Ellenérizziik, hogy a Taylor-maradéktagra igaz, hogy
R,(z) = fla,a,...,a,x] - (x —a)",
n+1

ahol f[...] az osztott differenciat jelenti.
(b) Vezessiik le a Lagrange-maradéktagos Taylor-formulét az osztott differenciak kozépértéktételébol.

4.4. fil sgnz dr =7 Mi a (-1, —%, é, 1) felosztashoz tartozé alsd, felso, illetve oszcillacids Osszeg?
4.5. Mennyi a Dirichlet- és a Riemann-fiiggvény alsé és fels6 integralja [0, 1]-ben?
dx
4.6. Szamitsuk ki az ff — Riemann-integrdlt a definiciébél. (Vélasszunk olyan felosztdst, amikor az
x
osztépontok mértani sorozatot alkotnak.)

4.7. Minden ¢ > 0-hoz mutassunk olyan ¢-t, hogy ha ® az [0, 7/2| intervallum egy §-nél finomabb fel-

osztasa, és o a sin x fliggvénynek egy ®-hez tartozo integralkozelito osszege, akkor

2 .
a—fow/ sin z dx’ < €.

4.8. Bizonyitsuk be, hogy ha f, g : [a,b] — R korldtos fiiggvények, akkor

lzf+lig§£<f+g)SLHZ‘QSZ(HQ)SZHT;Q'

Mutassunk példat olyan f, g fliggvényekre, amikor egyik egyenlotlenségben sem all egyenloség.

Hazi feladatok

4.9. Az arctgx fliggvényre felirt Taylor-formulabol szamitsuk ki arctg %, arc tg% és m = 4(arc tg% +
arctg %) értékét 2 tizedesjegy pontossaggal.

4.10. Szamitsd ki az fol e® dx integralt a definiciébdl.
4.11. Igazoljuk, hogy ha egy [0,1] — R fiiggvény Lipschitz, akkor integralhato.
4.12. Mi lehetne az integralkozelitd osszegekre vonatkozé Cauchy-kritérium?

4.13. Igazoljuk, hogy ha f Riemann-integrélhaté [a, b]-ben, akkor van olyan pont, ahol folytonos.

Szorgalmi (irdsban beadhatd, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PMA4.1. El6éadason a Taylor-formula a Lagrange-féle maradéktagos formajat gy bizonyitottuk, hogy
R
az % tortre (n + 1)-szer alkalmaztuk a Cauchy-kozépértéktételt. Milyen fliggvényt irjunk a
T —a)”
tort nevezdjében az (z—a)" ! fiiggvény helyére, hogy ugyanez a bizonyitds a Cauchy-féle maradéktagot

adja?
PM4.2. Az f: R — R fliggvény kétszer differencidlhaté, f(0) =2, f/(0) = —2 és f(1) = 1. Igazoljuk,
hogy létezik olyan £ € (0, 1) valds szam, amire f(&) - f(£) + f"(£§) = 0. (IMC 1998)

A korabbi feladatsorok itt:  http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2017tavasz-an2i/
Tovabbi gyakorlé feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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