5. Valés analizis 2 gyakorlat, 2017. marcius 22.

5.1. Mely éllitasok igazak tetszéleges f : [a,b] — R fuggvényre?
a) Ha f korldtos, akkor Riemann-integrélhato.

b) Ha f korlatos, akkor van primitiv fliiggvénye.

¢) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor integrélhato.

d) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor nem integralhato.

f-fel.

5.2. Egyenletesen folytonosak-e a kovetkezd fliggvények a megadott intervallumokon? Ha igen,
mutassunk e-hoz d-t. Ha nem, mutassunk e-t, amihez nincs 9.
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5.3. (a) Igaz-e, hogy ha f egyenletesen folytonos (a,b)-n akkor korlatos?
(b) Igaz-e, hogy ha f : R — R és g : R — R egyenletesen folytonos fiiggvények, akkor f - g is az?
(c) Igaz-e, hogy ha f: (a,b) = R és g : (a,b) — R egyenletesen folytonos fiiggvények, akkor f - g
is az?
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5.5. Igazoljuk, hogy ha ¢ > 0, és f : [0,1] — [c, c0) Riemann-integralhatd, akkor

7\1/]0(1/”) : f(Q/TL) e f(n/n) - efolbgf.

Igaz-e ugyanez [0, 1] — (0, 00) fliggvény esetén?
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x 70, Milyen intervallumokon integralhaté ez a fiiggvény?

5.6. Legyen f(z) = {O ha £ — 0

5.7. Adjuk meg a [—2, 3] intervallumon az alabbi fiiggvények Gsszes primitiv fiiggvényét, integralfiiggvényét,
hatarozatlan integraljat és hatarozott integraljat!
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5.8. Legyen fi(x) := / log(1 4 t*) dt, ha x> 0. fi(z) =7
0

5.9. Mutassunk példdt olyan Riemann-integralhaté [0, 1] — [0, 1] fiiggvényekre, amelyeknek a kom-
pozicidja nem Riemann-integralhato.



Hazi feladatok

5.10. Mely allitdsok igazak tetszéleges f : [a,b] — R fliggvényre?
(a) Ha f integrélhaté, akkor van primitiv fliggvénye.
(b) Ha f integralhato, akkor nincs primitiv fiiggvénye.
(c) Ha f integralhatd, akkor korlatos.
(d) Ha f integralhaté, akkor Darboux-tulajdonsagu.
(e) Ha f-nek van primitiv fiiggvénye, akkor Darboux-tulajdonségu.
(f) Ha f primitiv fliggvénye konvex, akkor f monoton.
(g) Ha f integralfiiggvénye konvex, akkor f értékét megszamlalhaté sok pontban megvaltoztathatjuk
ugy, hogy monoton legyen.
(h) Ha f Darboux-tulajdonsagu és integralhaté, akkor van primitiv fliggvénye.

5.11. Legyen f: (0,1) — R. Melyik &llitas kovetkezik a méasikb6l?
(a) f Lipschitz.  (b) f egyenletesen folytonos. (c) f folytonos. (d) f korlatos.
(e) f-nek van véges féloldali hatarértéke az intervallum végpontjaiban.

5.12. Bizonyitsuk be, hogy ha f differencidlhaté az I intervallumban és itt f’ korldtos, akkor f
egyenletesen folytonos I-n.

5.13. Igaz-e, hogy ha f egyenletesen folytonos (a, b)-n, akkor véges féloldali hatarértéke van az a és
b pontokban?

5.14. Igazoljuk, hogy ha f : [0, 1] — R folytonos fiiggvény, akkor
FG) -G+ Q) —fR) +- + DR

n

— 0.
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5.15. Legyen fy(x) := / et dt, ha x > 0. fi(z) =?
1

5.16. Van-e olyan fiiggvény, aminek a +/|z| (a) integralfiiggvénye; (b) primitiv fiiggvénye?

5.17. Bizonyitsuk be, hogy ha f integralhaté [a, b]-n, akkor van olyan pont, ahol folytonos.

Szorgalmi (irdsban beadhatd, Pedil Medal pirospontra bevalthatd) feladat

PMS5.1. Igazoljuk, hogy ha egy [a,b] — R fiiggvény korldtos, és csak véges sok pontban szakad,
akkor Riemann-integralhato.

A korabbi feladatsorok itt: ~ http://kosgeza.web.elte.hu/oktatas/2017tavasz-an2i/
Tovabbi gyakorlé feladatok: http://mat-peldatar.elte.hu
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