Komplex fliggvénytan ZH, 2023. november 17.

Mindegyik lapra ird ré a nevedet.

Torekedj a rendezett, vilagos, jol olvashato leirasra. (Csak arra adok pontot, amit naeyics neiiil is el

tudok u]\u\wli.)
A feladatok nem feltétleniil nehézségi sorrendben kdvetkeznek.

Minden feladat legfeljebb 1 pontot ér. A dolgozatra kapott osztalyzat korilbelil az 6sszpont-
szammal egyezik meg.

1. Ird fel az 6sszes olyan v : R? — R fiiggvényt, amire az

flx+yi) = (% — 29°) + v(x,y)i
fiiggvény holomort.

T

2. Legyen A > 0 valos szam. Szamitsd ki } ctgz} maximumat az B + Az,
T ™ ™

—3 + A, —5 = At, 5 A1 csucsu téglalap keriiletén.

3.

1 z4+1\" .
— dz =? (n € Z, negativ is lehet!)
271 |2|=2 z—1

4

(z+1)(z—3)
sorat, amely a z = 2 pontban konvergens. Milyen halmazon allitja el6 a

4. Ird fel az f(z) =

fiiggvénynek azt az ¢ kortili Laurent-

fiiggvényt ez a Laurent-sor?

5. Legyen D = {2z : |z| > 1} és f : D — C holomorf fiiggvény. Bi-
zonyitsd be, hogy ha barmely g egészfiiggvényre az f - g fiiggvénynek
létezik primitiv fliggvénye D-n, akkor f folytathato a teljes C-re, vagyis
van olyan F' egészfiiggvény, amelyre F'|p = f.

6. Differenciadlhato-e O-ban az

1 1
—— —— haz+#kn

f(z)=<sinz =z
0 ha z = km

tiiggvény?

7. Igazold, hogy ha f(z) nem konstans egészfiiggvény, akkor az egység-
korvonalon legfeljebb véges sok olyan pont van, ahol Re f(z) = 0.



Komplex fliggvénytan ZH, 2023. november 17.

Megoldasok

1. Ird fel az 6sszes olyan v : R? — R fiiggvényt, amire az

fla+yi) = (2%y — 2y’) + v(z,y)i
fiiggvény holomort.
Megoldas: A Cauchy—Riemann egyenletek szerint v differencialhato, és

vy = —u, = —2° + 3zy°, v, = u, = 32’y — y°
Ebbél ki is talalhatjuk, hogy v(z,y) = —1a*+32%y* — 2y + C, de ki is szamolhatjuk: ha C' = v(0,0),
akkor

v(z,y) =v(0,0) + (v(:p,O) — U(0,0)) + (v(m,y) — v(xj())) =
=C+ /; v (€,0)dE + /y vy(x,m)dn =

=0 n=0

x Y
:C+/5 (—53)c1§+/77 (32°n —n*) dn =

=0 =0

1 3 1
— O gt S22 Zr )
4x —|—<2:Ey 4y

1.4 32,2

Talalgatas esetén elég azt ellendrizni, hogy ar r(z,y) = v(z,y) + j2* — 52°y° + ;lly4 fliggvény

parcialis derivéltjai nullak, igy r(x,y) konstans.
A kapott fiiggvény

) 1 3 1 ) 1 )
Flotui) = @y =)+ (= Jot+ 3 - 4 C )i~y C

avagy f(z) = iz‘l + C', ami tényleg egészfiiggvény, mert polinom.
: . , 7T .
2. Legyen A > 0 valos szam. Szamitsd ki } Ctgz} maximumat az B + A,
T
2
Megoldas:

T T
+ A, 5 At 5 A1 csucsu téglalap keriiletén.

. 1 e
C Z=—1l—F—.
) 1 — 6212

A fiiggtleges oldalakon Im(2iz) = 47, ezért e** negativ valos szam, gy |1 + €?%| < |1 — 2|

Y

ezért | 0 |
1 4 e2s
|Ctg Z’ = m < 1.
A fels6 vizszintes oldalon |e??| = eRe(2%) = =24 < 1 gy

’1_62iz| -1 |e2iz| - 1 — 24"

|ctg z| =

A z = Ai pontban e?* = e724, ezért a becslésben egyenléség van.

2



Az als6 oldalon |e%%| = eRe(2) = 24 > 1 {gy
lctg 2 11— e %% - le7%2] + 1 e 41 1+e24
g |1 + 6721z| — |6721z| —1 672A —1 1— 672A
A z = — Ai pontban egyenlGség van.
1+e24

Tehéat, a téglalap keriiletén max | ctg z| = =yt
—e

n

1 z+1

271 |2|=2 z—1

dz =7 (n € Z, negativ is lehet!)

Megoldas: Ha n = 0, akkor a konstans vonalintegraja zart gérbén 0.
Ha n > 0, akkor az (n — 1)-edik derivéltra vonatkozé Cauchy-formulabdl

(n—1)
(z+ 1)")
1 1\" 1 1)" ( .21
(Z+ ) dz = 1, =1 = 2o
jo|=2

2mi -1 T2 J ey (2= D) (n—1)! T (n—1)

Ha n = —k <0, akkor a (k — 1)-edik derivaltra vonatkoz6 Cauchy-formulabol

((z — 1)k)(k_1)

n __ 1)k 1.(_9\1
L, <Z+1) dz = L (2 1)kdz: ' =1 KL 2)' = —2k = 2n.
211 |z]=2 z—1 211 |z]=2 (Z + 1) (l{ — 1) (k’ — 1)

1 \"
— 2t dz = 2n.
210 Jis=2 \ 2 — 1

) 4
4. Ird fel az f(z) = ENCEE) fugevénynek azt az 4 koriili Laurent-

sorat, amely a z = 2 pontban konvergens. Milyen halmazon allitja el6 a

Tehat, minden n-re

fiiggvényt ez a Laurent-sor?

Megoldas: A fiiggvénynek a (—1)-ben és a 3-ban poélusa van, ezért a maximalis ¢ kozépponta, a
2-t tartalmazo korgytirt, ahol a fiiggvény holomorf, a /2 < |z — i| < v/10.
Parcialis tortekre bontés és atiras (z — ¢)-vel:

PR S S S 1
o241 2-3 (z—di)+1+i (z—i)—3+i

Az els6 tort nevezGjében |z —i| > |1 +1i|, a z — i a nagyobb abszolut értéki tag, ezt emeljiik ki, majd
beirjuk a mértani sor 6sszegképletét:

—1 —1 1 -1 & 1+i)" &
— . _ — A o — _1)k+1(1+i)k(2_i)f(k+1).
s () -
(z—i)+1+i z—i 14 +Z_ z—i z—1 —
z—1
. . 1+ . .
Ez a mértani sor akkor konvergens, ha | < 1, vagyis ha |z —i| > V2.
z—1




A masodik tort nevezGjében |z —i| < | —3 +i|, a —3 + i a nagyobb abszolut értékd tag, ezt
emeljiik ki.

1 ~1 1 ~1 i z—i\" i ~1 (2 — i)}
= . - = . = —\Z — 1) .
(z—i)—3+i1 3—1i Z—i  3—i 3—i £ (3 — )M

l—— k=0

Ez a mértani sor akkor konvergens, ha

z—1
" ‘ < 1, vagyis ha |z —i| < v/10.
1
Tehat, a keresett Laurent-sor a

o0

Z(_l)k+1(1 + z)k(z —(k+1) + Z — Z k+1 i)k,

k=0
ez a /2 < |z —i| < V10 korgytirtin konvergens, és ott eld is allitja a fiiggvényt.
5. Legyen D = {z : |z| > 1} és f : D — C holomorf fiiggvény. Bi-
zonyitsd be, hogy ha barmely g egészfiigevényre az f - g fiiggvénynek
létezik primitiv fliggvénye D-n, akkor f folytathato a teljes C-re, vagyis
van olyan F' egészfiiggvény, amelyre F|p = f.
Megoldas: Legyen az f fiiggvény 0 kériili Laurent-sora a |2| > 1 végtelen kérgyrtin

(e.)
= g anpz"

n=—oo

Azt kell megmutatnunk, hogy a Laurent-sor valdojaban hatvanysor, vagyisa_ 1 =a_o = ... =0.
Barmilyen pozitiv egész k-ra az az egyiitthatoformula szerint

a_ = L RIC I f(z)- 2" dz.

. _k 1 - .
271 I2]=2 2 + 271 |2|=2

Az integralban szerepls 2*~! egy egészfiiggvény; a feltétel szerint tehat f(z) - 28 l-nek van primitiv
fiiggvénye, igy a vonalintegral 0. Tehat, barmely k£ pozitiv egészxre a_j = 0.

6. Differencidlhato-e O-ban az

1 1
—— ——h k
f(z)=<sinz =z 227 km

0 ha z = km
tiiggvény?
Megoldas: A megsziintethets szingularitasok jellemzése miatt ha
liy /() - = 0.
akkor a 0-beli szingularitas megsziintethets. Es valoban,

_ z
lg}rg)f() z—iﬂ(sinz—l)l—lo.

A 11m f(2) hataérték tehat létezik. Mivel a fliggvény paratlan, a 0-beli hatarérték csak a 0 lehet,

tehat hm f(2) = 0= f(0); a fliggvény folytonos a 0-ben, de akkor holomorf is.

4



7. lgazold, hogy ha f(z) nem konstans egészfiiggvény, akkor az egység-
korvonalon legfeljebb véges sok olyan pont van, ahol Re f(z) = 0.

Megoldas: Legyen g(z) = f(2)+f(1/Z), ez holomorf a z # 0 tartoméanyon, és tegyiik fel indirekten,
hogy Re f-nek végtelen sok gyoke van a korvonalon.

Az egységkorvonalon z = 1/Z és emiatt

9(z) = f(z) + f(1/Z) = f(2) + f(2) = 2Re f(2).

A feltétel szerint ez a kérvonal végtelen sok pontjaban 0; a gyokok torlodnak valahol a kérvonalon.
Az unicitastétel miatt tehét g konstans 0, vagyis a kérvonal minden pontjaban Re f = 0.

A Weierstrass-tétel miatt a Re f fiiggvénynek van maximuma és minimuma a zart egységkorle-
mezen; legaldbb az egyik szélsGérték elsfordul az egységkor belsejében. Akkor viszont ott Re f-nek
lokélis szélsGértéke van. A gyakorlaton lattuk, hogy Re f-nek csak akkor lehet lokalis szélsGértéke,
ha f konstans.



