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I. rész

Integraltételek

(1. eléadas, 2023.02.28. |

Az integraltételek olyan azonossdgok egy széles gytijteménye, amikor egy fiigg-
vény valamilyen derivaltjat integraljuk egy térbeli halmazon, és ezt a hataron
(tehat eggyel kisebb dimenziés halmazon) vett integrallal hasonlitjuk Gssze.

A legegyszeriibb integraltétel az egyvaltozés Newton—Leibniz formula:

flx)de = f(0) = f(a)
[a,b] —
f Osszege/integralja a hatdron
f' integralja a halmazon
amikor egy fliggvénynek egy intervallumon vett integraljat a primitiv fiigg-
vénynek a végpontokban vett értékeivel — ha tetszik, integréljaval — fejezziik ki.

Ezért ezek a tételek a Newton—Leibniz formula altalanositdsai.

Integraltételek sokféle halmazon léteznek: gorbék, feiiletdarabok, Jordan-mérhet6
halmazok. Ezeknek a hatara is sokféle lehet.

Integralbodl és derivaltbol is sokféle 1étezik: Riemann-integral, vonalintegréalok,
feliileti integralok...

1. A Green-tétel

A vonalintegral altalanositasai. Sikvektorok keresztszorzata, iranyitott szoge. Egy-
szer(l zart gorbék, Jordan-gorbetétel (bizonyitds nélkiil). Egyszeri zart gorbe iré-
nyitdsa. Green-tétel (bizonyitds normdltartoményra, és a bizonyitds vazlata az
altaldnos esetben). [LT'S2, 200-204. o.]

Az integraltételeinkben nem csak az eddig megismert valds vonalintegralok-
ra lesz sziikkségiink; a skalaris szorzas helyett hasznalni fogjuk vektor és skalar
szorzatat, a 3-dimenziés vektorialis és a komplex szorzast is, ezért az eddigi valos
vonalintegralfogalmunkat kiterjesztjiik mindenféle, vektor- és skalarértékii szor-
zasra. Masfelol, mindig folytonos fiiggvényeket fogunk integralni, és mindig sza-
kaszonként C! gorbéken, ezért az altaldnos definiciét lesziikithetjiik.



Definicié (altaldnos vonalintegral szakaszonként C'! gorbén)

Legyen
o G < RP osszefiiggd, nyilt, v : [a,b] — G szakaszonként C' gorbe;
e f:G — RY folytonos fiiggvény;
e x:R?x RP — R” bilinearis fiiggvény, valamilyen szorzas.

Ekkor az 87 f(x) = dx vonalintegralt a kovetkez&képpen definidljuk:

Lf(X) *dx = f;a (f(fy(t)) * "V(t)>dt_

Ha r > 1, akkor az integrandus és integral értéke is r-dimenziés vektor;
minden szinten a szorzat megfelel6 koordinatajat kell integralni:

§a (FO(0) = 5(1)) at
[ #60»ax - ;
' oo (FO®) » "y(t))rdt.

J

Példak

e Hap=gq=r=1,~(t) =t és = a valés szdmok szorzdsa, akkor ez
éppen az egyvaltozos Riemann-integral.

e Hap=gqésr =1, és * a vektorok skalaris szorzasa, akkor ez a valds
vonalintegral.

e Hap=gq=r =2 és = a komplex szorzas, akkor a neve az f komplex
vonalintegrdlja a v gorbén.

e Haog=7r =161 <1 < p, akkor az f fiiggvénynek az z; valtozo
szerinti vonalintegralja a v gorbén § f(z)dx; = SZ fv(®)) %(t) dt.




Megjegyzés

Mindegyik vonalintegralt atirhatjuk az egyes valtozok szerinti vonalintegra-
lok egy linearis kombinécidjara.

o Valos vonalintegral:

f <f(X), dX> = Z fZ(X) d!L’Z

=17

» Komplex vonalintegral:

Jf@»m: Lﬁ@NM—Lh@m@

Lﬁ@ﬂm+£ﬁ@mu

Szamitsuk ki az f(z) = Z fiiggvény komplex vonalintegraljat az egységkor-
vonalon.

Megoldas.
v(t) = (cost,sint) (0<t<2m); x(t)=7(t) =cost, y(t)=1(t) =sint

Y(t) = (—sint,cost); dz = (t)dt = —sintdt, dy = (t)dt = costdt

f(2,y) = (x,—y)
27
filx)dx = xdxzf cost - (—sint)dt = 0;
~ J t=0
21
filx)dy = $dy=f cost - costdt = m;
o J t=

(—y)dx = L 7;(— sint) - (—sint)dt = m;

2T
—smt) costdt = 0;
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Jf( y) * (dz,dy) = f(fl;fQ) (dz, dy)—f(fldx—fgdy;flderfgdx)

(Jﬁm-Jﬁ%Jﬁ@+Jﬁm> (007 +7) = (0,2m)



Avagy,

J zdz = 2m1.
.



"Keresztszorzat"

A sikbeli integraltételekhez hasznalni fogjuk a vektoridlis szorzat kétdimenzids

valtozatat:

Definici6

Az a,b € R? sikvektorok keresztszorzata
ax b =aby — asb; = det <a1 21) ,
2

irdnyitott szoge az a ¢ € R/2nw7Z sz6g, amelyre

|a - b - cosp = <a,b>, lal - |b|-sinp =a xb

b

Megjegyzés

Sikvektoroknak most mér legaldbb haromféle szorzatat ismerjiik: a skaldris
szorzés és a keresztszorzat bilinedris R? x R? — R fiiggvények, a komplex
szorzds pedig tekinthetd bilinearis R? x R? — R? fiiggvénynek.




Gorbeindex, Jordan-féle gorbetétel

Definicio

Ha 7 : [a,b] — R? zart gorbe, és a ¢ € R? pont nincs rajta a gérbén, akkor
n(vy,c) € Z jelenti azt, hogy a 7 el6jelesen hanyszor "keriili meg" a ¢ pontot.
Neve: a gorbe c-re vonatkozo indexe, vagy c korili korilforduldsi szama. A
gorbeindexet sokféle paraméteres vonalintegréllal is felirhatjuk, példaul

*ip —(y— ) r—0C (de
"0 = o J<x,y>ey<ﬁ<x PP G ol >> « ’dy)>

-~

grad szog(x—c)

1 [ —
_1 [ x=9
27 Xx€Ey |X—C|2

vagy komplex vonalintegrallal

1 dz

" 2mi

n(v,c) —
ZEY

X

A gorbeindex mindig egész szam.

Definicié (Jordan-gérbe (Marie Ennemond Camille Jordan, 1838—

1922))

A v : [a,b] — R? gorbe Jordan-gorbe, ha egyszert, zdrt, vagyis folytonos,
v(a) = v(b), és a két végpont kivételével injektiv (pl. az [a, b) intervallumra
megszoritva injektiv.)




Tétel (Jordan-féle gorbetétel)

Ha 7 : [a,b] — R? egyszerti, zart gorbe, akkor az R*\([a, b]) nyilt halmaz
két Osszefliggd komponensbdl all, az egyik komponens korlatos (a gorbe
belseje), a masik komponens nem korldtos (a gorbe kiilseje), és mindkét
komponens hatara a ~.

A gorbe kiilsé pontokra vonatkozé indexe 0, a belsé pontokra vonatkozd
index vagy mindenhol +1, vagy mindenhol —1. Az elsé esetben a gorbét
pozitiv iranyitasunak, a masodik esetben negativ iranyitdsunak nevezzik.

(Erdés Pélnak az a mondasa, hogy valaki a Jordan-tételt tanulmdnyozza, azt
jelentette: az illet6é borténben van.)

K < R? Jordan-tartomdny, ha egy egyszerti, zart, folytonos gérbe belseje.
A tovabbiakban a hatargorbét, mindig pozitiv irdnyitassal, 0K fogja jelolni.

Green tétele

Tétel (Green (George Green, 1793-1841))

Legyen K Jordan-tartomany, amelynek a hatara
szakaszonként C!, legyen G o cl K nyilt, és f :
G — R folytonosan differencialhaté.

(a) Ha Z—f létezik és folytonos cl K-n, akkor
@

fdy = J ﬁdxdy.
0K K 0%

0
f létezik és folytonos cl K-n, akkor

(b) Ha 5

fdx = J 3 —dazdy.
(a+b) egyttt: Ha fésyg folytonosan differencialhaté cl K-n, akkor

_[(_9 9%
LK(fdx + gdy) = JK ( o + aI)dxdy.

Bizonyitas. (bl). Ha K norméltartomény: a bizonyitas lényege, hogy K minden




fiiggoleges szekcidjan alkalmazzuk az egyvaltozos Newton-Leibniz formulat.
Tegyiik fel, hogy

K ={(z,y) 7€ [a,b], p(z) <y < ¥(x)},

valamilyen [a, b] intervallummal és szakaszonként differencialhaté ¢, : [a,b] —
R, ¢ < 9 fiiggvényekkel. A két fiiggvénygrafikon tehat (x, p(x)) és (z,9(z)).
Ay
03 U(x
V4 2
gi! !
a x b

A 0K hatar négy részre vaghato: a felso és az alsé hatarold grafikon v és vs,
és két fuiggbleges szakasz vy és 4. A fels6 fiiggvénygrafikonon jobbrol balra kell
végigmenniink.

A fiiggoleges szakaszokon az x szerinti vonalintegral 0.

L Z;jdxdy = Lb_a (JW) afdy) de = Jb (f(x,zp(x)) — f(x, ¢(x))>dx _

y=¢(z) 0y T=a

:_Llfdx—Ldex:— e

(al) Ha K egy tiikrozott morméltartmény, akkor hasonléan bizonyitunk, az x
és y felcserélésével. Ez a tiikrozés megforditja a hatar iranyitasat, ezért azt vissza
kell forditanunk; itt jon be még egy negativ el6jel.

T=p y=a

[ Sawr= [ (

F(y)(y) Z‘i@:) dy = Jb (f(y,w(y)) - f(y,w(y))>dy



= Ls f(z,y)dy + Llf(x,y) dy = LKf(Ly) dy.

Altaldban:

o A fentiek bizonyitanak példaul konvex sokszogekre.

o Atlokkal vagy akér parhuzamos szakaszokkal szétvagva-Gsszeragasztva meg-
kapjuk az allitast tetszéleges zart torottvonalra.

o Az altalanos esetben a hatargorbét beliilrol kozelitjiik torottvonalakkal, majd
hataratmenet.

Kovetkezmény (Jordan-tartomany teriilete)

Ha K Jordan-tartomény, a hatéra szakaszonként C*, akkor

1
t(K)zf xdyz—f ydxz—f x x dx.
oK oK 2 Jox

Bizonyitas. Green-tétel az f(z,y) = x, illetve f(x,y) = —y fiiggvényekre vagy
a ketto Osszegére:

ox

f xdy = dxdy:J ldzdy = t(K).
oK K 0% K

—f ydxzj aydasdyzj ldady = t(K).
0K K 0Y K

Probaljuk ki a fenti teriiletképletet az origd kozépponti, r sugara korre.

A hatéargorbe:
~v(t) = (rcost,rsint) (0 <t <2m), dx = 4(t)dt = (—rsint,rcost)dt.

1 1 27
t(B(0,r)) = f x><dx=f (rcost,rsint) x (—rsint,rcost) dt
2 Jox 2 Ji=o

Kovetkezmény

Szakaszonként C' Jordan-gérbén, aminek a belsejében rotdciémentes egy
vektormezd, a vonalintegral 0.

10



Bizonyitas. Ezt mar megcsinaltuk sokkal altalanosabban a Goursat-lemmaéval,
de a Green-tétel is miikodik:

<f dx) = ; Sfrdx + fzdy =
K
_ ofi Ofs
= oy ——dady + f ——dazdy

o (oh on )
_ L (ax _ ay> dedy = 0.

Megjegyzés

A fentiek elmondhaték olyan tartomanyokra is, amelyeket egynél tobb zart
gorbe hatarol, ha a gorbéket megfeleloen iranyitjuk. Legyen K < G olyan
halmaz, amelynek hatara véges sok, diszjunkt, egyszeri zart, szakaszonként
C' gorbébdl &ll (a tovabbiakban: krumpli), akkor K hatérgorbéit lehetséges
ugy iranyitani, hogy az K kiils0 pontjaikra vonatkozé indexe 0, a bels6
pontokra az indexosszeg +1 legyen. A tovabbiakban 0K (a krumpli héja)
ezeknek az iranyitott hatargorbéknek a halmazat fogja jelenteni, és az Sa 7
a gorbéken vett integralok Osszegét.

Y1

Az Osszeragasztos-approximalos modszer ezekre is miikodik, igy a Green-
tétel és fenti kovetkezményei az ilyenekre is kiterjeszthetok.

Ismétlo kérdések

o Mondjunk példakat integrdltételekre.

— Egyvaltozés Newton—Leibniz formula;
— Newton—Leibniz formula valés vonalintegralokra;

— Green-tétel
o Mondjunk példakat vonalintegral tipusokra.

— Egyvaltozés Riemann-integral;

11



— Valds vonalintegral;
— flggvény vonalintegralja az egyik valtozd szerint;

— komplex vonalintegral

Miaza = (1,3) ésb = (2,1) vektorok hossza, skaldris szorzata, keresztszor-
zata €s iranyitott szége?

la] =10, |b|=+/5, {(a,b)=5 axb=-5 cosp= %, sinp = —
lgaz-e, hogy minden Jordan-tartomdny dsszefiiggd?

— Igen

Mondjuk ki a Green-tételt.

L (o) = |

Milyen vonalintegrdlok adjdk meg egy Jordan-tartomdny teriletét?

1
t(K)zf xdyz—f ydxzf x X dx
oK oK 2 Jok

Mi Jordan teljes neve?

of 79
(— o + aw)dazdy

(a) Jordan Tamés
(b) Michael Jeffrey "Air" Jordan
)

(¢) Marie Ennemond Camille Jordan

a

(d) Jordan Zacharie Lukaku Menama Mokelenge
Mikor szilett George Green?

— 1793-1841

12



2. Integraltételek sikban

( 2. el6adds, 2023.03.02. |

Kiils6 normalis egyszerii zart gérbe mentén. Newton-Leibniz formula sikban. Me-
se a kertiinkben feloré talajviz forraserdsségérol és -stirtiségérdl. Divergencia (ma-
gasabb dimenziéban is). Gauss-Osztrogradszkij tétel 2-dimenziéban. Mese vek-
tormez6 OrvényerOsségérél és -stirtiségérdl. Rotacid 2-dimenzidban. Stokes-tétel
2-dimenziéban.

Definicio

ds = (dz, dy)

Py nds = (dy, —dx)

) szakaszonként C! gorbe sebességuektora a t idépontban

r(t y(t
y(t) = (x( )) Ha ez nem a nullvektor, akkor az érintévektor t = ﬂ =
.\ ()]
(LL', y) (yv —.I’)

W Ennek (—900)-1{&1 elforgatottja a kilséd normdlis: n = W
Az ivhossz szerinti integrdaloknal hasznalni fogjuk a ds = dx és a ds =
|dx|, a teriilet szerinti integraloknal az dA = dzdy jeloléseket. A szokdsos

helyettesitésekkel a gorbén

dx dy
tds = (dy)’ nds = (—dx)'

Tétel (Newton—Leibniz formula (Isaac Newton, 1642-1727;

Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716))

Ha cl(K) < G < R? Jordan-tartomdny, aminek a hatdra pozitiv irdnyitdsu,
szakaszonként folytonosan differencidlhaté gorbe, és f : G — R folytonosan
differencialhaté, akkor

J (grad f)dA = fnds.

oK

13



Bizonyitas.

fomae= Lo () = (glia) = (Gemnfan) = Jemanan

Megjegyzés

Elmondhatjuk ugyanezt egydimenziéban, egy f : [a,b] — R folytonosan
differencialhaté figgvényre. A hatar két, egységnyi sulya pontbdl all: a
fels6 végpontban a "kifelé mutaté normalvektor' a +1, az alsé végpontban

—1. Ezért §, , f'(2)dz = f(a) - (=1) + f(b) - (+1).

A Newton-Leibniz formula segitségével irjunk fel olyan f : R?> — R fiigg-
vényt, amelyre igaz, hogy barmely, szakaszonként differencialhaté hatara K
krumpli silypontja

. (x) nds
T

Megoldas. A sulypont a pontok tertilet szerinti atlaga:

xdA

Az kellene, hogy
VK f(x)nds = f x dA.
K

oK
A Newton—Leibniz formula szerint

(x)nds = J (grad f(x)) dA,

oK K

tehat minden szép és jo, ha
(D1f(x,y), Daf(2,y)) = grad f(x) = x = (2,y).

Példaul 1 1
flx,y) = 5(002 +9?) = §|x|2 egy j6 fuggvény.



A talajviz forraserossége és forrasstirlisége

Kertink, K egy talajvizzel elarasztott G tertileten fekszik, a vizszint allandé. A
teriilet barmely pontjan a talajviz feltérhet vagy elszivaroghat, de a feltord viz
a 0K keritésen keresztil kiaramlik, illetve az elszivargd vizmennyiség a keritésen
keresztil aramlik be. A viz tehat folyamatos mozgasban van, a sebességét az
f: G — R? vektormezd adja meg.

A kertbdl a keritésen at méasodpercenként kifoly6d vizmennyiség a kertiink for-
raserdssége. Egy ds hosszu keritésdarabon, amelynek kifelé mutatoé normalvektora
n, masodpercenként (f,nds) viz folyik ki; a forraserésség ennek integralja, vagyis

SaK<f,nds>.

>
Most osszuk fel kertiinket kis, 2r oldalt négyzetekre, és vizsgaljunk meg, hogy
egy (a,b) pont korilli [a — r,a + ] x [b — r,b + ] négyzetben mennyi viz tor fel,
illetve mennyi folyik a négyzetbdl ki. Az f persze egy-egy oldalon sem allando,

mi az oldalak kozéppontjaban vett értékekkel fogunk szamolni.
fla,b+7)

(a—7rb+r) /(a+r,b+r)

fla—rb)

T fab) L fa+rb)

f((l,b—'f')
—
(@a—r,b—r) (a+rb—r)

0K

A figgoleges oldalakon kifolyé vizmennyiség csak f vizszintes komponensétol
fiigg, a vizszintes oldalakon pedig az f fiiggdleges komponensétol.

« A jobboldalon kifolyé vizmennyiség: fi(a + r,b) - 2r
« Baloldalon: —fi(a — r,b) - 2r (a negativ irany mutat kifelé)
o Fent: fo(a,b+r)-2r

o Lent: —fs(a,b—r)-2r (a negativ irdny mutat kifelé)

15



Osszeadva, a négyzet forraserdssége

~ fila+rb)-2r— fi(a—r,b) - 2r + fo(a,b+71)-2r — fola,b—r)-2r
_ (fl(a—F?“,b)—fl(CL—T,b) + fg(a,b+7“)—f2(a,b—r)> '(2’/“)2

2r 2r
~ (lel(a, b) + D fa(a, b)) - tertilet.

Mondhatjuk, hogy az (a,b) pont koril négyzetméterenként és masodpercen-
ként D; fi(a,b) + Dafa(a,b) egységnyi talajviz tor fel. A forrdssiriség az (a,b)
pontban: D fi(a,b) + Dsfs(a,b).

A kertben méasodpercenként feltord osszes vizmennyiség, vagyis a kert forras-
erossége a forrassiirliség teriilet szerinti integralja, vagyis SK(Dl fi1+ Dafs)dA.

Ezzel kétféle heurisztikus képletet is kitalaltunk a kertbol kifolyd vizmennyiség-
re, és azt varjuk, hogy a ketto valoban egyenlo, és persze nem fligg az 6nkényesen
megvalasztott koordinata irdanyainktol sem:

J (D1f1+D2f2)dA; (f,nds).
K 0K

Definicié (vektormez6 divergenciija)

Legyen G < RP nyilt és £ : G — RP differencidlhato. Az f vektormez6
divergencidja vagy forrdssirisége

divf = D1f1 +D2f2 I oo +Dpfp = tl“Jf.

D,
AV =] : |jeloléssel, alternativ felirasok:
Dy
S
: / t f2
divf =(V,f)=tr f ' =V*|".
Jo

A divergencia nem fiigg a koordindtarendszer iranyatol.

Bizonyitas.  Altaldban, mi torténik, ha a szokdsos koordindta-rendszerrdl a
(ug,...,u,) koordinata-egységvektorokra tériink 4t? Az Gj koordinata vektorokbol

16
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egy T' = (uy, ..., u,) matrixot készithetiink, ami ortogonalis (azaz T'T = TT" = |
avagy T~ = T), és pozitiv irdnyitést (azaz det T = 1). Ha egy vektor koordinatai
a régi rendszerben x, az 4j rendszerben y, akkor y = T'x.

A T transzformécié megtartja a skaldris szorzatot: tetszéleges x,y vektorokra

(I'x,T'y) = (T'x)'(T"y) = x'(TT")y = x'y = (x,y).

Az u; irdnyt irdnymenti derivalt Dy, = ulV; az 1j rendszerben a derival6 operator

Dy, uj
D“P 11;

Avagy, skalarmez6 gradiensvektora az 4j koordinata-rendszerben
grady; f=Tt grad, sy I

A vektormezéket is az 1j koordindta-rendszerben irjuk fel, tehdt V-t nem az
f1

f=| : | fiiggvényre, hanem az fy; = T'f fiigvényre kell alkalmaznunk.
o

Tehat
divg; fg; = Vifey = (VIT)(T'F) = VH(ITTHE = V'f = divf.

Tétel (2-dimenziés Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel
(Carl Friedrich Gauf3, 1777-1855; Muxann Bacuisesua Ocrpo-

rpajckuii, 1801-1862))

Ha cl(K) < G < R? Jordan-tartomdny, aminek a hatdra pozitiv irdnyitdsu,
szakaszonként folytonosan differencidlhaté gorbe, és f : G — R? folytonosan
differencialhaté vektormezo, akkor

L(div £) dA = L (f.nds).

Bizonyitas.

J f,nds) = J (fidy + fo(—dz)) = fidy — fodx =
oK oK 0K 0K
K K K

17



Megjegyzés

A Gauss-Osztrogradszkij tétel lehetoséget ad a divergencia egy koordinata-

c /2

div f(a) = lim, (2; f' e nds>)-

Vektormezo6 orvényerossége és orvénystirisége

Kertiinkben most az ¢rvénylést fogjuk mérni. Cséonakunkra a kert minden pontja-
ban valamekkora f er6 hat a viz sodrasa miatt. A kert hataran az drvényerdsség
azt jelenti, hogy pozitiv iranyban korbe haladva a sodras mekkora munkat vé-
gez. Ezt persze a szokasos valds vonalintegral adja meg: W = S&K< f,dx) =
SaK(fldx + fody).

[smét osszuk fel kertiinket kis, 2r oldali négyzetekre, és vizsgaljunk meg az
orvényerdsséget az (a,b) pont koriili [a —r,a + 7] x [b—r,b+ r| négyzet hatéran.
Ismét csak az oldalkdzéppontokban vett erdkkel szamolva, a végzett munka a
jobb-, a bal-, a fels6 és az als6 oldalon rendre fy(a +7,b) - 2r, fo(a —r,b) - (—2r),
fila, b+ 1) (=2r), illetve fi(a,b—r)-2r, 6sszesen

(fg(a—i—r, b) — fala—r,b) — fi(a,b+r) —i—fl(a,b—r)) 2r & (leQ—DQfl) - (2r)2.

fla,b+7)

(@a—r,b+r) /(a+r,b+r)

fla—r0b)

v ab) o flard)

f(aab_r)
—
(@a—rb—r) (a+rb—r)

Ha ezt az 0sszes kis négyzetre 0sszeadjuk, akkor a belsé hatarokon vett munkak
kiesnek, és csak a kert hatara mentén végzett munka marad meg. Tehat azt
varjuk, hogy W = SK (D1f2 — D5 f1)dA. Az integrandust, a Dy fo — D, f; fliggvényt
nevezhetjilkk az f vektormez6 drvénysiriiségének.
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Definicié (vektormezd rotéciéja 2-dimenziéban)

Két dimenziéban az f vektormezé rotdcidja vagy orvénysirisége
rotf = D1f2 - D2f1 =V x f = det(V,f)

Angol nyelvi tankdnyvekben, cikkekben a rotaciét curinek nevezik, és curl f-
fel jelolik.

A rotéaci6é nem fiigg a koordinatarendszer irdnyatol.

Bizonyitas. Blokkmatrixokkal

roty; fu; = det(Vy;, f;) = det TtV,th =det (T (V,f)) = det T"-det V,f)) = 1-rotf.
j Laj jr Laj

Tétel (2-dimenziés Stokes-tétel (George Gabriel Stokes, 1819—

1903))

Ha cl(K) ¢ G < R? Jordan-tartomdny, aminek a hatdra pozitiv irdny{tdsu,
szakaszonként folytonosan differencidlhaté gorbe, és f : G — R? folytonosan
differencialhat6 vektormezd, akkor

L(rot fda= | (do - LK f x (nds).

Bizonyitas. A masodik két integral ugyanaz, mert

—f x (nds) = —(f1, f2) x (dy, —dx) = fidz + fody = £, dx).

Ezutan a Green-tételt kétszer alkalmazva,

LK<f, dx) = aK(fldx + fody) = L{ ( —Dyfi + D1f2) dA = JK(rot f) dA.

Megjegyzés

e sz

egy pontra 6sszehiiz6dé krumplikkal:

1
rotf(a) = — lim — f x nds.
r—+0 27 |x—a|=r
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Ismétlo kérdések

o Mondjuk ki a kétvaltozos Newton—Leibniz formuldt.

f (grad f)dA = fnds
K

0K

o Mi volt Leibniz teljes neve?
— Gottfried Wilhelm Leibniz

o Mi eqy RP-beli vektormezd forrassiirisége?

divf = lel +D2f2 + ... +Dpfp = tl"Jf

o Mi Osztrogradszkij teljes neve?

— Mihail Vasziljevics Osztrogradszkij (Muxann Bacuibesua Octporpasi-
CKuii)

o Mondjuk ki a kétvaltozos divergenciatételt.
J (divf)dA =J {f,nds)
K oK

o Mi egy kétdimenzios vektormezd drvénysirisége?

rotf = D1f2 — Dgfl =V xf= det(V,f)

o Mondjuk ki a kétvaltozos Stokes-tételt.
J (rotf)dA = | ¢,dx) = —J f x (nds).
K oK oK

o Mettél meddig €lt George Gabriel Stokes?

— 1819-1903
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3. Integraltételek harom dimenziéban

Folytonosan differencialhaté paraméteres feliiletek. Felszin, normélvektor. Felszin
szerinti és feliileti integralok. Fliggvénygrafikon mint paraméteres feliilet normél-
vektora. A Green-tétel térbeli megfelel6je. 3-dimenziés Newton-Leibniz formula.
Zart feliilleteken a teriiletvektor integralja 0. Gauss-Osztrogradszkij tétel. Rota-
ci6. Stokes-tétel. Kelvin-Stokes tétel (bizonyitds nélkiil). Kapesolat a Maxwell-
egyenletek differencidlis és integralis alakjai kozott. [LTS2, 211-221. o.]

Definicid

Ha P e J(R?), akkor a P — R? fiiggvényeket fogjuk paraméteres feliletnek
hivni. Beszélhetiink folytonos, differencidlhato, folytonosan differencialhato,
darabonként folytonosan differencialhato feliiletekrol is.

\ J

Megjegyzés

A felszint nem lehet — a gorbék ivhosszanak mintajara — a beirt poligonok
felszinének szuprémumaként definialni (Id. hengerbe beirt lampion).
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Definici6

a4 = DS x D,Sdudv

\ A3

x

Ha S : P — R3 darabonként folytonosan differencidlhaté feliilet, akkor

. d—zzl . D18XDQS

—

dd = (DS x D,S) dudv,  |dA| =|d4], n

(feliiletelem, felszinelem, illetve irdnyitott normdlvektor).
Az S felilet felszine

A= |D1S x DyS|duduv; ennek egyfajta roviditése, jele: f |dA|.
S

u,veP

22



[ 3. eldadas, 2023.03.07. |

Definicid

Legyen P € J(R?) kompakt, és legyen S : P — R? darabonként folytonosan
differencialhatoé feltilet.

Ha f valamilyen skalar- vagy vektormezd, akkor f felszin szerinti integrdlja
az S feliileten

J f(S(u,v)) |D1S x DyS| dudv; jele: f f|dA].
(u,v)eP S
Ha = valamilyen szorzés (bilinedris fiiggvény), akkor
J f(S(u,v)) = (D1S x DoS) duduv; jele: J f+dAa.
(u,w)eP S|

Specialisan, ha = a skaldris szorzas, akkor f feliileti integrdlja vagy flurusa
az S feliileten

fu - <f(S(u,v)), DS x D25’> dudwv; jele: L<f’ d_1’4>

Lemma

Ha S(u,v) = (u,v, p(u,v)) egy kétvaltozos fiiggvény grafikonja, akkor

dA = | =D,y | dudv.
1

Bizonyitas. = (0,1, Dyp(u,v)), a "felfelé"

S
Wn
|
=
=
)

IS
5
£
=
o
0]
)
V)
N
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mutatd teriiletvektor tehat

N 1 0 —Dyp
dA = 0 |du x 1 |dv = | —Dyp |dudv.
Dy D,p 1

Kovetkezmény

A grafikon felszine

A= J v/ (Dup)? + (Dyp)? + 1dudo.
(u,w)eEP

(Kb. ezt is varjuk.)

Lemma (a Green-tétel hirom-dimenzids valtozata)

Ha G < R3 nyilt, K = G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatdra dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-
vektor mindig kifelé mutat, tovabba f : G — R folytonosan differencialhato,
végil i € {1, 2, 3}, akkor

| @pyav -] sai
K

oK

(dV = dadydz a térfogatelem; dA; a dA teriiletvektor i-edik koordinétéja.)

(=D1p, —=Da), 1)

x

Bizonyitas (csak szép normaéaltartoményokra). A z-koordindtara bizonyi-
tunk, vagyis ¢ = 3, és feltessziik, hogy K normaltartomany a P szép paramé-
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tertartomény fo6lott. A alsé és a fels6 grafikon legyen most is ¢(x,y) és ¥(x,y),
tehat K = {(z,y,2) : (z,y) € P,p(x,y) < z < ¢¥(z,y)}. A hatér fiiggéleges da-
rabjain cﬂig = 0, tehat a z szerinti integral 0. Az als6 grafikonon a lefelé mutato
normalvektort kell hasznalnunk.

_Dl,@b('x? y)

f d—1)43 = f f(%l/ﬂ/’(x:y)) _D2¢(x7y) dxdy
0K (z,y)eP 1 X
D1§0(2§', y)
#| raelew) | Do) | dody -
(z,y)eP -1

3

— L o (f(x,y,%b(x,y)) - f($,y,90(sc,y)))dxdy

Y(z,y)
= f (J Dsf(z,y, z)dz) dzdy = f Dsf dV.
(zy)eP \Jo(zy) K

Tétel (Newton—Leibniz formula)

Ha G < R? nyilt, K = G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatara dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-

vektor mindig kifelé mutat, tovabba f : G — R folytonosan differencidlhato,
akkor

fK(grad fav = f £-dA.

oK

Bizonyitas. A Lemmat mindharom koordinatara alkalmazva,

Dif dV fdA, .
J (grad f) dV = f DyfdV | = f fdAs | = f dA.
K K D3f dv 0K fd?ig 0K
Kovetkezmény.
f dA =o.
oK

Bizonyitas. Newton—Leibniz formula a konstans 1 fliggvényre.
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Tétel (3-dimenziés Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel)

Ha G < R3 nyilt, K = G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatara dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-

vektor mindig kifelé mutat, tovabbd f : G — R? folytonosan differencidlhato,
akkor

J (divf) dV = | (f,dA).
K oK

\

Bizonyitas.
J (le f) dV = J (lel dVv + D2f2 dV + D3f3 dV) =
K K

= J (flml + fodAs + f3(T743> — | ¢, dA).
oK 0K

Definicié (vektormezd rotéciéja 3-dimenziéban)

Az f : G — R? vektormez6 rotacidja

Dy fs — Dsfs
rotf =V xf=|Dsfi —Difs
D, fo — Do fy

Megjegyzés

A rotécié most is 6rvénystiriiséget jelent, de az 6rvények kiilonb6z6 sikokban
fekhetnek. Ha egy kis korvonal teriiletvektora v, akkor a korvonalon az
érvényerdsség (rot f,v). Ilyen értelemben a roticié egy R® — R linearis
fliggvény.

\ J

A rotéaci6é nem fiigg a koordinatarendszer irdnyatol.

\ J

Bizonyitas. Megint vegyiik a T transzforméciét; azt fogjuk megmutatni, hogy
barmilyen v vektorra
<I‘Otﬁj f(lj, Vﬁj> = <I‘Ot f, V>.

Es val6ban,
(roty; 4, Vajy = det(Vaj, £, vaj) = det(T'V, T, T'v) =
= det (Tt : (V,f,v)) =det(V,f,v) = ot f, v).



Tétel (Stokes)

Ha G < R3 nyilt, K = G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatara dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-
vektor mindig kifelé mutat, tovabbd f : G — R? folytonosan differencidlhato,
akkor
J (rotf)dV=—J f x dA.
K

0K

\

Bizonyitas.

{, Dofs AV —§, Dyfy dV
f (rotf) dV = | §, Dsfi dV =, Difs dV | =
K S DifodV =S, Dyfy dV
SaK f3(z42 - SaK f2§43
= | $ox f1dAs = {0 fadAy | = J (—f x
Sox fodA; — Sorc f1dA, "

d4

).

Altalanos Stokes-tétel

Erdemes 6sszehasonlitanuk az integraltételeinket:

Green-tétel f Difdv = | f-d4;
K oK

Newton-Leibniz formula f ( grad f) dV = J f- dA
K oK
Gauss-Osztrogradszkij tétel J (divf) dV = J (f,dA)
K oK

Stokes-tétel f (rotf) AV = — J f x d4
K oK

Ezeknek egy kozos altalanositasa a kévetkezo:

Tétel (altalanosabb Stokes-tétel)

Legyenek ¢, r pozitiv egészek, és legyen # : R3 x R? — R” valamilyen szorzés
(bilineéris leképezés). Legyen G < R3 nyilt, K < G korldtos, zart krumpli,
aminek a 0K hatdra darabonként folytonosan differencialhaté feliilet, és
ezeken az iranyitott normalvektor mindig kifelé mutat, és legyen f : G — R¢
folytonosan differencialhaté. Ekkor

JK(V*f)dV:J dA «f.

0K
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A tételt konnyen bebizonyithatjuk az el6bbi példak alapjan. Magasabb dimenzi-
6ban a d4 feliiletelemet kell értelmezniink, ehhez a vektoralis szorzast kell kiter-
jeszteniink (p — 1) darab, p-dimenzids vektorra.

A Newton-Leibniz formula esetében ¢ = 1, tehat f skaldrmezd, r = 3 és = vektor
szorzdsa skaldrral. A Gauss—Osztrogradszkij tételben ¢ = 3, r = 1 és = a vektorok
skaldris szorzata. A Stokes-tételben pedig g = r = 3, és * a vektorélis szorzas.

A Maxwell-egyenletekben a divergenciatételen kiviil a kovetkezo integraltétel
is szerepel:

Tétel (Kelvin—Stokes (Lord Kelvin = William Thomson, 1824—

1907))

Ha S < G egy iranyitott, peremes feliillet, ami mondjuk darabonként
folytonosan differencidlhaté, a hatdra pedig szakaszonként C?, vahﬂ)nint
f : G — R? folytonosan differencidlhaté vektormezd, akkor { (rot f,dA) =
§o5(F, dx).

f

as

. J

Jol felismerhetd, hogy ez valdjaban a kétdimenzids Stokes-tétel egy kiterjesz-
tése feliiletdarabokra.
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Maxwell-egyenletek

Sorszam, név Differenciélis alak Integralis alak
I. (Gauss-torvény) vE="L j; Eda— [ L.av-¥
€0 A v €0 €0
- 0B d

II. (Faraday—Lenz torvény) VXE=—— E-dl=—-—— | B-dA
ot f dt J 4

III. (Gauss magneses torvénye) V-B=0 jg B-dA=0

A
N . 1 0E 1d

IV. (Ampére-térvény) VxB=pudJ+—=— B-dl=puy| J-dA+—=— | E-dA

C2 at L A 62 de A

Az 1. és III. egyenletnél a Gauss-Osztrogradszkij tétel, a II. és IV. egyenletnél a
Kelvin-Stokes tétel a kapcsolat a differencidlis és az integralis alakok kozott.

Erovonalak és divergenciamentesség

Az elektromos, maéagneses és a gravitacidos mezoket is szeretjik "erévonalakkal'
szemléltetni. Az erévonalak irdnya megyezik a térer6sség irdanyaval, az erévonalak
slirlisége pedig a térerGsség nagysigaval. Egy irdnyitott feliiletdarabon a mezo

fluxusa a felilletet 4tdof6 erévonalak szama.

¢ S
AN -
7N

il
P

N— / /
W)

NS

AN
h\\\}

TR TIS

(Forrds: http://www.physicsbootcamp.org/Flux-of-Electric-Field.html

Az er6vonalas szemléltetés akkor jogos, ha a forrdsmentes, tehat 0 toltésti/tomegii
térrészek fluxusa 0, vagyis ha a vektromezo6 divergenciamentes. Ezért sem szoktunk

toltott testek belsejében erdvonalakat rajzolni.
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http://www.physicsbootcamp.org/Flux-of-Electric-Field.html

Korulfordulasi szam és valtozatai

A Gauss-Osztrogradszkij tétel szerint divergenciamentes vektormezének minden
szép krumpli hataran nulla a feliileti integralja. Ez lehetOséget ad a primitiv fiigg-
vényrol szolo fejezet altalanositasara: meg lehetne csindlni a Goursat-lemma felii-
leti integralokrdl sz6l6 variansat, és bebizonyitani, hogy minden nullhomotép zart
felleten (vagy akér csak poliéderen) nulla a feliileti integral. Ezzel az eszkozzel
be tudjuk bizonyftani példaul azt, hogy R*\{(0,0,0)} nem homeomorf R3-bel.

Két dimenzidban a v gérbének az a pont koriili koriilfordulasi szamat a kévetkezd

alakba is irhatjuk:
J Xx—a
’7’ 27T XEY |X - a‘Q 7

ahol az integral el6tt all6 27 az egységkor keriilete.

Ennek mintajara, ha S darabonként folytonosan differencidlhato, irdnyitott zart
felillet R3-ban, amely nem megy 4t a a ponton, akkor az

J X—a
AT Jres IX—aI3’

feliileti integral azt szdamolja meg, hogy az S feliilet hanyszor "keriili meg" az a
pontot.

(A ﬁ vektormezé divergenciamentes; a origd kozéppontt gdbmbokon a fluxusa
4, ami az egységgomb felszine.)

Erdemes 6szehasonlitanunk az el6bbi képleteket a Gauss-féle dsszehurkolodési szam-
mal.

o R2-ben az a pontot a 7y zart gérbe ennyiszer keriili meg:

1 (x-c) J < x—a >
27T x€Ey |X - C|2 x€EY |X - al27

« R3-ban az a pontot az S zart feliilet ennyiszer keriili meg:

J X—a
AT Jres IX—a\S’

o R3-ban a 7, zart gorbén a 7 zart gérbe ennyiszer bujik 4t:

;dx % dy>
471— LE'Yl J\yeyz <|X - |3

e Ezeknek kozos dltalanositasa az altalanositott 6sszekapcsoldodési szam.

30



Ismétlo kérdések

o Hogy szamithatjuk ki paraméteres felilet normdlvektordt?

. d—1)4 . D15XDQS
~|dA| | DS x D5S)|

n

o Mondjuk ki a Green-tétel 3-dimenzids valtozatat.

| pav—| s
K oK
o Mondjuk ki a Newton—Leibniz formula 3-dimenzios vdltozatdt.
f(gradf)dV= f-dA
K oK

o Mondjuk ki a Gauss—Osztrogradszkij tétel 3-dimenzios viltozatat.

f (divE)dV = | (f,dA)
K oK

e s s

Dy fs — Dsfo
rotf =V xf = D3f1_D1f3
Difo = Dafi
o Mondjuk ki 3-dimenzios Stokes-tételt.
f (rot £)dV = —f f x dA
K oK

o Mondjuk ki Kelvin-Stokes tételt.
f (ot £, A — J (F, dx)
s o8

o Milyen vektormezdket abrdzolhatunk erévonalakkal?
— Divergenciamentes mezoket

o Mi volt Lord Kelvin valodi neve?
— William Thomson

o Hogy hivtdk —a kalapdcsos sorozatgyilkost?

— Maxwell Edison
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I1. rész

Meértékek

( 4. el8adas, 2023.03.09. ]

4. Halmazstruktiarak, Borel-halmazok

Nem létezik pozitiv, eltoldsinvaridns, normaélt, o-additiv fliggvény P(RP)-n.

Halmazrendszerek, megszoritas. Halmazalgebra, gyird, modulus, félgytri, o-
algebra, o-gytrii. Generalt strukturak. Halmazstruktrak megszoritdsai. Borel-
halmazok top. terekben. Mérhet6 tér. Halmazfiiggvények. Monoton, additiv,
o-additiv és o-szubadditiv halmazfiiggvények. Mérték. Ha A; < As < ..., ak-
kor p(UA,) = limu(4,). Ha A1 o Ay o ... és u(4y) < oo, akkor pu(n4,) =
lim ps(Ay,). [Petruska, 51-52, 55, 81-82. o.]

Az eddigi Jordan-mértéket és a tobbvaltozos Riemann-integralt szeretnénk ki-
terjeszteni minél tobbféle halmazra és fiiggvényre. A Jordan-mérhetd halmazok
rendszerét J vagy J(RP) fogja jelolni; az A — RP halmaz Jordan-mértékét pedig
(ha van) t(A), a kiilsé és bels§ mértékét t(A), illetve t(A). (A k és b betiikkel
takarékoskodunk.)

Rézsaszini alom

Szeretnénk a Jordan-mértéket a tér minden részhalmazara kiterjeszteni;
olyan p : P(RP) — [0, 0] fliggvényt, ami additiv, s6t o-additiv, norméalt
és eltolasinvarians.

o-additiv tulajdonsag: ha A, As, ... < RP paronként diszjunktak, akkor

u(; Ac) - iumw.

A o-additivitas nagyon lényeges tulajdonsag lesz tobbféle matematikai terii-
leten, példaul valészintiségszamitasban: ha Ay, A, ... egymést kizaré események
egy sorozata, akkor elvarjuk, hogy

P(A1VA2\/)=P(A1)+P(A2)+
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teljesiiljon.

« /ey

telen sok halmazzal val6 fedéseket is megengediink. Az igy kapott fiiggvény, amely
R? részhalmazaihoz rendel [0, co]-beli értékeket, a Lebesgue-féle kiils$ mérték:

Definicié (Lebesgue-féle kiils6 mérték (Henri Léon Lebesgue,

1875-1941))

Barmely A c R? halmaz Lebesgue-féle kiilsé mértéke

0 a0
A(A) = inf { D t(R) i Ry, Rs, ... tengelyparhuzamos téglék, A < | | Rk.}.
k=1 k=1

e Aegy P(RP) — [0, 0] fiiggvény. Korlatos halmazokra A(A) < #(A).
o Végtelen sok belso tégla nem ad 14j belsémérték-fogalmat.

o Rossz hir: Sajnos A nem additiv; az egységkockat fel lehet bontani két
diszjunkt halmazra, amelyek kiilsé mértékének 6sszege nagyobb, mint 1.

o A Jordan-mértékhez hasonléan csak bizonyos halmazokat fogunk Lebesgue-
mérhetonek hivni. Ezekre megszoritva a Lebesgue-mérték normalt, o-additiv
és eltolasinvarians lesz.

o A Lebesgue-féle kiils6 mérték tobbféle halmazra ad egy hasznalhaté mérték-
fogalmat, mint a Jordan-mérték, példaul az 6sszes megszamlalhaté halmaz
nullmértéki, és minden nyilt és minden zart halmaz mérhet6 lesz (v.6. a
kévér Cantor halmazok nem Jordan-mérheték).

» Probalkozhatndnk mas médokon, az egész P(RP) halmazon értelmes fiigg-
vényt konstrudlni (hajrd), de erre nincs sok esélytink, mert...

Tétel (dlomgyilkos tétel)

Nem létezik normélt, eltoldsinvarians, o-additiv p : P(RP) — [0, 0] figg-
vény.

Bizonyitas (Vitali-konstrukcid).
" Tegyiik fel, hogy mégis 1étezik egy ilyen p fiiggvény.
Eloszor is jegyezziik meg, hogy tetszoleges A © B < RP esetén

H(A) < u(A) + p(B\A) = u(A U (B\A)) = u(B).
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Legyen H [O, %]p olyan halmaz, amely minden Q” minden eltoltjabdl pon-
tosan egy elemet tartalmaz. Barmely r,s € QP, r # s esetén H +r és H + s
diszjunkt, és az eltolasinvariancia miatt u(H +1) = pu(H +s) = p(H). Ezen kiviil
bérmely r € QF n [0, 5]7 esetén H + r < [0, 1]7.

Vegyiik a QP N [0, 1|7 halmaz egy 71,79, ... felsoroldsét: ekkor

> u(H) Z (H +13) = <|_| H+rk)> < u(0,17) =1,

ami csak gy lehetséges, ha p(H) = 0.
Most vegyiik a QP egy s1, So, ... felsorolasat. Ekkor

o0

LJ f{%—sk
1= pu([0,1]7) < u(RP) = u< |_|(H+sk)) = > u(H+sp) = > p(H) = > 0=0.

Ez ellentmondas, igy nincs ilyen p.

Tétel (Banach—Tarski paradoxon (Stefan Banach, 1892-1945; Alf-

red Tarski, 1901-1983))

A kivalasztési axiéma segitségével, R3-ben a zart egységgoémb felbontha-
to véges sok, paronként diszjunkt ponthalmaz uniéjara ugy, hogy ezekkel
egybevagd halmazokbol két zart egységgdémbot lehet Osszerakni ugy, hogy
mindegyik darabot csak egyszer hasznaljuk.

P e

https://hu.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski-paradoxon

Kovetkezmény

Az R? korlitos részhalmazain mnem létezik nemnegativ, additiv,
egybevagosag-invarians, normalt fiiggvény.
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Halmazstrukturak és mérheto terek

Mindig lesz egy nemiires alaphalmazunk (tobbnyire X, esetleg R?). Az X-et és
részhalmazait nyomtatott nagy betiikkel fogjuk jel6lni, halmazrendszereket irott
nagy bettivel pl. P(X). Altaldban a killonbéz6 halmazrendszereknek mindig
eleme lesz az iires halmaz. A valés/komplex értékii halmazfiiggvényeket, amelyek
X bizonyos részhalmazaihoz rendelnek valds vagy komplex szamokat, kis gorog
bettivel fogjuk jelolni.

Definicié (halmazgytirii)

Az R < P(X) halmazrendszer egy (halmaz)gyiri, ha
s JeR,

o Béarmely A,Be R esetén (Au B)eR, (An B)eR és (A\B) € R.

Példaul J(RP) egy halmazgytiriit RP-ben. De barmely X esetén gytiri a teljes
P(X) hatvanyhalmaz vagy a {JJ} elemii gytir is.

A szimmetrikus differenciaval, mint dsszeadassal és a metszettel, mint szorzas-
sal, a halmazgytri egyben algebrai gytri is. Ez az algebrai gytirt akkor egység-
elemes, ha gytiriibeli halmazok unidja is gytirtielem.

Definicié (halmazalgebra)

Az A c P(X) halmazrendszer egy (halmaz)algebra, ha olyan gyfirii, ami
zart a komplementerképzésre is:

e JeAés X e A,

o Bérmely A,B e Aesetén (AuB)e A, (An B)e A, (A\B) € A és
(X\A) € A.

f
u

Trivialis® példak a P(X) hatvanyhalmaz, az {, X} kételemii algebra.

A P(X) hatvanyhalmaz a szimmetrikus differencidval és a metszettel pontosan
ugyanaz, mint Fo™: az X minden eleméhez vessziik a kételemt test egy példanyét,
és ezek direkt szorzatat.



Definicié (o-gyftirii)

Az R < P(X) halmazrendszer egy o-gyiri, ha olyan gylirti, ami a meg-

e0]
szamlalhaté unidra is zart: barmely A, A, ... € R esetén U A eR.
k=1

f
(.

Megjegyzés

A o-gyltrik a megszamlalhaté metszetre is zartak, mert barmely
Ay, As, ... € R esetén

ﬁAk = A1\<’Q(A1\Ak)).

Definicié (o-algebra)

Az A c P(X) halmazrendszer egy o-algebra, ha olyan algebra, ami a meg-

0
szamlalhaté uniéra is zart: barmely A;, A, ... € A esetén U A, e A.
k=1

p
.

Megjegyzés

Az el6z6 szamolassal ellentétben most felhasznalhatjuk az X halmazt is, és
az Ay halmazok komplementereit:

@1 Ay = X\( G(X\Ak)).

k=1

Altaldban olyan halmazfiiggvényekkel fogunk foglalkozni, amelyek valamilyen
o-algebra, esetleg o-gylirii elemeihez rendelnek szamokat. Az ilyen mértékjellegii
fliggvények kiterjesztésekor fogjuk hasznalni a kovetkezoket:

Definicié (halmazmodulus)
Az M c P(X) halmazrendszer egy (halmaz)modulus, ha
« JeM,
o Barmely A, B € M esetén (An B) e M és (A\B) € M.
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Megjegyzés

A metszetet nem lenne muszaj kikétni, mert kifejezhet6 a kiillonbséggel:
An B = (A\(A\B)).

A modulusok hasznélatat teljesen ki fogjuk keriilni; a teljesség kedvéért
irtam le.

Definicié (halmazfélgyirii)

Az F < P(X) halmazrendszer egy (halmaz)félgyiri, ha
« JeF;
« Barmely A, B € F esetén (A n B) € F;

o Barmely A, B € F esetén az A\B kilonbség felirhaté véges sok fél-
gytrielem diszjunkt uniéjaként, tehat létezik olyan n pozitiv egész és
paronként diszjunkt C1,...,C, € F, hogy AAB =Cj u...uC,.

Félgytiriire a legfontosabb példa a szdmegyenes [a, b) alaki, balrdl zart, jobb-
rél nyilt intervallumainak rendszere (természetesen kiegészitve az iires halmazzal,
mint elemmel). Magasabb dimenzidéban, RP-ben pedig az [a1,b1) X ... x [ap, by)
alaku félig nyilt téglak.

Altaldban a mértékeinket elébb valamilyen félgyfirin fogjuk definidlni, majd
a félgytrirdl fogjuk kiterjeszteni a halmazfiiggvényt — vagy elébb a generalt mo-
dulusra, vagy kozvetlentl — a generalt gytiriire, o-gytirire vagy o-algebrara.

Nyugodtan gondolhatunk a félgytirtire, mint valamiféle téglaknak a rendszeré-
re: a halmazfiiggvényeink kiterjesztése mindig gy fog torténni, hogy a kiilonbozé
halmazokat lefedjitkk megszamlalhat6 sok téglaval. (Ezért is jelolom inkabb F-fel:
F mint Félgylirt, aminek az elemeivel Fedni fogunk halmazokat.)
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(a) Legyen F < P(X) félgylirti és B, Ay, As, ..., Ay € F. Ekkor léteznek
olyan C4,...,C, € F diszjunkt halmazok, hogy

B\(Aju...UAy) =Ciu...uC,.

(b) Barmely A, Ay, ... € F sorozat unidja atrendezhetd diszjunkt hal-
mazok unidjara: léteznek olyan paronként diszjunkt Bi, Bs,... € F
halmazok és olyan 1 < k; < ko < ... indexsorozat, hogy barmely n-re

AivAvu... VA, =BiuByu...uBy,.

Bizonyitas. (a) Indukci6 k szerint.
(b) Minden i > 2-re vegyiink olyan C; 1,. .., C; . F gylriielemeket, amelyekre
ANAT V... UA ) =Ciiu...uCpy,, majd legyen

(Bl7B2aB37"') = (A17 Cl,l:"'acl,mla CQ,I;"'7CQ,7TL27 )

Tétel (generalt halmazstruktirak)

Barmely A < P(X) halmazrendszerhez létezik legsziikebb A-t tartalmazo
halmazalgebra, o-algebra, gytiri, o-gytri, illetve modulus.

Bizonyitas. Halmazalgebrak, o-algebrak, gytirik, o-gytirtk, illetve modulusok
metszete is halmazalgebra, o-algebra, gytri, o-gytri, illetve modulus. Vegyiik az
A-t tartalmazé halmazalgebrak, o-algebrak, gytirtk, o-gytrik, illetve modulusok
metszetét. (A metszetnek biztosan van legalabb egy tagja: a P(X) hatvanyhal-
maz.)

Megjegyzés

Generalt félgytirti tobbnyire nincs, mert konnyen elhagyhatunk elemeket
ugy, hogy a struktira még mindig félgytirti maradjon.
(A félgylirii nem algebrai struktira.)

Definicié (halmazrendszer megszoritasa)

Az A c P(X) megszoritdsa a H < X halmazra

Ap={AnH: Ac A).
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Trivialitas'®

Algebra, gytri, modulus, félgytiri megszoritasa is algebra, gytri, modulus,
illetve félgytri.

Borel-halmazok

Definicié (Borel-halmazok (Félix Edouard Justin Emile Borel,

1871-1956))

« Ha (X, T) topologikus tér (tehat 7 < P(X) a nyilt halmazok rend-
szere), akkor a T altal generalt o-algebra elemei a tér Borel-halmazai.
A generalt o-algebrat B(X) vagy egyszertien B fogja jelolni.

o Ezen beliil fontos halmaz kategéridk:

- Gs(X) = { ﬂ A Al A, . nyﬂtak}'

a megszamlalhato sok nyilt halmaz metszeteként el6alléo halma-
zoK;

- .F ( ) { U Ak Al,AQ,... zartak »:
a megszamlalhato sok zart halmaz uniéjaként el6allé halmazok;

_ géa(X) = {kL_JlAk : Al,AQ,... € gg}i

a megszémlélflaté sok Gs halmaz unidjaként eloallé halmazok;

— Fos(X) = {ﬂAk Ay, Ay, .. e Fy

a megszamlalhato sok F, halmaz metszeteként el6alld halmazok;

— Gsos(X) = {ﬂAk Ay, Ay, . Egaa}‘

a megszamlalhaté sok Gs, halmaz metszeteként el6allé halmazok;

- JT:J(SU( ) { U Ak A17A27-- Efaﬁ}'

a megszamlalhato sok F,5 halmaz uni6jaként el6allé halmazok;
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Példak
o A valds szamegyenesen G5 az 0sszes intervallum és minden zart halmaz.

o Minden megszamlalhaté halmaz JF,, mert megszamlalhato sok egy-
pontu zart halmaz unidja.

e Q € F,(R), de Q ¢ Gs(R). (J6 gyakorlat a Cantor-axiéméra és a
Baire-kategoriatételre.)

o A B generdlasahoz nincs szitkség minden nyilt halmazra. Példaul a
szamegyenesen a raciondlis végpontu, (¢, 00) félegyenesek vagy a raci-
onalis gombok generaljak az Osszes nyilt halmazt.

Hany Borel-halmaz van?

J6 kérdés, hogy a Gs, Gss, Gsos, - - - sorozat mikor, melyik rendszdmnal stabilizalé-
dik, mikor kapunk el6szor o-algebrat; onnan kezdve méar nem kapunk 1j Borel-
halmazokat.

‘B(Rp)‘ = ¢ = 2% avagy az RP térben kontinuum sok Borel-halmaz van.

Bizonyitds. Az egypontu halmazok is Borelek, tehat legaldbb kontinuum sok
Borel-halmaz van; a kérdés a felsé becslés.

Kicsit formdlisabban, definaljuk transzfinit rekurziéval a kovetkez6 sorozatot:

e By a nyilt téglak halmaza;

e Bérmely a rendszédmra legyen B, az olyan halmazok rendszere, amelyek
eléallnak B,-beli halmazok komplementere, kiilonbsége, véges metszete vagy
megszamlalhaté unidjaként.

o Béarmely o limeszrendszdmra legyen B, = | J Bg.
B<a

Vegyiik észre, hogy a sorozat monoton né, B, < B, ;.

Az llitjuk, hogy a B, rendszer mér o-algebra; (w; az elsé nem megszdmldlhaté
rendszdm). Ezt most csak a megszdmlalhat6 uniéra ellenérizzik.

Legyen Ay, Ay ... € By, ; azt kell ellenérizniink, hogy ezek unidja is B,,,-ben van. Az
wi egy limeszrendszam, tehat mindegyik A; benne van egy korabbi B,, osztalyban.
Legyen 8 = sup a; = |J a5 ekkor Ay, Ao, ... mind Bg-beli, az unidjuk BBH—beli. A
8 megszamlalhaté sok megszamlalhaté rendszam unidja, maga is megszamlalhato,
ezért B+1 < wi, tehdt (JA; € By, < Bu,. Ezzel megvan, hogy B, zirt a
megszamlalhaté uniora.
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A B generétorrendszer kontinuum szamossagi. Tudjuk, hogy kontinuum sok konti-
nuum szamossagu halmaz unidja is kontinuum szamossagu, illetve egy kontinuum
szamossagu halmaz elemeibdl allé sorozatok halmaza is kontinuum. Ennek fel-
hasznéléséval trivialis®™ transzfinit inukciéval igazolhatjuk, hogy mindegyik B,
osztaly kontinuum szamossagu.

Ismétlo kérdések

o Hogy definialjuk a Lebesgue-féle kiilsé mértéket?

0

0
AMA) = inf { Z t(Ry) : Ry, Ry, ... tengelyparhuzamos téglak, A < U Rk.}.
k=1

k=1

o Mi az a Banach—Tarski paradozon?

— R3-ben a zart egységgémbot fel lehet osztani véges sok olyan ponthal-
mazra, darabra, amelyekbo6l két, az eredeti gombbel megegyez6 méretii

zart gombot lehet Osszedllitani.

o Mi az a o-algebra?

— Halmazrendszer; eleme a ¢ és az egész tér; zart a megszamlalhato
uniora, megszamlalhato metszetre, kiillonbségre és a komplementerkép-

zésre.

o Miaz a o-gylri?

— Halmazrendszer; eleme a ¢J; zart a megszamlalhaté uniora, megszam-

lalhatd metszetre, és kiillonbségre.

o Mi az a félgylri?

— Halmazrendszer; eleme a ¢J; zart a metszetre, és barmely két elem

kiilonbsége el6all, mint véges sok diszjunkt elem unidja.
o Mik azok a Borel-halmazok?
— A nyilt (zart) halmazok &ltal generalt o-algebra elemei.
o Hdany Borel-halmaz van?
— Kontinuum sok.
o Mi az a o-modulus?

— Egy nagy hiilyeség, de vicces dolog megkérdezni vizsgan.
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( 5. eléadas, 2023.03.14. |

5. Halmazfiiggvények, mértékek

Jelolés: R = R U {oo, —o0}.

Definicié (monoton halmazfiiggvény)

Legyen A < P(X) halmazrendszer, &f € A, és o : A — [0, 0].
Az « halmazfiggvény monoton, ha barmely A, B e A, A ¢ B esetén a(A) <
a(B).

Definicié (additiv és o-additiv halmazfiiggvények)

Legyen A < P(X) halmazrendszer, & € A, a: A — R vagy a : A — C, és
D) = 0.

o Az a halmazfiiggvény (végesen) additiv, ha barmely olyan, paronként
diszjunkt Ay, ..., A, € A halmazokra, amelyekre A; ... U1 A, € A,

i=1 '
Ebbe beleértjiik, hogy az dsszeq mindig létezik, tehat a tagok kozott

nem szerepelhet a —o0 és a +o0 érték is.

Ha A gytirii, akkor az additivitast elég n = 2-re megkovetelni.

e Az « halmazfiiggvény o-additiv, ha barmely olyan, paronként disz-
junkt A;, As, ... € A halmazokra, amelyekre A; L1 Ay Li... € A,

o([18) - Sata

1=1

Ebbe beleértjiik, hogy az dsszeg mindig létezik, és sorrendfiiggetlen is.
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Trivialitas'®

A o-additivitasbol kovetkezik az additivitas, mert a véges unidhoz hozzave-
hetiink végtelen sok iires halmazt.

Definicié (szubadditiv és o-szubadditiv halmazfiiggvények)

Legyen A c P(X) halmazrendszer, g€ A, a: A — [0,0], a() = 0.

o Az a halmazfuggvény szubadditiv, ha barmely olyan Aq,..., A,,Be A
halmazokra, amelyekre B < (A; u ... U A,),

a(B) < ia(Ai).

o Az a halmazfiiggvény o-szubadditiv, ha barmely olyan B, Ay, Ay, ... €
A halmazokra, amelyekre B < (41 U Ay U ...),

Trivialitas'®'

A o-szubadditivitasbol kévetkezik a szubadditivitas, mert a véges uniéhoz
hozzavehetiink végtelen sok tires halmazt.

Definicié (Mérhetd tér)

Mérheté tér: (X, M), ahol X # & a tér alaphalmaza, M < P(X) egy
o-algebra, a "mérhet6" halmazok rendszere.

Majd a mérhetd tereken értelmezni fogunk tobbféle "mértéket’...
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Definicié (mérték)

Legyen (X, M) mérhet6 tér.

o A g-additiv u: M — [0, 0] fuggvényeket  (u(J) = 0) mértékeknek
nevezziik.

o A g-additiv 9 : M — R fiiggvények (J(F) = 0) az eldjeles mértékek.

o A g-additiv ¥ : M — C fuggvények (J() = 0) a komplex mértékek.
Csak véges értékeik lehetnek.

Definicié (mértéktér)

o (X, M,pn) mértéktér, ha (X, M) mérheté tér, és p : M — [0, 0]
mérték.

o (X, M,9) elbjeles mértéktér, ha (X, M) mérhetd tér, és ¥ : M — R
el6jeles mérték.

o (X, M, V) komplex mértéktér, ha (X, M) mérheté tér, és ¥ : M — C
komplex mérték.
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Példak

« Konstans nulla mérték:

p=0
o Konstans oo:
0 haAdA=g
p(A) =
oo haA#g

o Tetszéleges X alaphalmaz esetén a p : P(X) — [0, oo] fiiggvény szdam-
ldlomérték vagy szdmossdagmérték, ha A € X esetén

A| ha |A| véges
u(ay = Al B 1AV
oo ha |A| végtelen

o Tetszéleges X alaphalmaz és z9 € X esetén p: P(X) — [0, 00] Dirac-
mérték vagy xo-ra koncentralt mérték, ha A € X esetén

1 hazge A
p(A) = ’
0 hax0¢A

(Paul Adrien Maurice Dirac, 1902-1984)

Lemma

Legyen p el6jeles vagy komplex mérték.

o 4 additiv: ha Ay,..., A, paronként diszjunkt mérheték, akkor
M<|_|Ai) = ZM(Ai)-
i=1 i=1
o Ha p mérték, akkor monoton: ha A < B mérheté halmazok, akkor
1(A) < u(B).

« Ha A c B és |u(A)| < o0 vagy |u(B)| < o, akkor u(B\A) = pu(B) —
1(A).

Bizonyitas. (a) A o-additivitasbél kévetkezik az additivités.
(b) Ha A < B, akkor

p(A) < pu(A) + p(B\A) = p(Au (B\A)) = u(B).
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(c¢) Az additivitas miatt u(B) = u(B\A) + u(A). Ha p(A) véges, akkor ki
tudjuk vonni mindkét oldalbdl. Ha p(B) véges, az csak tigy lehet, ha a jobboldalon
mindkét tag véges.

Lemma (a mértékek folytonosséiga)

Legyen p el6jeles vagy komplex mérték.

[0 0]
e Ha A; ¢ Ay — ... mérhet6 halmazok, akkor ,u< U An) lim pu(A,).

n—o0

e« Hao A, o Ay o ... mérhetd halmazok, és ‘,u(Al)| < oo, akkor

w((140) = Jim

Egy A, As, ... halmazsorozat limesz inferiora és limesz szuperiora

o0 a0
lim A, = < ﬂ An) = {a: . véges sok n kivételével x € An}, illetve

kszl n=~k
Q0 a0

lim A, = ﬂ < U An) = {a: . végtelen sok n-re x € An}.
k=1 \Nn=k

Példaul ha a sorozat novekvo vagy csokkend, akkor ezek megegyeznek, és a
tétel azt allitja, hogy

p(lim A,) = lim p(A,).

n—0o0

Bizonyitas. (a) Legyen Ay = J és B,, = A,\A,,_1, széval A, = By u ... u B,.

() -H( (]2 - S

= &Lwiu(B ) = ]\lflinooﬂ(anS A pi(Ay).
(b) Legyen B, = A;\Ay; ekkor & = By < By < ...
() (3 ) s o{ )
— Che) i (B,) = lim (4(Ar) — u(B,)) — lim (u(Ar\B) = lim (u(A,).
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A masodik allitasnal 1ényeges, hogy legyen legaldbb egy véges mértékii hal-
maz a sorozatban.
Ha A, = (n,), és mondjuk p a szdmossagmérték vagy az 1-dimenzids

Lebesgue-mérték vagy a konstans oo mérték, akkor u([)A,) = u() = 0,
de u(A,) = 0 -» 0.

Ismétlo kérdések

o Mit jelent az, hogy egy halmazfiigguény monoton?
— Ha A < B esetén a(A) < a(B).

Felveheti-e eqy mérték a —oo mértéket?

— Nem

lgaz-e, hogy minden mérték szubadditiv?
— Igen

e Mi az a Dirac-mérték?

5(A) = 1 haxye A
0 haxzg¢ A

Mit jelent a mértékek folytonossaga?

— Ha A; ¢ Ay < ... mérhetd halmazok, akkor

w(UAn) =l ),

n=1

— Ha A o Ay, o ... mérhetd halmazok, és }M(Al)‘ < o0, akkor

n=1
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6. Lebesgue-mérték

A Lebesgue-féle kiilsé mérték, kétféle ekvivalens definicié. Monotonitdas. Kompakt
halmazok és Jordan-mérhetd halmazok kiils6 mértéke. Egybevagosag és hasonlosag
hatdsa. o-szubadditivitdas. A belsé mérték lehetséges definicidja. Mérhetéség. A
Lebesgue-mérhetd halmazok c-algebrat alkotnak, és ezen A mérték (bizonyitas
nélkil). A Jordan-mérheté halmazok Lebesgue-mérheték is (bizonyitds nélkiil).
Nullmértékd halmazok. RP-ben. Minden pozitiv kiilsé mértékii halmaz tartalmaz
nem mérhetd részhalmazt. [Petruska, 69-70, 81-82. o.]

Definicié (Lebesgue-féle kiils6 mérték)

Barmely A ¢ R? halmaz Lebesque-féle kiilsé mértéke

0¢] a0
A(A) = inf { Z t(Rg) : Ri, Ro, ... tengelyparhuzamos téglak, A U Rk.}.
k=1 k=1

Véltozatok:

o csak nyilt téglak

o csak [a1,b1) % ... x [a,,by) alaka félig nyilt téglak
o barmilyen téglak

Ezek ugyanazt az infimumot adjak, mert barmilyen fedésben megnovelhetjiik a
téglakat ugy, hogy mar az eloirt osztalyba tartozzanak, és az i-edik tégla mértékét

legfeljebb E—Vel, Osszesen legfeljebb e-nal noveljilk meg.

Definicié (Lebesgue-féle kiils6 mérték, alternativ definici6)

Barmely A ¢ RP halmaz Lebesque-féle kiilsé mértéke

0

MA) = inf{Zt(Mk) : My, M,,...e J(R?), Ac G Mk.}.

\ J

A kétféle definicié tényleg ugyanaz.
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Bizonyitas. Legyen A c RP tetszéleges, és a kétféle infimum

a0 o0
r = inf { Z t(Rg) : Ry, Ry, ... tengelyparhuzamos téglak, A U Rk.}
k=1 k=1

o0 00]
m = inf{ Dt(My) s My, My,...e JR?), Ac| Mk.}.
k=1 k=1

Bizonyitéas arra, hogy m < r: ha r = oo, akkor triviélis@; mostantol r véges.
Vegytnk egy tetszbleges ¢ > 0-t. Ehhez van az A-nak olyan | J Ry fedése
téglakkal, amelyekre Y t(Ry) < r + e.
Minden tégla Jordan-mérhetd, igy ugyanez az osszeg szerepel a masodik hal-
mazban is. Ezért
m< Y HR) <7 te.

Most a ¢ — 40 hataratmenetbol m < r.

Bizonyitas arra, hogy » < m: ha m = o0, akkor triviélis@; mostantol m
véges.

Vegytnk egy tetszOleges € > 0-t. Ehhez van az A-nak olyan | J M, fedése
Jordan-mérhet6 halmazokkal, amelyekre > ¢(My) < m + €.

Minden egyes M), Jordan-mérhetd halmazt lefedhetiink néhany téglaval, mond-

. ) g
juk Ri1, ..., Ryn,-val 4gy, hogy t(Ri1) + ...+ t(Rin,) < t(My) + o legyen. Az

Osszes ilyen tégla egytittesen lefedi A-t, ezért

r < i <§t(Rk,i)) < i <t(Mk) + ;) =§1t(M,€) +e<(m+e)+e.

k=1 “i=1 k=1

Ismét ¢ — +0-bol r < m.

A monoton.

A egybevagdsig-invarians.

Ne- A) = | - MA).

« Ha M € Hom(RP,RP) linedris transzformdicié, akkor A(M(A)) =
| det M| - A(A).

A ) fiiggvény szubadditiv.

A ) fiiggvény o-szubadditiv.
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Bizonyitas.
e Az tres fedés is fedi az ures halmazt.

o Ha A c B, akkor B minden fedése A-nak is fedése, ezért A(A) egy bévebb
halmaz infimuma.

« Ha A < RP és B < RP egybevago, és azt a definiciét hasznaljuk, amikor
Jordan-mérhetd halmazokkal fediink, akkor a fedések is egybevagok.

o Ugyanez volt a képlet téglakra.

o Ugyanez volt a képlet Jordan-mérheté fedé halmazokra.
o A szubadditivitas kovetkezik a o-szubadditivitasbol.

o Allités: a X fiiggvény o-szubadditiv.

a0 0
— Tegyiik fel, hogy B < U Ay az kell, hogy A\(B) < 2 A

n=1

— Ha valamelyik A(4,) = oo akkor az &llitas trivialis®®.

— Vegyiink egy tetszoleges € > 0-t.

0
Mindegyik A,-et fedjiik le R,1, Ryo, . .. téglakkal gy, hogy Y #(Ryp) <

- k=1
A —.
AMA,) + o
— A fedések egyiitt lefedik B-t:
0 0 0
=UJa=U(Unrs)
n=1 n=1 \ k=1
ezért a A\(B) definiciojabol
. o0 e} o0 - c o0 .
EEDY (L erw) < X (W) + 5 ) = DA+
n= k=1 n=1 n=1
— Az ¢ — +0 hataratmenetbdl kapjuk, hogy
J— 0 —
B)< ) MNA
n=1
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e AT
« Ha K kompakt, akkor \(K) = #(K).
« Ha A Jordan-mérhetd, akkor A\(A) = t(A).

Bizonyitas.

telen sok tres halmazzal.

« Ha K kompakt, akkor vegyiik a kiils6 Lebesgue- és a kiils6é Jordan-mértéknek

s sz

laszthato véges fedés, ezért a K kiils6 Lebesgue- és a kiils6 Jordan-mértéke
ugyanaz.

o Ha A Jordan-mérhetd, akkor

0 < AN0A) <#(0A) =0, tehdt A(0A) =0,
t(A) = 7(clA) = (el A) < XNA) + A(0A4) = AM(A) < E(A) = t(A).

Lebesgue-mérhetoség

Definicié (Lebesgue-féle belsé mérték)

A Lebesgue-féle belsé mérték lehetne akar ez is: ha A < [0, 1]?, akkor
A(4) =1 - X([0,1]"\4)

Altaldban
A4 = Y <1—)\([a1,a1+1)x...x[ap,ap—i—l)\A))

(V.6. Ha J Jordan-mérhet$ és A — J, akkor t(A) = t(J) — t(J\A).)
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Megjegyzés

A mérhetOséget a kiilsé és a belsé mértékek egyenléségével is lehetne defi-
nialni, de inkdbb mélyen hallgatni fogunk a bels6 mértékrol. A mérhetdség

« sz

Definicié (Lebesgue-mérhetdség)

A < RP Lebesgue-mérhetd, ha barmely H < RP esetén
MH) = MH n A) + M(H\A).

(A szubadditivitds miatt < automatikus; a kérdés az, hogy = vagy <.)

-
.

Feladat

Jo gyakorlat bebizonyitani, hogy barmely korlitos A < RP halmaz akkor és
csak akkor Jordan-mérhetd, ha ha barmely korlditos H < RP halmaz esetén
t(H)=1t(Hn A) +t(H\A).

Tétel

| L

A Lebesgue-mérhet6 halmazok o-algebrat alkotnak, és ezen a kiilso
Lebesgue-mérték o-additiv. (Bizonyitas a kovetkezo fejezetben).

A Lebesgue-mérhet6 halmazok o-algebrajat £ vagy £, jeloli; magat a mér-
téket A(...) vagy Ap(...).

f
u

Tétel

e Minden Jordan-mérheté halmaz egyben Lebesgue-mérhet6 is, tehat a
Lebesgue-mérték tényleg kiterjesztése a Jordan-mértéknek. (Bizonyi-
tas a kovetkez6 fejezetben).

e Minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhetd, tehat B < L.

Nullmértékii halmazok

Definicié (nullmértékii halmaz)

A RP nullmértéki vagy Lebesque-nullmértéki, ha A\(A) = 0.
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Minden nullmértéka halmaz mérheto.

Bizonyitas. Ha N nullmértékii, vagyis A(N) = 0 és H = RP tetsz6leges, akkor

tehat N jol vagja ketté a H halmazt.

NH) < NH A N) + MNH\N) < NH) + MNN) = MH),

. JeN;

A nullmértékdi halmazok N rendszere egy o-idedl:

e N minden elemének minden részhalmaza is N -beli;

o N zirt a megszamlalhat6 uniora.

B #L.

Bizonyitas. Vegyiink egy kontinuum szamossagt, nullmérték halmazt, példa-
ul a Cantor-halmazt. Ennek minden részhalmaza nullmértéki, tehat Lebesgue-
mérhetd. De ilyen részhalmazboél 2¢ = 92" van; tobb, mint Borel-halmaz 6sszesen.

Példa. Q Lebesque-mérhets, de nem Jordan-mérhetd.

6. eldadas, 2023.03.16. |

Minden pozitiv kiilsé mértékii halmaz tartalmaz nem mérheto halmazt.

Bizonyitas. (A Vitali-konstrukcié médositésa)
Ha A nem mérheto, akkor ¢ maga egy sajat nem mérhetd részhalmaza.
Legyen A € L pozitiv mértékii és mérheto. Felteheto, hogy A korlatos, mert ha
A-nak minden korldtos részhalmaza nullmértéki, akkor minden n-re B(0,n) n A
is, igy a mérték folytonossaga miatt A\(ANRP) = A(A) = 0. Igy A-nak van pozitiv
mértéki korlatos részhalmaza. Valasszunk egy olyan nagy R > 0 szamot, amelyre

A része a B(0, R) gombnek.

Valasszunk egy olyan V' < A halmazt, amely QP minden eltoltjabdl legfeljebb
egy elemet tartalmaz, és csak akkor nem tartalmaz bel6le elemet, ha A diszjunkt
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attél az eltolt halmaztél. Mas széval, minden v € R? vektorra, ha a (QP +v) n A
metszet nem iires, akkor kivalasztunk beldle egyetlen elemet, és V' ezekbdl a ki-
valasztott elemekbdl all. Azt allitjuk, hogy V nem lehet Lebesgue-mérhets.
Indirekt tegyiik fel, hogy V mégis mérhetd.

Legyen QP n B(0,2R) = {r1,rs,...}, tehat soroljuk fel a B(0,2R) gémb raci-
onalis koordinataju pontjait. A ) egy korlatos, végtelen halmaz.

Tekintsiik a V halmaz Vi = V +r, Vo = V +ry, ... eltoltjait. Mivel V mérheto,
a V1, Vs, ... eltoltjai is mérhetok, és mértékiik megegyezik V' mértékével.

Vegyiik észre, hogy a Vi, V5, ... halmazok diszjunktak. Ha ugyanis valamelyik
Vi-nek és Vj-nek lenne egy kozos x pontja, akkor x —r, € V —r; =V ésx —1; €
V —r; =V is teljesiilne, de akkor z — r; és x — r; a V' halmaz két olyan pontja
lenne, amely a QP-nek ugyanabban az € QP + x eltoltjaban van. Ez ellentmondana
a V halmaz valasztasanak.

A kovetkez6 észrevétel, hogy Vi, Va, ... lefedi A-t, azaz A < |JV;. Tekint-
siink egy tetszoleges a € A pontot; ehhez kell olyan V; halmazt talalnunk, amely
tartalmazza a-t. Az A halmaz belemetsz a QP + a halmazba (mert a egy kozos
pontjuk), ezért a V' konstrukcidjaban valasztottunk egy b € (QP + a) n A pontot,
ami V-nek is eleme. Az a,b € A < B(0,r)? miatt |a — b] < 2R. Az a — b tehét
egy raciondlis vektor a B(0,2R) gdmbben, tehit a — b = r; valamilyen i-re; akkor
viszont a =b+r; € (V +1r;) =V,

Végil, V< A < B(0,R) és r; € B(0,2R) miatt minden i-re V; = V +r; <
B(0,3R).

Ezek utan, ha V nullmértéki, akkor mindegyik V; eltoltja is nullmértéki, és
az uniojuk, | JV; is nullmértékd. De ez a mérték monotonitdsa miatt nem lehet,
mert az unié tartalmazza a pozitiv mértékii A-t. %

Ha V pozitiv mértékii, akkor mindegyik V; mértéke is ugyanaz. Mivel diszjunkt
mérhet6 halmazok, | ) V; mértéke végtelen. De ez is ellentmondés, mert az uniét
lefedi a véges mértékit B(0,3R) gémb. 4

fgy V ¢ L.

Ismétlo kérdések

o Hogy definidljuk a Lebesque-féle kiilsé mértéket?

o0 0
NA) = mf{ D H(Ry) i Ry, Rs,. .. tengelyparhuzamos tégldk, A < | | Rk.}.
k=1 k=1

NA) = inf{ i H(My): My, M,,...e J(RP), Ac O Mk.}.
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o Melyik nagyobb? t vagy \?
(=Y
o Mikor Lebesgue-mérhets eqy A < RP halmaz?

VH R ANH)=MHnA)+AH\A).

o Igaz-e, hogy minden nem mérhetd halmaz kilsé mértéke pozitiv?

— Igen, mert a 0 kiilsé mérték halmazok mérhetoek.
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7. Relativ kiuilsO mértékek

Relativ kiils6 mértékbél szarmazté kiilsé mérték. Nemnegativ halmazfiiggvényhez
asszocialt kiils§ mérték. A mérheté halmazok. A mérheté halmazok o-algebrat
alkotnak. A Lebesgue-mérhetd halmazok o-algebrat alkotnak. [Petruska, 61-63.
o.]

Definicié (relativ kiilsé mérték)

Legyen X # J tetszéleges alaphalmaz, A < P(X), e Aésp: A —
[0, o0].

o A ¢ fluggvény relativ kilsé mérték, ha o-szubadditiv és ¢(F) = 0.

» Ha ¢ relativ kiilsé mérték és A = P(X), akkor ¢ kiilsd mérték.

J

Példak

1 haH#J
0 ha H=¢’

o A=P(X), (H) = {

o A a Jordan-mérhet$ halmazok gytiriije, ¢ a Jordan-térfogat. (Ehhez
szitkség van arra, hogy a Jordan-térfogat o-szubadditiv.)

Trivialitas'®'

Minden relativ kiilso mérték monoton és szubadditiv.

Bizonyitas. Ha ¢ relativ kiilsé mérték, A, By,...,B,e Més Ac Biu...u B,
akkor
AcBiu...uB,ugug@...,

a o-szubadditivitas miatt

(A) < p(B1) + ...+ ¢(Bn) + o(J) + (D) + ...,

o >
"

0

tehat ¢ végesen szubadditiv.
Az n =1 esetben ez éppen a monotonitas.

Minden mérték relativ kulso mérték.
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Bizonyitas. Legyen (X, M, p) mértéktér, H, Ay, Ay... € M, hogy H < | J Ay.
A By = Ay, B, = A,\(41 u ... U A,_1) halmazokkal

<H<UAn> =u(|_| Bn) = > u(Ba) < ) (A

Definicié (asszocidlt kiils6 mérték)

Tegytik fel hogy X # (J tetszéleges alaphalmaz, A < P(X), & € A, és
a: A —[0,00] olyan, hogy a() = 0.

Legyen H ¢ X esetén

mf{i Ak AkE.A H c UAk}
k=1 k=1

ha H nem fedhet6 le megszamlalhat6 sok A-beli halmazzal, akkor ¢, (H) =
o (mert inf & = +00).

Az igy definidlt ¢, : P(X) — [0,00] figgvény az a-hoz asszocidlt kilsd
merték.

Példak

. A:P(X),a(H):{l ha H 2T pkor po — a

0 ha H=

o A a p-dimenziés téglak rendszere, és a a térfogat. Ekkor ¢, a kiilsé
Lebesgue-mérték.

o A a Jordan-mérheté halmazok gytriije, o a Jordan-térfogat. Ekkor is
Yo a kiilso Lebesgue-mérték.

Yo kiilsé mérték.

Bizonyitas. ¢,(J) =0 trivialis®: a o-szubadditivitast kell bizonyitani.
©o]
Tegyiik fel, hogy H,Fy, Fs,... ¢ X és H < |J F,; Azt kell ellen6rizniink,

n=1

hogy

H)éigp(F
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o0
Ha >} ¢ (F,) = o, akkor az egyenlStlenség trivialis®: a tovabbiakban fel-
n=1

o0
tessziik, hogy >, wa(Fy) véges, ekkor persze mindegyik ¢, (F;,) véges.

n=1
Vegyiink egy tetszoleges € > 0-t. Mindegyik F,-et fedjiikk le A-beli halma-
zokkal 2% pontossaggal, vagyis vegyiink olyan A,1, A,2, A,s, ... € A halmazokat,
0 e}
amelyekre F,, < | Aug 68 ) a(Ank) < po(F) + 2% Az A, halmazok egytitte-
k=1

k=1
sen a H-t is lefedik, ezért

pali) < 3 ( Natau)) < 33 (walB) + 5 ) = X valB) 4

n=1 k=1 n=1

A ¢ — 40 hataratmenettel kész vagyunk.

Ha ¢ relativ kiils6 mérték valamilyen B o A halmazrendszeren, amire A € A
esetén p(A) < a(A), akkor barmely H € B halmazra o(H) < ¢, (H).
Vagyis, az a-nal nem nagyobb relativ kiils6 mértékek kozott ¢, maximalis.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszoleges H € B halmazt; azt kell igazolnunk, hogy
o(H) < o (H). Ha @, (H) = o0, akkor ez trivialis®. A tovabbiakban feltessziik,
hogy . (H) véges.

Barmely e-hoz vannak olyan Aj, As,... € A halmazok, hogy H < (JA, ¢és
SMa(A,) < po(H) + €; ekkor

<«

p o-szubadd. o)
p(H) " < ) p(A) < <D a(An) < ga(H) +5

Az ¢ — +0 hataratmenttel megapjuk, hogy p(H) < ¢, (H)

Az el6bbi példakban az asszocialt kiils6 mértékek: ¢ maga, illetve a kiilso
Lebesgue-mérték.

Definicié (Kiils6 mérték szerint mérhetd halmaz)

Legyen ¢ kiils6 mérték az X alaphalmazon. Az A ¢ X halmaz ¢ szerint
mérheto vagy w-mérhetd vagy csak mérheto, ha

VHc X ¢(H)=9HnA) +e(H\A).

A ¢-mérhet6 halmazok rendszere M,,.
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Megjegyzés

A szubadditivitds miatt elég azt eléirni, hogy
p(H) = p(H N A) + (H\A).

Ez trivialis® akkor, ha ©(H) = oo, tehét elég véges kiilsé mértékii H-ra
ellendrizni.

o A fenti jelolésekkel M, o-algebra, és (X, M, ¢|r,) mértéktér.

« S6t, tetszéleges Y < X halmazra ¢ mérték az M|y o-algebran is.

.

Bizonyitas. 1. dllitas: Az X és (J mérhetd, avagy X, & € M,.
Barmely H < X halmazra

o(H n &) + o(H\QZ) = o(F) + ¢(H) =0+ o(H) = ¢(H);
p(HnX)+o(H\X) =p(H) +p(J) =p(H) +0=9(H).

(Most hasznéltuk, hogy ¢(&) = 0.)

2. allitas: Az M, algebra, azaz ha A, B mérhetd, akkor Au B, An B és A\B is
meérheto.

Legyen H ¢ X tetszoleges; azt akarjuk ellenérizni, hogy a H-t az A U B, az
An B és az A\B is jol vagja ketté.

Az A, B halmazok a H-t négy részre osztjak: H = Hyu H, v H, U Hy, (az
indexek azt jelzik, hogy az adott részhalmaz az A és B koziill melyiknek része:
Hy=H\(AuB),H,=(HnA\B,H,=(HnB\A, Hpy =HnNnAnB. Az A
és B mérhetosége miatt

p(H) = o(H 0 A) + p(H\A) =
— (@((H ~ A) 0 B) + o((H 0 ANB) ) + (#((H\A) 0 B) + p((H\A)\B) ) =

- (@(Hab) + @(HQ)) + (cp(Hb) + SD(HO))-



Atcsoportositva és a szubbaditivitést felhasznélva
p(H) < p(Hn (Au B))+¢(H\(Au B)) <
< ((Hu) + ¢(Ha) +¢(Hy)) + (Ho) = p(H);
p(H) < o(H n (An B)) + o(H\(An B)) <
< @(Has) + (p(Ha) + 9(Hy) + (Ho)
p(H) < p(H n (A\B)) + o(H\(A\B)) <
< @(Hy) + (p(Hy) + p(Ha) + p(Ho) ) = o(H).

Latjuk, hogy mindenhol egyenléség van, tehdt A U B, A n B és A\B is jol vagja
ketté a H halmazt.

3. dllitas: Barmely Y < X esetén ¢ additiv M|y -n.
Ha A, B mérhetdk, és AnY és B nY diszjunktak, akkor A-val vagjuk ketté
az (A v B) n'Y halmazt:

¢((AUB)NY) = gp(((AuB)mY) mA) +g0<((AuB)mY)\A> = (ANY)+¢(BnY).
Indukciéval akarhany halmazra is igaz.

4. allitds: M., o-algebra.
A megszamlalhato sok halmaz unidjat kicserélhetjiik paronként diszjunkt hal-
mazok uni6jdra: legyen B; = A;\ |J A;, ekkor | J;2, A; = |2, Bi.

j<i
Legyen U, = Byu...u B, és Uy = |_| B; = U A;; azt akarjuk igazolni, hogy
i=1 i=1
U, mérheto.

¢ monoton

p(H) "2 o (H AU + o(H\U,) 2 o(HnUy) +¢(H\Ug) " ="

_ w(lil(H " B») b o(I\U) 7 Y o 0 B+ ().

i=1 i=1
Most n — o0, majd o-szubadditivas:
¢ o-szubadditiv

o(H) = ) jo(H 0 By) + (H\Ux) >

gp(|_| (H n B;) ) + o(H\Uy) = ¢(H nUsy) + ¢(H\Uy).

=1

Tehat Uy, jol vagja ketté H-t.
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5. dllitas: ¢ o-additiv M|y -n.
Tegyiik fel, hogy A, Ay, ... € My, és az A; n'Y halmazok diszjunktak.

= additiv -on " monoton
oY) (] ) ) 7
=1

i=1

» o-szubadditiv &
< |_|(AimY) < Z@(AimY).
i=1

=1

(2

Most n — oo

Siaom ()

o0
(A, nY).
=1

)

Tehat go( 1A Y)) _ i oA N Y.

i=1

Ismétlo kérdések

o Mi a kiilonbség a "kiilsd mérték" és a "relativ kilsé mérték" kozott?

— A kiils6 mérték az egész P(X) halmazon értelmes, a relativ kiils6é mér-
ték egy részén.

o Hogy definidljuk az o halmazfiigguényhez asszocidlt kiilsé mértéket?
a0 o0
wo(H) = inf{z alAg): Ape A H U Ak} ;
k=1 k=1

e Mi a Jordan-mértékhez asszocidlt kilsd mérték?
— A Lebesgue-féle kiils6 mérték.

o Mikor o-mérhetd eqy A halmaz?

VHc X ¢(H)=¢HnA) +(H\A).
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8. Teljes mértékterek

s o2 » » ’”

Definicié (nullmértékii halmaz)

Legyen ¢ kiils6 mérték az X alaphalmazon. Az N < X halmaz -
nullmértéki, ha o(N) = 0.

Allitas

A p-nullmértéki halmazok -mérhetéek, avagy p(NN) = 0 esetén N € M.,,.

Bizonyitas. Barmely H < X-re

©(Hn N)+ p(H\N) <0+ ¢(H).

Definicié (teljes mértéktér)

Az (X, M, ) mértéktér teljes, ha a p-nullmértéki halmazok részhalmazai
is mérhetéek, tehat barmely N e M, u(N) =0, Z < N, esetén Z € M. (A
monotonitds miatt trivialis®, hogy u(Z) = 0.)

Kovetkezmény

Barmely Y < X halmazra (Y, Myly, @|a,|, ) teljes mértéktér.

Kovetkezmény

A Lebesgue-mérheté halmazok o-algebrat alkotnak, és ezen a \ egy teljes
mérték.

( 7. eléadds, 2023.03.21. |




Minden mértéktér teljessé teheto, vagyis:
Ha (X, M, ) mértéktér, akkor

o létezik egy egyértelmii minimalis M* < P(X) o-algebra
o és egy szintén egyértelmd p* : M* — [0, 0] mérték

o tgy hogy M = M*, ufy, = p és (X, M*, u*) teljes.

Bizonyitas. 1. Legyen
M ={A=MuZ: Me M; INe M u(N) =0, Z < N},

tehat azon A-k halmaza, amelyek eléallnak mint egy M mérheté halmaz plusz
valami, nullmértékt halmazzal lefedhetd "zaj". Az ilyen A halmazoknak minden-
képpen benne kell lennie a keresett o-algebraban.

A bizonyitas soran M, M; mindig mérheto, N és N; nullmértékit mérheto, 2
és Z; az N, illetve az N; valamilyen részhalmazat fogja jelenteni, A = M U Z, és

A M* rendszer egy o-algebra, mert
« J, XeMc M

o zart a komplementumképzésre: X\(M v Z) = (X\(M u N)) u (N\M\Z) €
M,

o zart a megszamalhaté uniéra: ha My, Ms, ... € M mérheték, Ni, N,,... €
M nullmértékiiek, és Z; = Ny, akkor (M;uZ:) = (U)o (UZ:) e M
itt () M; mérhetd, és | J Z; része a nullmértéki () N;-nek.

2. Legyen p*(M u Z) = p(M); csak ez a fiiggvény lehetséges, mert
p(M) = p* (M) < p*(MuZ) < p*(MoN) < p*(M)+p*(N) = p(M)+p(N) = p(M).

Sziikséges az, hogy ez az érték joldefinialt legyen. Legyen A € M™* My, Ny, Z;
és My, Ny, Z5 a definicid szerinti halmazok, hogy My u Z; = My u Zy = A. Ekkor
M\Ms ¢ A\My c Zy = Ny, ezért p(M;\Ms) = 0;

Ml M Mz C Ml = (Ml M Mg) L (Ml\MQ)

63



p(My N My) < p(My) < p(My 0 My) + p(My\My),

—_——
0

amibOl p(My) = p(M; n Ms).
Ugyanigy, u(Mz) = u(My n Ma), tehdt u(My) = p(Ms).

3. A p* fuggvény o-addititiv: Legyenek Ay = My u Z1, Ay = My u Zs, ... € M*
paronként diszjunkt halmazok, ahol M; € M és Z; lefedhet6 valamilyen N; € M
nullmértékii halmazzal. Az | J Z; halmazt lefedi a nullmértéki | J V;, ezért

(L) = e (L) o (U) ) = (L) = St = S (a0,

Most mér tudjuk, hogy (X, M*, u*) mértéktér.

4. A (X, M* u*) mértéktér teljes: Tegyiik fel, hogy A = M v Z € M* és
p*(A) =0, tehat A egy p*-nullmértéki halmaz, és B — A. Az kell, hogy B € M*.

Vegytik észre, hogy p(M) = p*(A) = 0, tehat B felirhaté B = ¢ u B alakban,
ahol & € M és B lefedheté a p-nullmértékt (M u N) halmazzal, tehat B € M*.

Ismétlo kérdések
o Mikor teljes eqy mértéktér?
— Ha a nullmértékii halmazok részhalmaza is mérhetéek.
o Teljes-e a (RP, B,(RP), \,) mértéktér?

— Nem. Pl. A Cantor-halmaz nullmértékii, de nem minden részhalmaza
Borel.

o Teljes-e a (R?, L,(RP), \,) mértéktér?

— Igen.
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9. A mértékkiterjesztési tétel

Félgytrin additiv relativ kiils6 mérték kiterjesztheté a generdlt gyfirtire. Példa
arra, hogy a Kkiterjesztés nem mindig egyértelmii. Meértékkiterjesztési tétel. A
kiterjesztés egyértelmiisége o térben. [Petruska, 64-66. o.]

Kérdés

o Igaz-e, hogy RP-ben minden Jordan-mérhet6 halmaz Lebesgue-
mérhetd, és a Lebesgue-mértékiik ugyanaz, mint a Jordan-mértékik?

o Altaldban, igaz-e, hogy ha «a relativ kills6 mérték az A rendszeren,
akkor A elemei mérheték ¢, szerint, vagyis A < M, , és barmely
A e A halmazra ¢,(A) = a(A)?

Az, hogy ¢, (A) = a(A), kovetkezik abbdl, hogy az « fliggvény relativ kiilsé
mérték.

1 haH#J

. A=P(X),a(H)={O ha H — o

°* Py = Q.
e Haae Aésb¢ A, akkor

— A rosszul vagja ketté a H = {a, b} halmazt:
al(H) =1, a(HnA)+a(H\A) =1+ 1.
— Az alaphalmazt is rosszul vagja ketté:
a(X) =1, a(XnA)+a(X\A)=1+1
e Csak ¢ és X mérheto.
o Hianyzik az additivités.

o Kossik ki, hogy o additiv az A rendszeren.

.




X=R, A={F}u{(c,»):ceR}, a() = 0; a((c,0)) = 1.

0 haA=g
va(A) =<1 ha A+# &, de alulrél korlatos

o0 ha A nem korldtos alulrél

e Haa e Aés b e X\A, akkor A rosszul vagja ketté a H = {a,b}
halmazt:

Yo(H) =1,  wa(H N A)+ pa(H\A) =1+1.

e Most is csak két mérhetd halmaz van.

o Az additivitas igaz, csak semmitmondé: nincsenek nemiires, diszjunkt
halmazaink.

o Van additivitas, de az A halmazrendszer tul sovany.

o Ki fogjuk kitni, hogy a fedésre haszndlt A halmazrendszer félgyiri, és
ezen az a fligguény additiv.

J

Legyen A ¢ P(X) félgytirti, o : A — [0, 0],

o « relativ kiils6é mérték, tovabba
o «a még additiv is.
Ekkor A € M., és ¢q|a = a, vagyis
o Minden A-beli halmaz mérheté ¢, szerint, és

» Bérmely A € A halmazra ¢,(A) = a(A).

. J

Bizonyitas. A o-szubbadditivitds miatt triviélis@, hogy wala = «a; azt kell
igazolni, hogy minden A € A mérhets. Legyen tehat A e A és H < X tetszbleges;
a célunk o (H N A) + @o(H\A) < @o(H). Ha @o(H) = o0, akkor ez trivialis®®;
feltehetjik tehat, hogy ¢, (H) véges.

Vegyiink egy tetszOleges e-t, és ehhez olyan By, Bs ... € A halmazokat, ame-
lyek tgy fedik H-t, hogy > «(B,) < ¢o(H) + €.
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Mindegyik B,-re B, nA € A, és a B,\A halmaz felbomlik paronként diszjunkt
Cni, .-, Cng, € A elemek unidjara: B, = (B, n A) u Cpyu...uChy,. Az

-~
Bn\A

additivitas miatt

kn

a(B, nA) + Z a(Cy) “ P (B,

i=1

o efoo
alH 0 4) "< Y a(B, n 4),

=
palH\A) 7 TEN N By T

=1 n=1 ki=1 .
alH N A) + 0o (H\A) < Z < (B, N A) +Za(C’m)> = > a(By) < @a(H) +&.

Végiil € — 0 és kész.

A fenti tétel kiterjeszti az o halmazfiiggvényt mértékként egy, az A-t tar-
talmazo6 o-algebrara. Igaz-e, hogy a kiterjesztés egyértelmi?

Altaldban nem igaz:

Alljon A az R félig nyilt intervallumaibdl, és legyen a(A) = oo ha A nemiires.
Ekkor « kiterjeszthet6 a P(R) halmazrendszerre, de a kiterjesztés nem egy-
értelmii. Lehetséges kiterjesztés példaul a konstans oo és a szamlalomérték
is.

Viszont ha az a nem t1l nagy, az egész tér felbomlik megszamalhaté sok, véges
mértéki darabra (mint ahogy R? felbomlik megszamlalhat6 sok korlatos téglara),
akkor mar a kiterjesztés egyértelmii.
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Definicié (o-végesség)

o Legyen X tetszéleges alaphalmaz, 4 < P(X) és a : A — [0, 0]
relativ kiils6 mérték. Azt mondjuk, hogy a H < X halmaz o-véges
az « szerint, ha léteznek olyan Ap, As... € A halmazok, amelyekre
mindegyik «(A,,) véges, és

')
Hc U Ak
k=1

o Az (X, M, 1) mértéktér, iletve a p mérték o-véges, ha X a p szerint o-
véges, avagy felbontatdo megszamlalhaté sok véges mértékii halmazra.

-
.

Példak
o RP g-véges a Jordan-mérték szerint.

o R nem o-véges a szamossagmérték szerint. A szamossagmérték szerint
o-véges halmazok a megszamlalhaté halmazok.

~
.

9.1 Tétel

Legyen A < P(X) félgytirti, o : A — [0, 00] relativ kiilsé mérték, ami még
additiv is, és tegyiik fel, hogy X o-véges.

Ekkor barmely M olyan o-algebrara, amelyre A ¢ M < M, , az o egy-
értelmfiien terjeszthetd ki M-re, azaz ha p mérték M-en és puj4 = «, akkor

B = Palpm-

J

Bizonyitas. Az X olyan A, A,,... € A halmazok uni6ja, amelyekre minden
a(A,) véges. A 4.1 lemma miatt ezeket kicserélhetjiik olyan, paronként diszjunkt
Bi, Bs, ... € A halmazokra, amelyek uniéja szintén X, és mindegyik By részhal-
maza valamelyik A,-nek, igy a(By) < a(4,) < .

A 7 lemma miatt p < @, igy barmely H € M halmazra

a(By) = w(By) = u(BunH)+p(B,\H) < ¢o(BunH)+@o(B\H) = ¢a(B,) = a(By),

és itt minden véges volt, tehdt példaul u(H n B,) = po(H N B,). Osszegezve

W) = Yl 0 B,) = Yl 0 By) = ).

n=1



Ko6vetkezmény (Caratheodory-féle mértékkiterjesztési tétel

(Kovotaviivog Kagadeodwer, 1873-1950))

Legyen X tetszleges alaphalmaz, A félgytirti P(X)-en, a : A — [0, 0]
additiv és o-szubadditiv és a(¢) = 0. Ekkor

o Az «a fiiggvény kiterjeszthet6 az A altal generdlt o-algebran mértékké.

o Ha X o-véges, akkor a kiterjesztés egyértelmii.

A Lebesgue-mérték befejezése

Az el6bbi tételeket alkalmazhatjuk a Jordan-mérheté halmazok gytirtijére vagy a
[ar,b1) x ... % [ap,b,) alakd félig nyilt téglak félgytirijére.

Lemma

o Minden dimenzidban, a félig nyilt tégldk félgylirtijén a Jordan-mérték
additiv relativ kiils6 mérték.

o Minden dimenziéban, a Jordan-mérhet6 halmazok gytiriijén a Jordan-
térfogat additiv relativ kiils6 mérték.

Bizonyitas. A Jordan-mérték additivitasat tudjuk.
Q0

Tegytik fel, hogy A, By, By, ... € J(RP) és A < |J B;; a o-szubdadditivitashoz
=1

o (2
azt akarjuk igazolni, hogy t(A) < > t(B;).

i=1
Vegytink egy tetszéleges € > 0-t. Elég finom kockazassal az A belso kockéi egy
olyan K < A kompakt halmazt akotnak, amelyre t(K) > t(A) —e. Mindegyik B;-
hez vegytik a tér egy kell6en finom kockazasat gy, hogy a fed6 kockak ossztérfo-

gata kisebb legyen, mint ¢(B;) + % A fedo kockakat kicsit meghizlalva kaphatunk

€
olyan G; Jordan-mérhet6 nyilt halmazt, amelyre B; ¢ G; és t(G;) < t(B;) + 25.
A kompaktsag miatt a K halmazt véges sok G;, mondjuk az els6 n darab is
lefedi. Ezek utdn a Jordan- mérték szubadditivitasa miatt

n

HA) e < H(K) < HGC1U...UG) < Y H(G,) < i (t(Bi)+22€i> <

=1

0
i=1
0
Most ¢ — +0-bdl t(A) < Y. t(B;).
i=1
Tégléakra a bizonyitas ugyanez, de egyszeriibb: A, By, Bs, ... félig nyilt téglak;
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az A-t egy nala kisebb K zart téglara cseréljiikk, a B; halmazt pedig egy néla
bovebb nyilt téglara.

Kovetkezmény
e J, < L,, avagy a Jordan-mérheté halmazok Lebesgue-mérhetdek is.

« B(RP) < L,, avagy minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhets. (A félig
nyilt tégldk Borel-halmazok, és generéaljak B(RP)-t.)

o t, = Nz, vagyis a Lebesgue-mérték a Jordan-mérték kiterjesztése.
o A Lebesgue-mérték teljes.

o A L, o-algebran a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitiv, normalt, el-
tolasinvarians mérték.

o Az RP-n a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitiv, normalt, eltolasinva-
ridns Borel-mérték.

Ismétlo kérdések

Igaz-e, hogy P(RP) o-véges?
— A kérdésnek igy nincs értelme: attol fiigg, mi a mérték.

e Na jo, akkor igaz-e, hogy P(RP) o-véges a Jordan-mérték szerint?
— Igen, mert a teret felbonthatjuk pl. megszamlalhato sok kockara.

o Igaz-e, hogy P(RP) o-véges a szamossagmérték szerint?
— Nem, mert a R” nem megszamlalhato.

o Mi Caratheodory teljes neve?

— Konsztantinosz Karatheodory (Kwvotavtivoc Kopadeodwer|)

o Mondjuk ki a mértékkiterjesztési tételt.

— Ha A félgytirt P(X)-en, o : A — [0, 0] additiv és o-szubadditiv,
a() = 0, akkor « kiterjesztheté az A altal generdlt o-
algebran mértékkeé.

— Ha X o-véges, akkor a kiterjesztés egyértelmii.

o Igaz-e, hogy minden Gs-halmaz Lebesque-mérhetd?
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— Igen, mert minden Gs-halmaz Borel, és minden Borel-halmaz Lebesgue-
mérheto.
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10. Lebesgue—Stieltjes mértékek 1-dimenzidéban

Lokalisan véges 1-dimenziés Borel-mérték eloszlasfiiggvénye. Az eloszlasfiggvény
balrdl folytonos. A kiilénbo6z6 tipusu intervallumok mértékének kifejezése az el-
oszlasfiiggvénnyel. Additiv intervallumfiiggvények. Megengedett végpontok. Egy-
dimenziés Lebesgue—Stieltjes mértékek. Minden lokalisan véges Borel-mérték egy
Lebesgue-Stieltjes mérték megszoritdsa a Borel-mérhetd halmazokra. [Petruska,
69-75. o.]

Most egy darabig egy I — R nyilt intervallum lesz a vilag (az I lehet félegyenes
vagy az egész R is), és a (I,B(I), p) lokalisan véges Borel-mértékeket vizsgaljuk.

Definicié (Borel-mérték)

Ha X topologikus tér, u : B(X) — [0,00] mérték, akkor az (X, B, u) egy
Borel-mértéktér és p egy Borel-mérték.

Vannak, akik a B(X)-nél b6évebb o-algebrakon értelmezett mértékeket is
"Borel-mértéknek" nevezik.

Definicié (lokélisan véges Borel-mérték)

Az (RP, B(RP), 1) mértéktér lokdlisan véges, ha
(a) Minden pontnak van véges mértékii kornyezete, azaz

VaeRP Ir>0 B(a,r) < RP, u(B(a,r)) < owo;

(b) Minden kompakt K < RP halmaz mértéke véges.

Ez a kett6 ekvivens; (b) = (a) trivialis®™, mert minden pontnak van kom-
pakt kornyezete; (a) = (b) azért, mert K minden pontja koril vehetiink
egy-egy véges mértékli kornyezetet, és a kompaktsag miatt ezek koziil véges
sok is fedi K-t.

Definicié (intervallumfiiggvény eloszlasfiiggvénye)

Legyen A = {&} U {[a,b) :a,bel,a<b} ésa: A—Rvagy a: A— C.
Az F : I — R figgvény az o halmazfliggvénynek eloszldsfigguénye, ha
barmely [a,b) esetén

a([a,1) = F(5) - F(a).
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( 8. eldads, 2023.03.23. |

o Az a-nak akkor és csak akkor létezik eloszlasfiiggvénye, ha additiv.

o Specialisan, minden lokélisan véges mértéknek létezik eloszlasfiggvé-
nye.

Bizonyitas.

« = Ha van eloszlasfiiggvény, és [zo, z1) U2y, 22)u. . . U[Tpo1,2n) = [0, Tn),
akkor

o «: Ha « additiv, akkor valasszunk egy xq € I kezdépontot, és legyen

0 ha z = xg
F(z) =< a([zg,z))  ha x> xg

—a([z,z9)) ha x < x.

— Ha a < b < zq, akkor a([a,b)) = a([a,z0)) — «([b, 20)) = (—F(a)) —
(=F(b)).

— Ha a < o < b, akkor a([a,b)) = a([a,z0)) + o([z0,b)) = (—F(a)) +
F(b).

— Hazg < a < b, akkor a([a, b)) = a([z0,b)) —a([zo,a)) = F(b) — F(a).

Lemma

(a) Ha Fa (I,B(I), u) mértéknek eloszlasfiiggvénye, akkor F' monoton né
és balrol folytonos.

(b) A tovabbi intervallumtipusok mértéke F-fel kifejezve
0)— F(a) = F(b+0) — F(a—0), specidlisan

+
+0)— F(a) = F(a+0) — F(a —0);
b)— F(a+0)=F(b—-0)— F(a+0),

=
—~
~—~
8
=
N~—
~— — —
I
>

Bizonyitas.
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« Barmely a < b esetén F(b) — F(a) = p([a, b)) = 0, tehdt F(a) < F(b).

o Béarmely x,, /" a sorozatra, az [x,,a) intervallumok metszete ¢§. A mérték
folytonossaga miatt

0=u(g) = /L(ﬂ[a:n,a)) = lim p([z, a)) = lim (F(a)—F(z,)) = F(a)—F(a—0),
tehat F'(a — 0) = F(a).

o Barmely x, \| a sorozatra az [a,x,) intervallumok metszete az {a} pont.

n({a}) = p(ﬂ[a,xn)) = limu([a,x,ﬂ) = lim (F(xn)—F(a)) = F(a+0)—F(a).

—
8
=
L
N—
I

u(la0)) + n((0})
b+ 0)— F(a).

(

(

(@) = u(lav) = n(fa}) = (FO) = Fl@) = (Fla +0) = F(a) =
(b) = F(a +0).

(F(b) — F(a)) + (F(b+0) — F(b)) =

Kérdés (Megforditas?)

Van egy monoton névo F : I — R fiiggvényiink. Létezik-e olyan p Borel-
mérték, amelynek F' eloszlasfiiggvénye?

o A megforditas ezek utan olyasmi lenne, hogy kapunk egy monoton noévo
F . I — R fliggvényt, a megvaltozasabdl készitiink egy additiv interval-
lumfiggvényt, és ezt az additiv fuggvényt kiterjesztjiilk mértékké. Ha F
nem minden pontban folytonos balrél, akkor baj van. Ezen tobbféleképpen
segithetlink. Két fontos lehetdséget érdemes megemliteni:

— Kikothetjiik, hogy csak balrél folytonos F-et engediink meg.  Vagy:

— Az intervallumaink A félgyiiriijében nem engediink meg minden vég-
pontot.

x Csak az olyan végpontokat engedjiik meg, ahol F' balrél folytonos.
Vagy:
x Csak az olyan végpontokat engedjiik meg, ahol F' folytonos.
— Szerencsére egy monoton fliggvénynek legfeljebb csak megszamlalhaté
sok szakadési pontja lehet (mert minden szakadasnal atugrik raciondlis

szamokat, és egy raciondlis szamot legfeljebb csak egyszer ugorhat t),
tehat F folytonossagi pontjai stirtin vannak /-ben.
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Mostantol kezdve F': I — R monoton nové.

V < I egy siirti halmaz (a megengedett Végpontok halmaza).
AV minden pontjaban F' balrél folytonos.
A={Z}u{la,b):a,beV,a<b} (ami félgyfirtl),

a(d) =0és a([a, b)) = F(b) — F(a).
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Lemma

Legyen F': I — R monoton névé, V' < [ stirti halmaz gy, hogy V' minden
pontjaban F' balrdl folytonos,

={@} u{la,b) : a,be V,a < b} afélig nyilt intervallumok félgyiriije,
a(F) =0és a([a, b)) = F(b) — F(a).

Ekkor az o halmazfiiggvény additiv relativ kiils6 mérték.

A

Bizonyitas.

Az triviélis@, hogy o additiv.

Megmutatjuk, hogy « szubadditiv. Tegyiik fel, hogy az A = [a,b) inter-
vallumot lefedik a C; = [¢;,d;) (i = 1,2,...n) intervallumok; az kell, hogy

a(4) < 3 a(C).

i=1

Az A intervallumot a ¢;, d; pontok kis félig nyilt intervallumokra osztjak:
A=A u...u A

Minden j = 1,2, ..., k-ralegyen x(i,j) = 1, ha A; c Cj; egyébként A;nC; =
& és x(i,j) = 0.

Da(C) > RKalCin )= Ya(cie |i|,4j> Za(D(C ") -

Z(ZM@% =g(ix(z,ﬁ a(4)) -
-3 (;x@',j)) a(dy) > Z - a(4;) = a(4)

Most megmutatjuk, hogy a o-szubadditiv.

Tegyiik fel, hogy az A = [a,b) € A intervallumot lefedik a C; = [¢;,d;) € A

[ee)
(i = 1,2,...) intervallumok; azt kell igazolnunk, hogy a(A) < > a(C}).

i=1
Terv: Az A = [a,b) halmazt egy picit kisebb, de kompakt [a, '] interval-
lumra sziikitjik, a C; = [¢;, d;) fedé halmazokat pedig picit bévebb (¢}, d;),
nyilt intervallumokra. Utana a kompaktsag miatt véges sok C; is lefed, és
miikodik a szubadditivitas.
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e Vegylink egy € > 0-t.

o AV € An V megengedett végpontot ugy valasztjuk, hogy a([a,b’)) >
a([a,b)) —¢, vagyis F(b') > F(b)—¢; ilyen ¥ 1¢tezik, mert F' balrdl folytonos
b-ben.

« A ¢ < ¢; megengedett végpontot gy valasztjuk, hogy a([c}, ;) < a([ci, d;))+
26 vagyis F'(c) > F(¢;) — ;; ilyen ¢ is 1étezik.
o Tudjuk, hogy

[a,0] G [c:,d;) O(c’ d
i=1 i=1

e az [a, V'] intervallum kompakt, ezért lefedi az uni6bél véges sok nyilt (¢, d;)
is, mondjuk az els6 n darab.

[a,b)) = [a,b] < O(c;,d) c U[cg,di).

a(A) — ¢ < a([a,b)) Za <Z<Q(Ci)+;)<2a(@)+s.

o Végiil € — 0, kész.

Kovetkezmény

Az «a additiv és relativ kiilsé mérték, I o-véges, és az A altal generdlt o-
algebra B(I), ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint a egyértelmiien kiter-
jesztheto Borel-mértékké I-n.
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Definicié (1-valtozés Lebesgue—Stieltjes mérték)

e Legyen G < R nyilt intervallum,
e F': G — R monoton novo,
o« V < (G az F folytonossagi pontjainak halmaza,

« A= {&}u{la,b) : abeV,a< b} a folytonossigi intervallumok
félgytrtje,
e a: A—[0,0), a([a,b)) = F(b) — F(a), az F megvaltozésa a folyto-

nossagi intervallumokon;

o Legyen i = ¢, az a-hoz asszocialt kiils6 mérték. A neve: az F' meg-
valtozdsdbol szarmazo Lebesque—Stieltjes kiilsé mérték.

o Legyen p a 1 megszoritdsa a @i szerint mérhetd halmazokra. Neve:
az F megudltozdsdbol szirmazd Lebesque—Stieltjes mérték. (Thomas
Joannes Stieltjes 1856-1894)

~
| _

Tétel

Ha p az az F megvaltozasabol szarmazo Lebesgue—Stieltjes mérték, akkor:
« Bérmely folytonosségi intervallumra p([a, b)) = F(b) — F(a).

« Ha F balrdl folytonos, akkor minden intervallumra s ([a, b)) = F(b) —
F(a).

e Minden Borel-halmaz p-mérheto.

o 1 teljes.

,
.

Tétel

Barmely monoton névé F : I — R fiiggvény megvaltozasa indukal egy
lokalisan véges Lebesgue—Stieltjes mértéket, amelyre nézve minden Borel-
halmaz mérheto.

Tétel

p
\

Minden lokalisan véges Borel-mérték egy Lebesgue—Stieltjes mérték megszo-
ritdsa a Borel-halmazokra.

\




Ismétlo kérdések
o Mi a Lebesque-mérték eloszldsfiigguénye?

F(x)=z+C.

o Mi a szamldlomérték eloszlasfiigguénye?
— Nincs, mert a mérték nem lokalisan véges.
o Milyen Lebesgue—Stieltjes mértéket kapunk az egészrészfiigguvény megudltoza-
sabol?
p(A) = [AnZ.
o Milyen nemzetiségi volt Thomas Joannes Stieltjes?

— Holland.
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11. Lebesgue—Stieltjes mértékek véges di-
menziéban

Addititiv téglafliggvény. Eloszlasfiiggvény. Folytonossagi hipersik. A folytonossa-
gi hipersikok halmaza megszamlalhat6. Lebesgue—Stieltjes mérték véges dimenzi-
6ban. [Petruska, 69-72. o.]

Additiv intervallumfiiggvények

Most a vilag egy nyilt G < RP halmaz lesz. Tégldnak vagy intervallumnak az
[a1,b1) % ... x [ap,b,) alaki félig nyilt szorzatokat fogjuk nevezni, amelyeknek a
lezdrtja is része G-nek, vagyis elég kis € > 0 esetén (a; —e,b; +¢€) x ... x (a, —
g,b,+¢)  G. A téglék félgytiriijét jeloljitk mondjuk 7 -vel.

A téglak félgytrijén legyen o egy additiv, nemnegativ, véges fliggvény, « :
T — [0,00). Ezt az additiv intervallumfiigguényt szeretnénk kiterjeszteni mérték-
ké.

Eloszlasfiiggvény?

Tegyiik fel, hogy a : T — [0,0) véges, additiv figgvény. (Kikothetjitk, hogy
a(@) = 0, de ez az additivitasbdl kovetkezik.) Milyen G — R fliggvényt nevez-
hetnénk "« eloszlasfiiggvényének"?

2-dimenziéban azt varjuk el, hogy barmely [a,b) x [c,d) téglara

a([a,b) x [¢,d)) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c),

p
altaldban pedig barmely T' = X [a;, b;) téglara

i=1

by haeg =1 b, hae,=1
_ _1\e1t...teEp 1 1 D p
a3 Camr({n o ol

61,.‘.76;,]6{0,1}

tehat a tégla minden cstcsaban vessziik az eloszlasfliggvény értékét, ezeknek sakk-
tablaszeriien pozitiv és negativ eléjeleket adunk (a legfelsé cstics eldjele pozitiv),
és Osszeadjuk.

Ha G vagy « elég szép, mondjuk G az egész tér, akkor tudunk az additiv tég-
lafiiggvényiinkbol viszonylag szép, pl. minden koordinatdban monoton eloszlas-
fuggvényt késziteni. Példaul, ha a a Jordan-térfogat, akkor F'(x) = z1-...-x, egy
jo eloszlasfiiggvény. Ha G = RP és « tetszOleges, akkor lehet F'(x) = ia([O, x1) X
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...x[0,z,)), ahol a negativ z; esetén [0, z;) helyett az [z;, 0) intervallumot vessziik,
és az eldjel attol figg, hogy az x4, ..., z, koordinatak kozott hany negativ van.
Ha viszont G bonyolult, akkor — ... 666 ...

Folytonossagi hipersikok

Inkabb nem is fogunk eloszlasfiiggvényekkel bibel6dni, csak vesziink egy véges, ad-
ditiv a : T — [0, 00) téglafiggvényt, és az eloszlasfiiggvény folytonossaga helyett
kozvetlenil az o "folytonossagat" fogjuk vizsgélni.

Definicié (Folytonossagi hipersik)

Az z1 = c hipersik az a : T — R intervallumfiggvénynek folytonossagi
hipersikja, ha minden olyan R, € T csokkend téglasorozatra, amelyre

R, = [un,vy,) X [ag,ba) x ... X [ay,by), u, ¢ és v, \(c,

teljesiil, hogy a(R,) — 0.
A tobbi kordinatatengelyre merélegesen hasonléan definidljuk az zo = ¢,
.., ¢, = c alaku foytonossagi hipersikokat.

\ J

Lemma

Megszamlalhaté sok kivétellel minden, a tengelyekkel parhuzamos hipersik
folytonossagi hipersik.

. J

Bizonyitas. Nyilvan elég az x; = ¢ alaku sikokra.

Vizsgaljunk egy olyan kivételes c-t, amire xy; = ¢ nem folytonossagi hipersik.
A c-hez van egy R, = [un,v,) X [a2,b2) X ... X [a,,b,) csokkend téglasorozat,
amelyre lim «(R,,) > 0.

A (p — 1)-dimenzi6s [ag, ba) x ... x [ap,b,) téglat kicsit meghizlalhatjuk (ezzel
a hatarérték nem csokken), igy az ag, bo, ..., ap,b, koordinatakat raciondlis sza-
moknak is valaszthatjuk. Ezek utan valasszunk olyan a; < ¢ és by > c raciondlis
szamokat is, amelyekre [ay,b1) X ... X [ap,b,) € T.
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Vizsgaljuk most az

18y

lima(R,) = f(c+0) — f(c—0) > 0.
Végiil valasszunk egy g € (f(c —0), f(c + 0)) racionalis szdmot, amelyet az f(z)
fliiggvény a ¢ pontban atugrik. Ezzel minden kivételes c-hez rendeltiink egy raci-
onalis szamokbol allé (aq, by, ..., ap, by, q), sorozatot.

A sorozatbdl visszafelé kovetkeztetve az f(x) fliggvény egyértelmiien meghata-
rozott, és csak az ¥y = ¢ pontban ugorja at a ¢ értéket, tehat az (ay, by, . .., ap, by, q)
sorozat egyértelmiien meghatarozza c-t. Mivel racionalis sorozatbdl csak meg-
szamlalhato sok van, igy kivételes ¢ értékbdl is. O

A nem folytonossagi hipersikokkal baj van, ezért ezeket a kivételes kordinat-
értékeket nem fogjuk megengedni.

Legyen V < G az olyan (cy,...,c,) pontok halmaza, amelyekre mindegyik
x; = ¢; sik folytonossagi hipersikja a-nak, és legyen F az olyan téglak félgyt-
riije, amelyeknek minden csticsa V-beli. Ekkor a « fiiggvény o-szubadditiv
a F félgytrin.
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Bizonyitas. (Ugyanaz, mint az 1-dimenziés Lebesgue—Stieltjes mértéknél.)

o El6szor megmutatjuk, hogy « szubadditiv. Tegyiik fel, hogy az A téglat
lefedik a C1,. .. C, tégldk; az kell, hogy a(A) < > a(C;).

i=1
o Az A téglat a fedétéglak lapsikjai kisebb téglakra bontjak: A = Aju. .. Ay,

e Mindenj =1,2,..., k-ralegyen x(¢,7) = 1, ha A; < C;; egyébként A;nC; =
& és x(i,j) = 0.

=1 Aj vagy & =
= Z <Zx(w)> a(4)) = Y 1-a(4)) = a(4)

o Most megmutatjuk, hogy o o-szubadditiv.

o Tegyiik fel, hogy az A € A téglat lefedik a C1,Cy, ... € A téglak; azt kell
0

igazolnunk, hogy a(A) < X a(C;).
i=1

e Vegyiink egy £ > 0-t.

o Az A felsé lapsikjait befelé toljuk ugy, hogy a kapott A’ téglara cl A’ < A, és
a(A’) > a(A) — € legyen. (Lehet, mert a lapsikok folytonossagi hipersikok.)

o A C; alsé lapsikjat lefelé (kifelé) toljuk gy, hogy az igy kapott C! téglara
int C]  C; és a(C) < a(C;) + ; legyen.

o Fzek utan
o0

clA'c Ac LOOJCi c U(int Cy).
=1

i=1

o A kompatsdg miatt valamilyen n-re

Alc A c O(int C)) < UC’/
~ .



o Végiil € — 0, kész.

. eléadds, 2023.03.28. |

Kovetkezmény

Az o additiv és relativ kilsé mérték, G o-véges, és az A altal generalt
o-algebra B(G), ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint o egyértelmiien ki-
terjesztheté Borel-mértékké G-n.

Definicié (p-dimenziés Lebesgue—Stieltjes mérték)

Legyen G < RP nyilt, 7 azoknak a félig nyilt téglaknak a félgytiriije, ame-
lyeknek a lezéartja is része G-nek, és legyen o : T — [0, o0) additiv.

Legyen V < G az olyan (cy,...,c,) pontok halmaza, amelyekre mindegyik
x; = ¢; sik folytonossagi hipersikja a-nak, és legyen F az olyan téglak fél-
gylriije, amelyeknek minden csiicsa V-beli.

Az | z-hoz asszocidlt ¢ = ¢, 7 kiilsé mértéket az a-bol szdrmazo Lebesgue—
Stieltjes kiilsd mértéknek nevezziik.

A p-mérheté halmazok M o-algebrajara megszoritva, u = ¢|vm az a-bdl
szarmazo Lebesque—Stieltjes mérték, (G, M, u) a Lebesque—Stieltjes mérték-
tér.

J

Ha G = RP és a a Jordan-teriilet, akkor specidlis esetként a Lebesgue-mértéket
kapjuk.

Minden lokalisan véges Borel-mérték egy Lebesgue—Stieltjes mérték megszo-
ritdsa a Borel-halmazokra.

Bizonyitas.

o Legyen p lokalisan véges Borel-mérték G-n, azaz RP Borel halmazain értel-

mezett mérték. Ezt szeretnénk Lebesgue-Stieltjes mértékként eldallitani.

o Legyen T a (G belsejében fekvo, folytonossagi hipersikokkal hatarolt téglak

félgytiriije. Ezen pol7 egy additiv, o-szubadditiv téglafiiggvény.

« A G alaphalmaz o-véges pg|r szerint, mert felbontaté megszamlélhaté sok

folytonossagi tégla unidjara.

o A mértékkiterjesztési tétel szerint po|r egyértelmtien kiterjeszthetd egy
Lebesgue-Stieltjes mértékké a téglak altal generalt o-algebrara, vagyis a

Borel-halmazokra.
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o Az egyértelmiiség miatt pg = p.

Ismétlo kérdések
o Van-e eloszlasfiigguénye a p-dimenzios Lebesque-mértéknek?

— Van, pl. F(x) = 2125. .. 7).

Mikor NEM folytonossdgi hipersik az vy = 07

— Ha vannak olyan [ag, b2), ..., [ap,b,) intervallumok és w, 0, v, \, 0
sorozatok, hogy

lima([un,vn) X [ag, bg) x ... x [ap,bp)) > 0.

lgaz-e, hogy minden Lebesque—Stieltjes mérték Borel-mérték?

— Csak ha megszoritjuk a Borel-halmazokra.

lgaz-e, hogy minden Borel- mérték Lebesgue—Stieltjes mérték?
— Nem, Csak a lokalisan végesek.
« Miaz a CSEB?

— —Csoportos Elet- és Balesetbiztositds.
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12. Lokalisan véges Borel-mértékek regu-
laritasa

Meérheté halmaz kozelitése nyilt, zart, kompakt, G5 és F, halmazokkal. Regula-
ritds. Mérhet6 halmazok "tavolsdga". Minden Lebesgue-mérhet6 halmazhoz van
tetsz6legesen kozeli halmaz, ami véges sok (raciondlis koordindtdaja) téglalap uni-
6ja. [Petruska, 72-73. o.] [Petruska, 72-75., 59. o.]

Legyen X < RP nyilt, M < P(X) o-algebra X-en, amely tartalmazza
B(X)-et, és p lokalisan véges mérték M-en.

(Speciélis esetek: (X, M, u) Lebesgue—Stieltjes mértéktér, vagy éppen az
(RP, £, \) Lebesgue-mértéktér, esetleg (R, B, \).)

Ekkor tetszoleges H € M halmazra teljesiilnek a kévetkezok.

(la) Barmely € > 0-hoz van olyan
G < X nyilt halmaz, amelyre
HcGés pu(G\H) <e.

(2a) p(H) = inf{u(G)
G < X nyilt, H c G}.

(3a) Van olyan A € Gs(X) hal-
maz, amelyre Hc A és
w(A\H) = 0.

(1b) Barmely € > 0-hoz van olyan
F < H zart halmaz, amelyre

p(H\F) < e.

(@) p(H) = sup{u(K)
K kompakt, K < H}.
(3b) Van olyan B € F,(X)

halmaz, amelyre B c H és
u(H\B) = 0.

A (2) tulajdonségn, a Borel-halmazokat tartalmazé o-algebréan értelmezett
mértékeket hivjuk requldrisnak.

Bizonyitas.

(1a)

— Legyen T a félig zart téglak félgytiriije, o = p|r, és A a folytonossagi
téglak félgytrije.

— A mértékkiterjesztés egyértelmiisége miatt p = @q|a; a mértéket elé-
allithatjuk A-beli téglakkal valo fedéssel.

— Az alaphalmaz el6all, mint megszamlalhat6 sok kompakt (pl. kockak)
unidja: X = J K,.

— Mindegyik H n K, halmaz mérhet6, a mértéke véges, és tetszoleges
pontossaggal lefedhetd folytonossagi téglakkal.
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— A félig nyilt fed6 téglikat nyilt téglakra hizlalhatjuk. A meghizlalt
fedo téglak unidjaként létezik olyan G,, < X nyilt halmaz, amelyre

Ko H <Gy és p(Gy) < p(Hn Ky) +

o
— Legyen G = | G,; ekkor
0 ee}
G\H = | J(G,\H) = | ] (G\(H n K,))
n=1 n=1
W(G\H) < i (G \(HNK,)) = i W(HAK,) i 23

(1b) A komplementerekre attérve, létezik olyan F zart halmaz, amelyre H <
Fc X ép(F\H) <e, vagyis F < H és p(H\F) < e.
(2a) — Ha H < G, akkor u(G) = pu(H), ezért inf {u(G)} > n(H).
— Az (la)-b6l Ve > 0 inf {u(G)} < p(H) +e.
—Ve>0 p(H)<inf{u(G)} <p(H)+e e\, +0, kész.

(2b)  — (kompakt helyett zérttal ez is trivialis®™ lenne...)
— Ha K < H, akkor u(K) < pu(H), ezért sup {u(K)} < p(H).

— Minden m < u(H)-hoz keresiink olyan K < H kompakt halmazt, amire
u(K) > m.

— Az (1b) miatt van olyan F ¢ H zart halmaz, amelyre pu(F) > m.

— Minden pozitiv egész n-re legyen K, = F n B(0,n). Mindegyik K,
kompakt, | J K, = F.

— A mérték folytonossiga miatt lim u(Ky) = p(F) > m.

— Van olyan n, amelyre p(K,) > m.

— Tehdt Vm < u(H) m <sup{pu(K)} <p(H). m / p(H), kész.

(3a)  — Minden n-re legyen GG,, = X olyan nyilt, amelyre H < G,, és u(G,\H) <
1

g

— Legyen A =[G, € Gs.

— H < A és minden n-re

3\'—‘

pANH) < p(Go\H) <

— Az n — o hataratmenetbél u(A\H) = 0.
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(3b) Ugyantgy, mint (3a), vagy attérve komplementerekre.

Kovetkezmény

Tetsz6leges (X, M, 1) Lebesgue—Stieltjes féle mértéktérben
M = B*.

(Az, hogy a csillag mit jelent, attdl figg, mi a mérték!)

Bizonyitas.
o Az el6z6 tétel (3b) szerint

M={MuZ: MeF,(X), wZ) =0}

A (3a) szerint van olyan N € G4, hogy Z < N és pu(N) = 0.

M,N e B, u(N) = 0, tehat M < B*.

A Borel-halmazok mérhetok, ezért B < M.

o A minimélis, B-t tartalmazé o-algebra, amelyen u teljes, a B*. Ezért B* <

M.

Kovetkezmény (lokalisan véges Borel-mértékek regularitisa)

Tetsz6leges lokdlisan véges Borel-mértékre igazak a fenti (1-3) allitdsok

(M = B-re).

Megjegyzés

A lokalis végesség nem hagyhat6 el, ezt mutatja példaul a szamossagmérték.

12.1 Lemma (kozelités szép halmazokkal)

A Lebesgue—Stieltjes-, specidlisan a Lebesgue-mérheté halmazok kozel van-
nak szép Borel-halmazokhoz: ha (X, M, u) Lebesgue—Stieltjes mértéktér,
Ae M, és u(A) < oo, akkor barmely £ > 0-hoz van olyan B halmaz, ami
véges sok, raciondlis sarku tégla diszjunkt unidja, és u(AAB) < e.

.

Bizonyitas. Fedjiik le A-t egy téglasorozattal £/2 pontossiggal:
e}
Ac| R, D u(Ri) < u(A) +e/2.
i=1
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Legyen n olyan nagy, hogy >.° ., u(R;) < €/2, és legyen

B:Um.

i=1
Ekkor

u(B\A) < ,u( RZ-\A> <e/2,

ICs

és

) <

_[OJ Ri) < g/2.

) 1

Megjegyzés

Lehetne a mérhet6 halmazok kozott egyfajta félmetrikat csindlni: az A és
B halmazok tavolsdga N(AAB).

A fenti tétel azt is mondja, hogy a Lebesgue—Stieltjes mérhet6 halmazok majd-
nem ugyanazok, mint a Borel-halmazok: minden mérhet6 halmaz egy Borel-
halmaz (vagy csak F, halmaz) plusz nullmértékii zaj. A lemma szerint pedig
minden véges mértékii mérhetd halmaz néhany tégla unidja, plusz-minusz e-nyi
zaj...

Ismétlo kérdések
o Mit jelent az, hogy Borel-mérték?

(a) X topologikus tér, (X,B(X),n) esetleg
(b) X topologikus tér, M > B, (X, M, p).

o Mit jelent az, hogy eqy u Borel-mérték requldris?

— w(H) = inf {u(G) : G X nyilt, H c G} és
— w(H) = sup {u(K): K kompakt, K  H}.

o Miféle "szép" halmazokkal lehet kiozeliteni eqy véges mértéki halmazt?

— Beliilrél F,, kiviilrél G5 halmazzal, teljesen pontosan (0 pontossaggal);

— Véges sok félig nyilt tégla unidjaval, tetszoleges pontossaggal.
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II1. rész

Mérték szerinti integral

13. Mérheto fiiggvények

Meérhet6 fiiggvények, a mérhetdség kiilonbozé ekvivalens feltételei félegyenesek &s-
képeivel. Mérhetdség és miiveletek (min, max, alapmiiveletek, hatérérték, kompo-
z{ci6), megszamlalhat6 sok mérhetd fiiggvény pontonkénti szuprémuma, infimuma,
liminfje, limszupja, a konvergenciahalmaz mérhetosége. Luzin tétele.

Emléksziink, egy f : R — R fligvény akkor és csak akkor folytonos, ha barmely
H < R nyilt (zart) halmazra a H 6sképe, f~'(H) nyilt (zart). Az f: R - R
fliggvény akkor és csak akkor monoton, ha minden (véges vagy végtelen) I < R
intervallum 6sképe, f~!(H) is intervallum. A folytonossdg és a monotonitds is
nagyon fontos tulajdonsidg a Riemann-integralhatésag vizsdlata soran, de ezek a
tulajdonsagok torékenyek, egészen egyszerti miiveletek elrontjak oket.

Ugyanakkor az Gsképképzés egy nagyon kényelmes operacid, felcseréheto az
Osszes halmazmiivelettel: (véges vagy végtelen) unié sképe az &sképek unidja,
metszet Osképe az 0sképek metszete, komplementum Osképe az 6skép komplemen-
tuma stb.

A mérték szerinti integralok bevezetése el6tt a folytonossag és a monotonitas
egy kozos altalanositasat targyaljuk meg.

Definici6

Legyen (X, M) és (Y, N) mérheté terek és f: X — Y.

Az f leképezés (M, N)-mérhetd, ha minden A € N-re f~1(A) e M.

Ha N = B, akkor M-mérheté vagy csak mérheté.

Ha X, Y topologikus terek, M = B(X) és N = B(Y), akkor Borel-mérheté.
Ha M = L(R?) és N = B(Y), akkor Lebesque-mérhetd.

Sokszor nem a o-algebraval, hanem a mértékkel fejezziik ki: p-mérheto.
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Lemma

-

Legyen (X, M), mérhet6 tér, Y valamilyen halmaz és f : X — Y. Ekkor
N={AcY:f(A)eM)

o-algebra Y -on.

Bizonyitas.

o JeN, mert [P =T e M.
e YeN, mert f71(Y) =X e M.

o N zért a komplementumképzésre: ha A € N, akkor f~'(A) € M, {
TY\A) = X\f1(A) e M, tehat (Y\A) e N.

o N zért a megszamldlhaté uniora: ha Ay, As, ... € N, akkor minden k indexre

F7HA) e M, gy f7HUAR) = U fH(Ax) € M, tehdt (| Ax) € V.

Megjegyzés

A Lemma alapjan a mérhetdséget elég az N egy generatorrendszerére ellen-
érizni. Példaul a Borel-halmazokat generéljak a [—0, ¢) vagy a [—0, ¢] stb.
félegyenesek, és a ¢ végpontokat elég egy stirti halmazbdl valasztani.

Legyen (X, M) mérheté tér, f: X — R, S c R siirti. Ezek ekvivalesek:
o a f fiiggvény Borel-mérheto.
H[=0,0) ={z: f(z) <c} e M;
e minden c € S-re f~([-o0,c]) = {z: f(z) < ¢} € M;
H((
i

e minden c € S-re f~

e minden c€ S-re f~'((¢c,0]) = {z: f(z) > ¢} € M;

[e,00]) = {z : f(z) = c} e M.
e minden G c R nyilt halmazra f‘l(G) —{z: f(z)e G} e M.

e minden c € S-re f~

o minden I c R intervallumra f~'(I) = {z : f(z) e [} € M.
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Kovetkezmény

Specidlisan, minden folytonos R — R fiiggvény Borel-mérhet6, és minden
monoton R — R fiiggvény mérheto.

(10. el6adés, 2023.03.30. |

Meérheto6ség és miiveletek

Mérhetd fiiggvények kompozicidja mérhets: ha g : (X, M) — (Y,N) és
f:(Y,N)— (Z,K) mérhetd, akkor fog: (X, M) — (Z,K) is mérhetd.
Specialisan, ha g mérheto és f folytonos, akkor f o g mérheto.

Bizonyitas.
e Bdrmely A ¢ Z halmazra (f o g)7'(A) = g7*(f7'(A)).
« Ha A€ K, akkor f7*(A) € NV, de akkor g7 (f~!(A)) € M.

Ha f,g : X — R mérhetd, akkor cf, f + g, |f], max(f,g), min(f,g), f?,
1/f, fg, f/g is mérheté.

Bizonyitas.
o - f,|f| és f? egy-egy mérhetd és egy folytonos fliggvény kompozicija.

{x:f(:r)+g(a:)<c}= U ({x:f(x)<p}m{a::g(a:)<q}).

p,q€Q
p+g<c
max(f7g):f+g+2|f_g|’ mm(f’g):f+g—2!f—g|.
[ ] 2_ B 2
fg:(f+g) (f 9).

4

1/x mérhet6; 1/f két mérhetd fliggvény kompozicidja.
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Ha f1, fo,...: X — R mérhetd, akkor

(1) sup f,, és inf f,, mérhetd.

(2) limsup f,, és liminf f,, mérheto.

(3) Azon pontok halmaza, ahol lim f,, 1étezik, mérhetd, és a lim f,, fliggvény
is mérheto.

.

u

Bizonyitas.
{wsup fu(r) < cf = ﬂ{:v fulz) <}
{w:inf fu(x) < c} = U{l° fu(z) < c}. (1)
lim sup fnzi%f(gg}z fm); lim inf fnzsgp( inf fm). 2)
{ :liminf f,(z) <limsup f,(z)} =
- U (o mint £0) < s s o) > 0}) (8
P<d

Allitas

N
\
A

Ha fi, fo,... : X — Rmérhet6 és X az Ay, A, ... mérhet6 halmazok uniéja,

akkor az
fi(r) hazeA

f(x) =< fo(z) haxe A,

fiiggvény is mérheto.

.

Bizonyitas. Bérmely B € B(R) Borel-halmazra f~'(B) = |, (f,'(B) n 4,).

n

Kérdés

o Az alapveto épitokoveink, az Osszes elemi fliggvény Borel-mérhetd; az
alapmiiveletek, beleértve az esetszétvalasztast és a pontonkénti hatér-
értéket, nem vezetnek ki a Borel-halmazok és Borel-mérheto fliggvé-
nyek korébol.

o Egyaltalan tudunk nem Borel-mérhet6é R — R fliggvényt konstrudini?




Tétel (Luzin ( , 1883-1950))

Ha (RP, M, i) Lebesgue-Stieltjes-mérték, f : R? — R mérhetd és ¢ > 0,
akkor 1étezik olyan folytonos g : R? — R fiiggvény, hogy

u(o e R? s f(z) # g@)}) <.

Avagy, a Lebesgue—Stieltjes mérheto fiiggvények "kozel" vannak a folytonos
fiiggvényekhez.

Bizonyitas. Az f-et kompondlhatjuk egy olyan fiiggvénnyel, amely folytonos
t

bijekei6 R és (0,1) koztt (példaul y — oY
T

(0,1) fiiggvényekre igazolni.
Minden n-re és 0 < k < n esetén legyen

n—1
An,kz{xeRp:kéf(x)<k+1} és f"(x):ZfL'XAmk;
k=0

n n

+ 5), ezért elég az allitast R? —

1
ekkor tehat ‘f(x) - fn(m)‘ < —, és fo(x) — f(x) egyenletesen.
n

A p regularitdsa miatt minden n-re és k-ra léteznek olyan Z, , < A, zart

halmazok, amelyekre (A, \Zn i) < QL; legyen
n.pn
n—1 0
Zn=\JZur 6 Z=()%
k=0 n=1

A Z,, halmazok és a Z halmaz is zart.

Mindegyik n-re a f,(x) egy olyan egyszert fuggvény, amely a Z,, o, ..., Znn-1
diszjunkt zért halmazok mindegyikén konstans, tehét f,(x) folytonos ezek unié-
jan, Z,-en. A Z,-nek a Z is része, tehat az Osszes f,(z) figgvény folytonos Z-n.
Az egyenletes konvergencia miatt f = lim f,, is folytonos Z-n.

A Tietze féle kiterjesztési tétel szerint a zart Z-n folytonos f|; fiiggvény ki-
terjeszthet6 egy RP-n folytonos g fiiggvénnyé. Végiil,

n—1 o0 n—1

{reR”: f(z) # g(x)} = X\Z = UX\Z :uU(An,k\Zn)zL_JU A\ Zu k),

o n—1 o n—1

p({z eR7: f(2) # g(x)}) < Z 2 AN\ Zn) <
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Ismétlo kérdések

Mit jelent az, hogy eqy f : R — R fiigguény Borel-mérhetd?
— Minden Borel-halmaz 0sképe Borel-halmaz.

Mit jelent az, hogy egy f : R — R fiigguény Lebesgue-mérhets?
— Minden Borel-halmaz 6sképe Lebesgue-mérheto.

Igaz-e, hogy ha f: R — R és minden G = R nyilt halmazra f~(G) Borel-
halmaz, akkor f Lebesque-mérhetd?

— Nem, mert az f~({0}) és az f~*({—o0}) halmazokrél nem mondtunk
semmit.

Létezik-e NEM Borel-mérhetd fiigguény?

— Igen, pl. barmely nem Borel-mérheté halmaz karakterisztikus fliggvé-
nye.

Jo, akkor mutassunk eqy konkrét NEM Borel-mérhetd fligguényt!

— 066... 866... Kivalasztéasi axioma nélkiil ... 666... nehéz.
— (Inkabb megmondjuk, mi az a CSEB.)

Mondjuk ki a Luzin-tételt.

— Ha (R?, M, 1) Lebesgue-Stieltjes-mérték, f : RP — R mérhetd és e >
0, akkor létezik olyan folytonos g : R” — R fiiggvény, hogy u({x € RP:
f(z) # g(2)}) <e.
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14. Nemnegativ fiiggvények integralja

Egyszerii fiiggvények. Nemnegativ mérhetd fliggvény mint egyszerl fiiggvények
monoton névo limesze. Egyszerl fiiggvény integralja. Nemmnegativ mérhet fiigg-
vény integrdlja. Miiveletek. [Petruska, 52-57. o.]

Ebben a fejezetben lesz egy kozos, rogzitett ()& M, p) mértéktér; minden fugg-
vény az X-en vagy egy részhalmazan értelmes, és R-be képez. Szeretnénk az eddigi
integralfogalmakat kiterjeszteni mértékterekre.

Megallapodas: most, és a tovabbiakban is

0-0o=00-0=0.

Alsé és fels6 integralkozelité osszegek?

Most is probalkozhatnéank azzal, hogy az integralt alsé és felsé 0sszegekkel defini-
aljuk. Az X halmaz felosztasa azt jelentené, hogy az X-et felbontjuk megszam-
lalhaté sok diszjunkt mérheté halmazra: X = | | A;. A felosztdshoz tartozd alsé
és felsd osszeg s = Y, (infa, f) - p(A;), illetve S = 37, (supy, f) - w(A;).

Ha a fliggvény pozitiv és negativ értékeket is felvehet, akkor az also és a fels
Osszeg nem feltétlentil létezik, mert +o0o0 — oo alakt Gsszegek is el6fordulhatnak.
Ezért egyeldre csak memmnegativ értékid figguényeket fogunk integrdalni. Az alsé
integral ezek utan lehetne az alsé 0sszegek szuprémuma, a felso integral a fels6
osszegek infimuma; az integral akkor létezik, ha az als6 és a felso integral meg-
egyezik.

Vegyiik azonban észre, hogy az alsd és a felso integral barmilyen nemnegativ,
meérhetd fliggvény esetén megegyezik. Vegyiink egy ¢ > 1 szamot, és legyen

Ay = f7H{0}) = {z: f(x) = 0},
Aiq) = ([d ™) ={z: ¢ < fla) <q™'} (i€ ZU{N})
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A felosztashoz tartozé alsé és felsé Osszeg legyen s(q), illetve S(q); ekkor

a0 A < slg) < S(q) < D a™ - ulA) =g 4 - p(Ay)

€7 €7 €7

és emiatt

ffdu < ffdu < S(q) <q-s(g) < qffdu-
Ha ¢-val tartunk 1-hez, azt kapjuk, hogy {fdu = K fdu. Ezek utan sziikségtelen
also és felsd integralokkal és integralkozelitd osszegekkel foglalkozni. Csak az alsé
integrdlt fogjuk haszndlni.

Az als6 6sszegek esetében pedig elég az 0sszeghdl véges sok tagot megtartani,
mert az ilyen részletosszegek szuprémuma is kiadja a teljes sor Osszegét. Tehat:
nemnegativ mérhetd figguényekre csak also integral lesz, véges sok tagi also dssze-
gekkel.

Egyszeru fiiggvények integralja

A véges sok tagu alsé Osszegek maguk is egy-egy specialis, csak véges sok értéket
felvevo fliggvénynek egy, intuitivan integralnak tekintheté mennyisége.

Definicié (egyszerti fiiggvény)

Legyen (X, M) mérhet6 tér.

Az f: X — R egyszeri fiiggvény, ha mérhetd, és az értékkészlete véges.
Masképpen: f akkor mérhetd, ha vannak olyan Aq, ..., A, diszjunkt, mér-
het6 halmazok és cy, ..., ¢, szamok, hogy

f = Zci " XA;-
=1
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Definicié (egyszerii fiiggvény integralja)

Az f =Y ¢; - xa, egyszeril figgvény p szerinti integralja
i=1

7

gci p(Ai), jele L fdp = L f(x) dp(z).

Az f p szerinti integrdlja a H € M halmazon

p
.

Allitas
Ugyanannak a fiiggvénynek tobbféle felirdsa is lehet, mert a ¢; értékek kozott
egyenlok is lehetnek, de a képlet minden felirasra ugyanazt az értéket adja.

-
.

Példa

Ha X = {1,2,...,n}, és p a szamlalomérték, akkor a {1,2,...,n} — R
fliggvények az n hosszi szamsorozatok, minden fiiggvény egyszerii, és az
integral a sorozat Osszege.

Lemma

Nemnegativ egyszeri fiiggvényekre

Bizonyités. (1) Legyen X =| |, A; = | |; B, f =2 ¢i xa, és g =2;d; - XB;-

JXf =;C¢'M(Az‘) ICE (;M(Ai ﬁBj))
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Nemnegativ fiiggvények integralja

Definicié (nemnegativ mérhetd fiiggvény integralja)

Legyen (X, M, 1) mértéktér.
Ha f : X — [0,00] mérheté (a oo értéket is megengedjiik), és H mérhetd
halmaz, akkor az f fliiggvény u szerinti integralja

sup {f hdpy = h egyszeri fiiggvény, 0 < h < f} :
H

Jele
L fdp = L £(z) du(z).

Ha f nemnegativ egyszeri fiiggvény, akkor a kétféle integral-definicié ugyan-
azt az eredményt adja.

Bizonyitas. Trivialis® a Lemma (1) pontjébol.

Ha X = N, és p a szamlalomérték, akkor az N — R mérheto fliggvények a
végtelen szamsorozatok, és (egyelére csak nemnegativ tagi sorozatokra) az
integral a sor Gsszege.
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Legyenek f, g > 0 mérheto fiiggvények.
(1) Ha f < g, akkor §, fdu < {, gdy;
(2) §,cdp = cp(A)

(3) Ha pu(A) = 0, akkor §, fdu =0
(4) Ac Besetén §, fdu = §, xafdu
(5) ¢ = 0 esetén {cf =c( f;

6) §(f+9) = §F+5g.

Bizonyitas. (1-5) trivialis®; az utolsé bizonyitésa késSbb.

Ismétlo kérdések

Mennyi oo -07?

o Miért csak also integrdlt csindlunk?

— Azért, mert nemnegativ, mérheto fiiggvényekre az also és a fels6 integ-
ral ugyanaz.

o Felvehet-e eqy eqyszert fiigguény negativ értéket?
— Igen.
o Felveheti-e eqy eqyszeri fligguény a +oo értéket?

— Nem.

o Miaz f = Z ci - XA, egyszeri fligguény p szerinti integralja?

| rau= | seante ch ).
o Miaz f =0 mérhetd figgvény pu szerinti integrdalja?
f fdu = J f(z)du(z) = sup {f hdu : h egyszerti fiiggvény, 0 < h < f} .
X b's H

o Igaz-e, hogy a nemnegativ tagu sorok is tekinthetok mérték szerinti integral-
nak?

— Igen, ha a szdmossdgmérték szerint integralunk.
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(11. el6adés, 2023.04.04. |

15. Nemnegativ filiggvénysorozatok integ-
ralja

Monoton konvergencia tétel. A MKT. nem igaz csokkend sorozatra. Osszeg in-
tegralja. Beppo Levi tétele. Végtelen tablazat 6sszege mint a BLT specidlis esete.
Fatou-lemma. Példak, amikor a Fatou-lemmaéaban nincs egyenl6ség, illetve limsup-
pal egyik irdnyban sem igaz. [Petruska, 57-60. o.]

Tétel (monoton konvergencia tétel, MKT)

Ha (X, M, u) mértéktér, 0 < f; < fo... nemnegativ mérhetéek X-en és
E e M, akkor

L lim fudye = lim JE fudps

(Es mindkét hatarérték létezik. )

Bizonyitas. Feltehetd, hogy F = X, mert attérhetiink az (E, M|g, u) mérték-
térre vagy X\F pontjaiban a fiiggvényeket a konstans nullanak definidlhatjuk.

Vegyiik észre, hogy az allitasban szerepld hatarértékek és integralok mind 1é-
teznek, és f, < f miatt lim, o §, fudu < § fdp trivialis™. A masik irdnyd
egyenlotlenséget kell bizonyitanunk.

Vegyiink egy olyan, egyszeri fiiggvényekbdl allé gy, go, . .. sorozatot, amelyre
gm < fés §y gmdp — § fdp.

Most egy idore rogzitsiik m-et, és vegyiink még egy 0 < £ < 1 szamot is.

A g,, egyszert fiiggvény, tehat g,, = Zle cix4, valamilyen ¢; > 0 szamokkal
és paronként diszjunkt, mérheté A; halmazokkal. Minden n-re legyen A;,, = {z €
A; ¢ fulz) > (1 —€)e;}. A monotonitas, azaz f,1 = f, miatt A; 11 D A;,.

Az A; halmazon lim f,(z) = f(x) = ¢; > (1 — €)¢;, ebbdl kovetkezik, hogy
minden x € A;-hez van olyan n, hogy f,(z) > (1 — ¢)¢;, tehat x € A;,; ezért
Ur_, Ai = A, és igy

lim, 1Ay ) = p(Ay).

n—00

A h, = Zle(l —€)¢i - Xa,,, egyszert fiiggvény és hy, < f,, ezért

an > Jhn _ 2(1 —e)es - p(Avn).
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Az n — oo hatdrdatmenetbdl

végill m — oo:

Csokkend sorozatra a MKT nem igaz, pl. R-en f,(z) = L vagy (0,1)-en

=1
In = oz

Kérdés

Vajon van olyan ellenpélda is, amikor { f,, véges?

Ha f,g > 0 mérhetéek, akkor [(f +g) = { f + { g.

Bizonyitas. Minden pozitiv egész n-re legyen

fn(x)zmax{;n: kelZ, 0< mm(f(m),n)}

Ml??‘

és
k k
gn(z) = max {2_” keZ, 0< <o S < min(g(z), n)}
Ezek nemnegativ egyszeru fiiggvények, f, / f és g, / g; a MKT miatt

(f +g)dp =1lim | (f, + gn)dp = lim fodp + | gudp | =
J J (J o Jan)
= limffnd,u + limfgndu = ffdu + Jgdu.
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Tétel ( (1875-1961), BLT)

Ha f1, fo,... = 0 mérhetdk, akkor

| (i fn> djs il | s

Bizonyitas.

0 N MKT N
| <2 fn> du= | (jggnw;fn> =" Y, [ (Z fn> a

N o0
_ -y = - du.
N%;Lf 7 ;Lf 7

Ha X = N és p a szamlalomérték, akkor visszakapjuk azt, hogy ha egy végtelen
tablazatban nemnegativ szdmok vannak, akkor az oszloposszegek Osszege egyenlo
a sorosszegek Osszegével:

Kovetkezmény

an = 0 esetén

Tétel (Fatou-lemma, (1878-1929))

Ha fi, fo,... = 0 mérhetdk, akkor

J (liminf f,)dp < lim inff Jrndp.
X X

Bizonyitas. A g,(x) = iI;f fm(z) figgvénysorozat pontonként monoton né, igy

n—o *m=n m=n

fX(lim inf f,)dp = L{ ( lim ( inf fm d,u hm f 1nf fm dp =

:liminff (mf fm)d,u hmmff fadp.
n—a0 X m=n
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Példak

1. Lehetséges, hogy a Fatou-lemméban a két oldal nem egyenld, pl. legyen
a [0,2) intervallumon

£ = x([0,1)) ha n paros
" X([l, 2)) ha n péaratlan.

Barmely = € [0,2)-re az fi(x), fa(x),... sorozat felvaltva 0 és 1, ezért
liminf f,(z) = 0.
Ugyanakkor S[o %) frndA = 1 minden n-re, ezért

f (liminf f,)dA =0 < lim ian fodX = 1.
[0.2) b¢

2. A Fatou-lemma lim inf helyett lim sup-pal egyik iranyban sem igaz.

(2a) Az el6z6 példaban limsup f,,(x) = 1 és

J (limsup f,)dA =2 > limsupf fndX = 1.
[0,2) X

(2b) Az X =R, f, = %X(O,n) figgvénysorozatra lim f, = 0 és { f,, = 1, ezért
f (limsup f,)dA =0 < lim supf fodX = 1.
R R

Egy masik példa: X = [0,1], fn = n- Xx©0,1/n)-

A Fatou-lemmat is érdekes felirni akar csak kéttagu osszegekre: tetszéleges
ai,Q,...=06s by, by, ... >0 szadmokra

liminf a,, + liminf b,, < lim inf(a,, + b,).
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15.1 Tétel

Legyen f > 0 mérhet6 fliggvény a (X, M, u) téren, Ekkor a

o M= [0,0], 90(14)=Lfdu

fuggvény mérték M-en.

Bizonyitas. Az tr1v1ahs‘f’3’7 hogy ¢ = 0 és p(J) = 0, ezért elég azt igazolni,
hogy a ¢ halmazfiiggvény o- additiv.

Tegytik fel, hogy A = |_| B,,, akkor x4 = Z XB, €8

n=1 n=1

ffdu J xa- f)du = JX (gxlgn-f> dji -

BLTZJ XB, - du—Z fau = > @(By).

Ismétlo kérdések
e Mondjuk ki a monoton konvergencia tételt.
— Ha 0 < f; < fo < ... mérhetok, akkor lim SX fodu = SX(lim fn)dp
o Mutassunk példakat arra, hogy a MK'T nem igaz csokkend sorozatra.

— Ren f, =+
— (0,1)-en g, = .

T

o Mondjuk ki a Beppo Levi-tételt.

— Ha fi, fo,... = 0 mérhetok, akkor

L <§]1 fn> dp = ,i JX Jndp.

o Mondjuk ki a Fatou-lemmat.

— Ha fi, fo,... = 0 mérhetdk, akkor
J (liminf f,) dg < lim infj frdp.
b's b's

105



o Ki sziiletett el6bb? Beppo Levi vagy Fatou?

— Beppo Levi (1875) < Pierre Joseph Louis Fatou (1878)
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16. Valds és komplex értéki fiiggvények in-
tegralja

ElGjeles és komplex fiiggvények integralja. Rogitett fiiggvény integralja, mint elo-
eles/komplex mérték.

Definici6

o Valos értékii mérheto fiiggvényekre

Lf@FiLﬁdM—Lfﬁ#

ha kivonhat6k egymésbol, vagyis ha §, frdp és {, f-dp koziil leg-
alabb az egyik véges.

Az f mérhetd fiiggvény a p mérték szerint integralhatd, ha §, fidp és
§x f-du is véges. (Lebesgue-mérték esetén Lebesque-integrdalhato stb.)

o Komplex értékli mérheto fliggvényre

| rau=| Repau+i | mpan

és csak akkor értelmezziik, ha mindkett$ véges. (Tehat, egy komplex
értékii fuggvény integralja nem lehet végtelen).
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Tegyiik fel, hogy §, fdu és §, gdpu is értelmes.
) §x fdp véges < §, | f|dp véges.
(2)
f cf du = cf fdu. (komplexre is).
X X

3) Ha {, fdu és §, gdu létezik és osszeadhatok, akkor §, (f + g)du is
létezik, és

L(f+g) dp = Lfdwr Lgdﬂ-

waFﬁQﬂw.

. J

Bizonyitas.

1)
JQ@=Lﬁw—Lﬁwésme=Lhw+Lﬁw

(3) Elég a valds eset igazolni, utdna a komplex eset trivialis®.

o Az osszeadhatésag miatt (§, fi dp és §, g4 dp is véges), vagy (§y f- dp és
§x 9 dp, is véges).

o Néhény specialis eset:

— Ha A, B diszjunktak, és f > 0, akkor {, . fdu =7, fdu+§,fdu.
(Mér volt.)

— Ha f,g >0, akkor §,(f +¢)du=1§, fdu+7§,9dn.  (Mér volt.)

—Ha f>g>06és(,gdu véges, akkor §,(f —g)du =1, fdu—T§,gdpu.
(Az el(')'zé atrendezése.)

o Szétbontjuk az alaphalmazt 6 részre f, g és f + g el6jele szerint:
A ={zeX:f>0,9=0}; Ay={re X:f<0,9g <0}
Ay={zeX:f=20,9g<0,f=|gl}; As={reX:f=>0,9<0,lg>f}
A3 ={reX:9=20,f<0,9g=|f]}. As={reX:9=0,f<0,|f] >g}
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L(f +g)du = L(f +g)ydp —L(f +g)_du

s fos Lol )
R R W
(el L) ff0)
(el fo) (oo
(o) (ol Lo

(2a) valds esetben:

e Ha ¢ > 0, akkor

ch=f(cf)+—f(0f)=0Jf+—cff=c<ff+—ff) —c|s

9



o Ha ¢ < 0, akkor

[er=[ten-—[en-= s rels. = -1 Uﬁ—Jf_) [

(2b) A komplex esetben kibontjuk valds és képzetes részekre: legyen u = Re f,
v=Imf, d=Rec,e=Img;

fcf: f (d-rei)(uiv) — f ((du—ev) +(dvteu)i) = f (du—ev)—kz’f(dv—keu)
=dJuer+diJv+eiJu= (d + ei) (JU+ZJU> =cff.

(4) A valds esetben

fdu‘=
X

Lf+du—fxf—du <Lf+du+Lf_du
= | (fy +f)du= | |fldp.
JX JX

(12. eléadas, 2023.04.06. |

o A komplex esetben el6szor elforgatjuk f-et gy, hogy SX f dp nemnegativ
valés legyen.

« Egy alkalmas egységnyi w komplex szdmmal w - § « f dp nemnegativ valds.

Lfdu‘=wj fdu=Re<wf fdu> =R6(L(wf)du>
- | Retwh)dn < [ 1rlan
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Az integral, mint el6jeles mérték

Legyen f valds vagy komplex értékil figgvény az (X, M, i) téren, amelyre
§ fdu létezik. Ekkor az

o M = [0,0], @(A)=Lfdu

fiiggvény eldjeles, iletve komplex mérték M-en.

Bizonyitas. Elég a valos esetet igazolni; komplex mérték esetén kiilon-kiilon igaz
a tétel a valos és a képzetes részre.
Ismét csak p(J) = 0, és azt kell igazolni, hogy a ¢ fliggvény o-additiv.
Legyen ¢ (A) =, f+du és p_(A) = §, f-dp; a 15 tétel szerint ezek mérté-
kek, és § f definicidja miatt ¢ = @, —¢p_.
o)
Ha A = | | B,, akkor

n=1

21%(371) = %(QB”) = ¢+(A) = L fedp  és 2190—(371) = L fodu

koziil legalabb az egyik véges, ezért a két sor tagonként kivonhatd egymasbol:

o0

©(By)

|
s
°
®
N
||

(§0+(Bn) - @—(Bn)) = Z 80+(Bn

I
RNl

n

i
—
3
I
—
3
I
—

Kozelités szép fiiggvényekkel

Legyen G < RP nyilt, (G, B, ) Lebesgue—Stieltjes mérték, f integralha-
t0 és € > 0 tetszOleges. Ekkor létezik olyan h fiiggvény, amely véges sok
folytonossagi tégldn konstans, azokon kiviil 0, és {, [f — hldp < e.

Avagy, az integralhaté fiiggvények vektorterében stirin vannak az olyan
"szép" fuggvények, amelyek véges sok téglan konstansok, azokon kivil az
értékiik 0.

Bizonyitas.
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o A program:

— Elég G — [0, 0] fiiggvényekre bizonyitanunk, utdana kiilon-kiilon ke-
reshetiink megfeleld fiiggvényeket a (Re f)4, (Re f)_, (Im f),, (Im f)_
fiiggvényekhez és e/4-hez.

— Az f: G — [0, 0] fiiggvényt egy g = D>, ¢k - xa, egyszeri fiiggvényre
k=1
cseréljik.

— Az A, halmazokat véges sok folytonossagi tégla unidéjaval helyettesit-
jiik.

o Legyen tehat f: G — [0, 0], u-integralhato.

e Van olyan g = i ck - Xa, egyszerl fuggvény, amelyre 0 < g < f és SG( f—
g)du < g/2. =

o Az f integralhatosdga miatt mindegyik pu(Ay) véges.

e« A 12 Lemma miatt Mindegyik Aj-hoz vannak olyan By "szép" halmazok,

amelyek véges sok folytonossagi tégla unidi, és u(ArABy) < ﬁ
n|Ck

o Legyen h = > ¢t xB,-
k=1

o Azt allitjuk, hogy A h egy "szép" fiiggvény. Ez trivialis™, ha a By halmazok
diszjunktak. Altaldban, a téglakat az 6sszes felhaszndlt lapsikkal kisebb
tégldkra tovabb bonthatjuk. Igy mér csak annyi torténhet, hogy néhany
tégla tobb By halmazban is szerepel, de ettdl még a fiiggvény "szép" marad.

o Az f és g tavolsaga:

dup <

2 Ck(XAk - XBk)
k=1

£

g
| =i | 17 = glaus | lg—nlau= 5+ |
G G G G

€ " £ "
< -+ p(ARABE) < = + -
5 ;;_1 |ck| - (ARABy) 5 ;—1 |ck]

2n|ck| B

Ismétlo kérdések

o Hogy definidaltuk a mérték szerinti integralokat?
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— Valds értékli mérheto figgvényekre

Lfdu=Lf+du—Jdeu

ha kivonhatok egymasbol, vagyis ha {, fi dp és §, f- dp koziil legalabb
az egyik véges.

— Komplex értékii mérhet6 fiiggvényre

L fdu = L(Ref) dji+ i L(Im 1) du

és csak akkor értelmezziik, ha mindketto véges.
Hogy definialtuk az improprius Lebesque—Stieltjes integralokat?
— Sehogy.
Felveheti-e eqy fiigguény integrdlja a —oo értéket?
— Igen.

Eqgy roggzitett fiigguény integraldsdaval eldjeles mértéket készitink. Felveheti-
e ez a mérték a —oo értéket?

— Igen.
Milyen mérhetd fiigguényt kozelithetink "szép" fiigguényekkel?

— Lebesgue—Stieltjes integralhatokat.
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17. Fiuggvénysorozatok integralja

Fatou—Lebesgue tétel. Korlatos kovergencia tétel. Domindlt konvergencia tétel.
Az integral kiterjesztése majdnem mérhetd fliggvényekre. Ha > || f,||1 konvergens,
akkor f, — 0 m.m. [Petruska, 57-60. o.]

Definicid

Legyen X tetszéleges halmaz, fi, fa,...: X — R vagy fi, fo,... : X — C,
és g: X — [0,00].

« Ha minden z € X-re és n € N-re |f,(z)| < g(x), akkor azt mondjuk,
hogy

o a g fiiggvény domindlja az f1, fs, ... fliggvénysorozatot.

-
-

dominans vs. majorans Q

Egyszer valaki megkérdezte az Analizis 4 el6adason, hogy mi a kiilonbség do-
mindns és a sorokra vonatkozo Weierstrass-kritériumban szereplé majorans
kozott.

o dominans (latin): uralkodé

o dominus (latin): ur, Ur isten, uralkodd, csaszar, kényur, zsarnok, pa-
rancsolo, igazgato, intézo, rendezd, tisztelendo tur, tulajdonos, gazda,
hazigazda, haziur, kedves, szeretd

» maior (latin): nagyobb, tébb, nagykori, dicsekvibb, erésebb, fonto-
sabb, hatalmasabb, hevesebb, id6sebb, jelentosebb, magasabb, stlyo-
sabb, tagasabb, tekintélyesebb, tulzottabb, viharosabb

o dominant (angol): uralkodd, kiemelkedd, tilstlyban levé

» mayor (angol): polgdrmester, varosbird
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Lemma (Fatou-Lebesgue tétel)

e Ha fi,fo,... : X - Rés g : X — [0,00] mérhetd fiiggvények az
(X, M, ) mértéktéren,

e g domindlja az fi, fo, ... figgvényeket, és SX g véges, akkor

J (liminf f,) dp < lim inff frdp < lim Supf fadp < f (lim sup f,) du.
X e Ix X X

n— n—0o0 n—00

Bizonyitas.

o Mivel |f,| < g, az is igaz, hogy |liminf f,| < ¢ és |limsup f,| < g, ezért
Sx [fuls §5 [Miminf f,| és § [limsup f,| mind véges, az értékiik legfeljebb § g.

o Tehat: Az allitasban szerepld integralok mind léteznek és végesek.

o A g a o értéket is felveheti, de csak egy nullmértékii halmazon.

o Ezt a halmazt elhagyjuk X-bol, és a maradékon bizonyitunk, ahol g és az
Osszes f, fliggvény értéke véges.

o A nullmértéki halmaz elhagyasa nem valtoztatja meg az integralok értékét.

o Az elsO egyenl6tlenség bizonyitasa: Fatou-lemma a g + f,, = 0 fliggvényre.

f (liminf f,) dp = f (liminf(g + f.) —g) dp
X X

atou

:J (liminf(g + £,)) du—J ngFg liminfj (g9 + fn) du—f gdu
= lim inf <J (g + fo)dp — f gdu) = liminff fndpu.

o A kozépsé egyenlGtlenség trivialisf™®.

o Az utols6 egyenlotlenség bizonyitasa: Fatou-lemma a g— f,, > 0 fiiggvényre.

n—00 n—0o0

JX(lim sup f,) dp = JX (9 —liminf(g — f,)) du

Fatou

~ [ odu— | (imintto— £) 4" | g~ tmint | (- 1)

= lim sup (J gdp — J (9— fn) d,u> = thUPJ fndp.
n—0o X X n—w0 Jx
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Tétel (dominalt konvergencia tétel, DKT; nagy Lebesgue-tétel)

e Ha f1,f2,... : X > Rvagy fi,fo,... : X - C, ésg: X — [0,0]
mérheté fiiggvények az (X, M, u) mértéktéren,

« g dominélja az f1, fo,. .. figgvényeket, és {, g véges, és

e fn, — f pontonként, akkor

J fdu = limf frdp, avagy J (lim f,,) dp = limf frdp.
X X X X

Bizonyitas.

o A val6s esetben
J fdu= f (liminf f,,)dp < lim inff fudu
X X n—0oo
< limsupf frdp < J (limsup f,,) dp = J fdu.
X

n—o0 n—a0

o A komplex esetben kiilon-kiilon alkalmazzuk ugyanezt a valés és a képzetes
részre.

Példa (Tannery tétele; Jules Tannery (1848-1910))

o Legyen minden k,n € N-re ai(n) valés vagy komplex szdm 1gy, hogy

D18

ai(n) konvergens minden n-re

k=1

o Minden k-ra ag(1),ax(2),... konvergens;
e My, M,,...> 0 olyan sorozat, hogy minden k,n esetén ‘ak(n)‘ < M,
és Z Mk < Q0.
Ekkor

06}

lim ) a(n) "E" Z lim a
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Az utolsé feltétel nélkiil nem igaz:

1(1) =1 CLQ(l) =0 03(1) =0 (l4(1) =0 (15(1) =0 x=1
a1(2) =0 CLQ(Q) =1 (13(2) =0 a4(2) =0 a5(2) =0 x=1
a1(3) =0 a3(3) =0 a3(3) =1 a4(3)=0 a5(3) =0 Y=1
a;(4) =0 a2(4) =0 a3(4) =0 a4(4)=1 a5(4) =0 =1

lim := 0 lim =0 lim.Z 0 lim:= 0 lim:= 0 . > lim 75 lim X

Tétel (korlatos konvergencia tétel, KKT; kis Lebesgue-tétel)

o Ha (X, M, ) véges mértéktér, vagyis pu(X) véges,

e fi,fo,... : X — R vagy fi,fe,... : X — C mérheto fiiggvények,
egyenletesen korlatosak, és

e fn, — f pontonként, akkor

J fdu = limf frdp, avagy J (lim f,,) dp = limf frdp.
X X X X

Bizonyitas. Kovetkezik a DKT-bél: ha |f,| < M minden n-re, akkor g = M j6
dominans.

Ha 1 < k < K esetén ag(1),ax(2),... konvergens szamsorozat, akkor
K K
: KKT
iy 3, av(m) "2 ), ity

Sorozat helyett fiiggvény hatarérték?

A konvergenciatételeinket (MKT, BL, F1, KKT, DKT) csak sorozatos forméban
mondtuk ki. Az atviteli elvek segitségével atirhatjuk paraméteres integralokra.
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Legyen (X, M, u) véges mértéktér, I — R intervallum, f: X x [ - R,
ugy, hogy

Minden t € I esetén az x — f(z,t) szekcibfiiggvény mérheto,
Minden x € X esetén a t — f(z,t) szekcidfiiggvény folytonos.

Ha f korlatos, akkor az

mw:Lfmww

paraméteres integral folytonos.

Bizonyitas.

o A folytonossagra vonatkozo atviteli elv miatt a folytonossag bizonyitasahoz
elég azt ellendrizni, hogy ha a,t1,ts,... € I, és t,, — a, akkor F(t,) — F(a).

o Legyen g,(z) = f(z,t,) és g(z) = f(x,a); ekkor g,(x) — g(a) pontonként.

lim F(t,) = lim | gndp "E" f gdp = F(a).
X X

n—oo n—0o0

Példa (ugyanez dominalt konvergenciatétellel)

Legyen (X, M, ) véges mértéktér, I € R intervallum, f: X x [ — R,
gy, hogy

Minden t € I esetén az x — f(x,t) szekcibfiiggvény mérheto,
Minden z € X esetén a t — f(x,t) szekciéfiggvény folytonos.
Ha van egy integralhat6 g : X — [0, 0] figgvény, amire barmely z,t

esetén f|(z,t)| < g(z), akkor az

ﬂﬂ=Lf@ﬂM

paraméteres integral folytonos.

J

Félre: Latjuk mar, hogy a paraméteres integralokrol szold tovabbi tételeink
atirasahoz az X x I szorzaton kell majd integralni...
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Majdnem mindenhol mérhet6 fiiggvények

Definicié (majdnem mindeniitt teljesiil tulajdonsag)

Legyen (X, M, ) mértéktér és T : X — {igaz, hamis}. A T tulajdonsig
az A halmazon p-majdnem mindenditt, rovititve p-m.m. vagy csak m.m.
teljestil, ha van olyan N nullmértékii halmaz, hogy A\N-en T konstans
igaz.

Teljes mértéktéren a definicié egyszerlibb: az a halmaz, ahol T" hamis, u-
nullmérték.

Definicié (majdnem mérheté fiiggvény)

Legyen (X, M, ) mértéktér. Az f fuggvény p-majdnem mérhetd, ha egy
nullmértékii halmazon megvaltoztathatjuk/definidlhatjuk gy, hogy mérhe-
t6 legyen.

J

Lemma

Ha f és g mérhetSk az (X, M, u) téren és f = g p-m.m., akkor {, f =, g.
(Ha az egyik létezik, akkor a mésik is.)

Kovetkezmény

Az eddigi integralfogalmakat egyértelmiien kiterjeszthetjiikk majdnem mér-
het6 fiiggvényekre.

A kiilonb6z6 konvergenciatétekeink igazak maradnak majdnem mérheto
fiiggvényekre is.

Van, amikor egy allitas csak m.m. igaz:

(1) Ha f > 0 mérhetd fuggvény az (X, M, 1) téren, és §, fdu = 0, akkor
f =0 p-mm.

(2) Ha  fi1, f2,... mérheté fluggvények az (X, M,u) téren, és
0 0
> Sy [fnldp < o0, akkor 3} fi(x) p-m.m. a-re konvergens.
n=1 n=1

J

Bizonyités. (1) Minden n-re u(f > 1) = 0, kiillénben az integrél pozitiv lenne,
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ezért
p(f >0) =limp(f > 3) =0.

(2) Legyen g = >} |fn]- A Beppo Levi tétel miatt

L gdp = ZJX | faldpe < o0,

ezért g < oo m.m.. Akkor viszont Y] f,,(x) m.m. x-re abszolut konvergens, tehat
konvergens.

Ismétlo kérdések
o Mondjuk ki a Fatou—Lebesque tételt.

— Ha az f,, fiiggvénysorozatot dominalja egy integralhaté fliggvény, akkor

J (liminf f,) dp < lim inff fodp < lim supf fadu < J (limsup f,) du.
X e Jx - Jx X

n—0o0 n—0

o Mondjuk ki a domindlt konvergencia tételt.

— Ha az f, figgvénysorozatot domindlja egy integralhaté fiiggvény, és
fn — [ pontonként, akkor

J fdu = lirnf S dp, avagyf (lim f,,) dp = limj frdp.
X X X X

o Mondjuk ki a korldtos konvergencia tételt.

— Ha f,, egyenletesen korlatos fiiggvénysorozat egy véges mértéktéren, és
fn — [ pontonként, akkor

J fdu = limf frndp, avagyf (lim f,,) dp = limj frdpe.
X X X X

o lgaz-e, hogy ha eqy figguény majdnem Lebesque-mérhetd, akkor Lebesque-
mérhetd?

— Nem, csak ha mindenhol értelmezett. (Majdnem igaz.)
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(13. eléadas, 2023.06.13. |

18. A Riemann-integral 1étezésének felté-

telei

Fiiggvény alsé és felsé burkoldja. A burkold fiiggvények félig folytonosak, ezért
Borel-mérhet6k. A Riemann-integralhatésdg Lebesgue-féle ekvivalens feltétele.
[Petruska, 76-80. o.]

A célunk annak a bizonyitdsa, hogy egy korlatos fiiggvény akkor és csak akkor
Riemann-integralhato, ha a szakadéasi helyeinek halmaza Lebesgue-nullmértéki.

Félig folytonos fiiggvények

Definicié (félig folytonos fiiggvények)

Legyen A az R vagy RP vagy egy mas metrikus tér részhalmaza és f : A — R.

o Az f fuggvény felilrdl félig folytonos (f.f.f.) az a € A pontban, ha

Ve> f(a) 30 >0 Vxe B(a,0)nA f(z) <ec

o Az f fuggvény alulrdl félig folytonos (a.f.f.) az a € A pontban, ha

Ve< f(a) 36 >0 Yz e B(a,0) n A f(z) > ec

Megjegyzés

Ha f(a) véges, akkor ¢ helyett f(a) + e-t is irhatunk:

o fIff aban < Ve>0 30>0 Vre B(a,0)nA f(z) < f(a)+e,

o faff aban < Ve>030>0VereB(a,d)nA f(z)> f(a)—e.
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Lemma

Legyen f : A — R és a € A. Ezek ekvivalensek:
(la) f f.ff. az a pontban.
(1Ib) Barmely ¢ > f(a)-ra a relativ belsé pontja f‘l([—oo, ¢))-nek.

(Ic) limsup f(z) < f(a).

r—a, TEA

Hasonléan, ezek is ekvivalensek:

(2a) f a.f.f. az a pontban.

(2b) Barmely ¢ < f(a)-ra a relativ belsé pontja f‘l((c, o0])-nek.
(2¢) liminf f(z) = f(a).

r—a, rEA

Bizonyitas. (la) és (1b) ugyanaz, csak mdas nyelven. Mindkett azt mondja,

hogy
Ve> f(a) Ir>0 VYreBla,r)nA f(z)<e (x)

(x) =(1c): minden ¢ > f(a)-hoz van olyan r > 0, hogy
Ve e B(a,r)n A f(x)<c,
igy az x — a hataratmenetbdl

Ve > f(a) limsup f(z) <,

r—a, €A

A ¢ — f(a) + 0 hatardtmenetbdl limsup f(z) < f(a),

r—a, €A

(lc)= (*): a limsup alaptulajdonsiga, hogy

Ve > limsup f(x) Ir>0 VreB(a,r)nA f(x)<ec

r—a, rEA

A feltevés szerint f(a) = limsup, ,, ,c4 f(7); ha valami minden ¢ > limsup, ,, ,ea f(7)-
re igaz, akkor minden ¢ > f(a)-ra is igaz.
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Kovetkezmény

(1) f:A— Rakkor és csak akkor f.L.f., ha barmely ¢ € R-re f~([—0,¢))
relativ nyilt A-ban.

(2) f: A — R akkor és csak akkor a.f.f., ha barmely c € R-re f‘l((c, 0])
relativ nyilt A-ban.

(3) A félig folytonos fliggvények Borel-mérheték.

Bizonyitas. (1) = Ha f f.f.f. és c € R, akkor
—1(r_ : -1(r_
ve fH([-w,0) = fl@)<c = =ze€ 1gtf ([—0,¢))

tehdt f~'([—c0,c)) minden pontja belsé pont, tehat f~*([—o0,c)) relativ nyilt.
(1) <: Barmely a € A-ra

Ve> f(a) = aeint f7'([—w,0)),

tehat f f.f.f. az a pontban.

Alsé6 és fels6 burkoléfiiggvény

Definicié (fiiggvény alsé és fels6é burkoldja)

Legyen A az R vagy RP vagy egy méas metrikus tér részhalmaza és f : A — R.
Az f figgvény felso és also burkoldja

f(a) = inf (supf(B(a, T) N A)) = lim (sup f(B(a,7) n A))
= max (limsup £(2), £(a)).

illetve
fla) = ililg (inff(B(a, )N A)) = rlil}rlo (inff(B(a,r) N A))
= min (liminff(ac), f(a))

r—a

Ezek mind ugyanazt adjak:

e Az 7 — sup f(B(a,r) N A) fiiggvény monoton nd, ezért inf sup(...) =
limsup(...);
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rlirJrrlo sup f(B(a,r) n A) = lim max <sup f(B(a, )N A),f(a)>

r—+0
max(z,y) folytonos

= max <Tlin+10 supf(B(a, r) N A),Tliquof(a))

— max ( limsup f(z), f<a)>.

r—a, TEA

(2) f(a) = f(a) akkor és csak akkor, ha f folytonos a-ban (a folytonossa-
got ki kell terjesztentink a +oo értékekre).

Bizonyitas.
(1) trivialis®, mert

f(a) = min (ligl_jglff(x),f(a)) < f(a) < max (hmsup f(:v),f(a)) = f(a).

r—a

(2) Ha f(a) = f(a), akkor az (1) miatt f(a) értéke is ugyanez, és

limsup f(z) < max (lim sup f(x), f(&)) = f(a) = f(a) = f(a) =

Tr—a r—a

= min (lianjglff(x), f(a)) < lim inf f () < lim sup f(z);

r—a

ezeknek mind egyenléknek kell lenni, tehat liminf f(z) = limsup f(z) = f(a),

T—a T—a

tehat f folytonos a-ban.
Megforditva, ha f folytonos a-ban, akkor lim inf f (x) = limsup f(z) = f(a),

ezért o
F(@) = max (limsup f(2), f(a)) = fla) & f(a) = min (lminf (). (@) = f(a).

A fels6 burkol6 f.f.f., az alsé burkolé a.f.f..

Bizonyitas.
« Az igazoljuk, hogy f f.f.f..

o Legyen c € R tetszoleges; azt kell igazolni, hogy ?_1 ([—oo, c)) relativ nyilt.
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o Vegyiink egy tetszéleges a € ?_1([—00,0)) pontot; az kell, hogy a ennek
relativ belsé pontja.

o A feltétel szerint f(a) < c. Valasszunk egy c; szdmot is, amelyre f(a) <
cp <C.

o A felsé burkol6 definiciéja miatt van olyan r > 0, hogy sup f(B(a,r)) < c1,
tehat barmely x € B(a,r) n A esetén f(z) < ¢;.

o Barmely b € B(a,r) n A pontban f(b) < ¢; és limsup f(x) < ¢, tehat
f(b) < ¢ <c tehdt be f7([—o0,c)).

r—b

« Ez minden b-re igaz, tehit B(a,r) n A < [~ ([, ¢)).

Kovetkezmény

Az alsé és a felsd burkold is Borel-mérheto.

A Riemann-integral létezésének feltételei

Legyen f : [a,b] — R korlatos fiiggvény. Ha I3, I, ... < [a,b] intervallum-
sorozat, amelyeknek ¢ kozos relativ belsé pontja, és |I,,| — 0, akkor

i}lff — f(c) éssup f — f(c).
n I

Bizonyitas. Legyen
R, =min{r >0:B(c,r) > L} + %, r,=max{r>0:(B(cr)n[ab]) c I,}

Ezek 0-hoz tartanak.

A tartalmazéds miatt

sup f(B(c,r,)) < sup f(I,) < sup f(B(c,R,))

Végiil rendér-elv: az alsé és a fels6 becslés is f(c)-hez tart.
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Lemma

Legyen [a,b] < R zéart intervallum, és f : [a,b] — R korldtos fiiggvény;
ekkor

b
dex - fd o és ffdx - Fd.
da [a b] [a,0]
v 2
als6 Riemann-integral alsé burkolo L-integralja felsd Rlemann integral fels6 burkol6 L-integrélja
Bizonyitas.

o Az integréalok léteznek, mert a burkolok korldtosak és Borel-mérhetok.

o Minden porzitiv egész n-re, osszuk fel az intervallumot n egyenld részre az
a=2Tpo<Tpi <...<oTy, =0bpontokkal.

e Legyen
1nf[$n,i—laxn,i] f ha‘ T e (I’I’L,i—IJ In,i)
an(T) = nfa, o000] f ha @ = 2,0
n - .
1nf[xn,i7hxn,i+1] f haz=x,;,0<i<n
1nf[xn,n717$n,n] f ha z = Tn,n,
és
Sup[l‘n,i,hxn,i] f ha’ X € ('xn,i—lﬂ xn,z)
PO I S S TR
n - .
SUP[2 i 1,2n,i41] f ha 2 = T,y 0<i<n
Sup[xn,n—hxn,n] f ha T = x?’l,’n'
T

» (U

o A felosztashoz tartozo alsé és felsé Riemann-integralkozelité osszegeket az
o, és (3, integraljaként is felirhatjuk:

b b
Sp = J ap(z)de = f oy, dA, Sp = J Bn(z)dz = B dA.
a [mb] a [avb]

Az el6z6 Lemma miatt a,(z) — f(z) és B,(z) — f(x) pontonként.
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o A KKT miatt

b
f fdzr = lim s, = lim o, dA KET és

fdA
n—a0 n—o0 [a,b] J‘[a,b] —_
ﬁndAKET‘[ FdA.
[a.b] [a.b]

n—0o0

—b
dex— th = lim

b

Legyen f : [a,b] — R korlatos.

b
(1) Az J f dz Riemann-integral akkor és csak akkor létezik, ha az [a, D]

intervallumon az f figgvény A-m.m. folytonos.

b
(2) Ha az f f dx Riemann-integral létezik, akkor f Lebesgue-mérhetd, és

b
J Jllae) dlay — fdA
a [a,b]

Bizonyitas.

b —b
(1) A Riemann-integral létezik < f fdu = f fdp <= f

\ -

Lbﬂu = f A=0 = [-f=0 mm =

Amm. < f)\mm folytonos.

(2) Ha a Riemann-integral létezik, akkor f = f A-m.m., tehdt f A-majdnem
Borel-mérhet6 és

b b
f f(x)dxsz(a:)dxz fdA = fdA.
a Ja [a,b] a,b]

[a,

Megjegyzés

Abbdl, hogy az SZ f Riemann-integral 1étezik, nem kovetkezik, hogy f Borel-
mérheto.

Példaul a Jordan-nullmértékii Cantor-halmaznak létezik nem Borel-mérheto
N részhalmaza (mert csak kontinuum sok Borel-halmaz 1étezik).

A yy fiiggvény Riemann-integralhato, de nem Borel-mérhetd.
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Megjegyzés

A bizonyitisok dtvihetok példaul a tobbdimenzids Jordan-mérték szerinti
integralokra.

Ha A c RP Jordan-mérhetd és f : A — R korldtos, akkor az § 4/ Riemann-
integral akkor és csak akkor létezik, ha f az A A-m.m. pontjaban folytonos.
[lyenkor f Lebesgue-mérheté is, és a Riemann- és a Lebesgue-integral értéke
ugyanaz.

(Az datvihetd azt jelenti, hogy hézi feladat végiggondolni. @)

Ismétlo kérdések
o Legyen f: R — R. Mit jelent az, hogy f f.f.f. az a pontban?

Ve>0 30>0 VxeB(a,0) f(x)<fla)+e.

e Rakjuk sorba nagysdg szerint: f(a), f(a), limsup f(z), llgljclgff(x)

r—a

f(a) <liminf f(z) < limsup f(x) < f(a)

o FEzekben az egyenldtlenségekben mikor van egyenldség?

— f(a) = liminf,, f(z) ha... f a.ff a-ban;
— liminf, ., f(z) = limsup,_,, f(x) ha... létezik lim f(z);

— limsup,_,, f(z) = f(a) ha... f fff. a-ban.
o Mikor Riemann-integrdlhaté egy [a,b] — R figguény?

— Ha korlatos, és a szakadasi helyeinek halmaza Lebesgue-nullmértékii.
o Igaz-e, hogy minden Riemann-integralhato fligguény Borel-mérhetd?

— Nem
o Igaz-e, hogy minden Riemann-integrdalhato fiigguény Lebesque-mérhetd?

— Igen
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IV. rész

Meértékek differencialasa

-~

Mértékek differencialasa???

Legyen (X, M, ) rogzitett mértéktér.

e Minden f : X — R vagy f : X — C integralhaté fiiggvényhez a M o-
algebran definidltunk egy ¢(A) — § 4/ dp el6jeles vagy komplex mértéket.

o Az f fliggvényt nevezhetjik a ¢ mérték siriségfigguényének.

o Ilyen modon az integrdlas figguényekhez rendel eldjeles, illetve komplex mér-
tékeket.

o Ennek megforditasa az, hogy a ¢ eldjeles vagy komplex mértékhez kerestink
olyan f fiiggvényt, aminek ¢ az integralja.

« Bizonyos értelemben a ¢ eldjeles vagy komplex mértéket kell differencidlni
a [t meérték szerint.

o Ha (X, M,u) az 1-dimenziés Lebesgue mérték egy intervallumon, akkor a
© mértéket azonosithatjuk az eloszlasfiggvényével.

o Tehat a ¢ derivalasa helyett probalkozhatunk az eloszlasfiigguény hagymad-
nyos értelemben vett differencidldsdval is.

o Kérdés, hogy az eloszlasfiiggvény differencidlasaval visszakapjuk-e a stiri-
ségfliiggvényt.

o Azt is meg lehet kérdezni, hogy egy altaldnos monoton fliggvényt van-e
értelme differencialni. . .

129



19. El6jeles mértékek variacioéi

Eléjeles és komplex mértékek. Elbjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.
Majorans mérték. Pozitiv, negativ és totalis variacié. A totalis varidcié majoralja
a pozitiv és a negativ variaciét. [Petruska, 85-89. o.]

Eddig olyan mértékekkel foglalkoztunk, amelyeknek minden értéke nemnega-
tiv. Most egy kicsit az olyan o-additiv halmazfiiggvényeket fogjunk megvizsgalni,
amelyek negativak (s6t, komplexek) is lehetnek, mint példdul a gazdasagi noveke-
dés vagy az intelligencia.

— Két rendor taldlkozik az utcan.
— — Hat te meg hol jartal?

‘ — Intelligenciateszten voltam.

— Es milyen lett?

— Szerencsére negativ.

2.10:32 2. szeptember. 12. 10:514= ITTHON

A negativ névekedés is novekedés - megszdlalt
a Blesden képvisel6

Mindig ugyanazon az (X, M) mérhet6 téren fogunk jatszani.

Definicié (elGjeles és komplex mérték, ujra)

¥ : M — R el6jeles mérték, ha 9(F) = 0 és a 9 fiiggvény o-additiv.
¥ : M — C komplex mérték, ha J(F) = 0 és a 9 fuggvény o-additiv. (Az
értéke csak véges lehet. )

Példak

Hogy gyarthatunk el6jeles és komplex mértékeket?

Pl. el6jeles mértéket készithetiink gy, hogy vessziik két mérték kiillonbségét:
U = py1 — pe. Fontos, hogy py(X) és pua(X) kozil legaldabb az egyik véges
legyen, hogy mindig el lehessen végezni a kivonast.

A komplex mértékeknek a valds és a képzetes része is egy-egy véges elGjeles
mérték. Ennek a mintajara gyarthatunk vektorértékii mértékeket is: minden
koordinata egy-egy el6jeles mérték...

Egy masik, nagyon fontos lehetoség, ha egy fiiggvényt integralunk: vegyiink
egy f mérhetd fuggvényt, egy p mértéket, és legyen J(A) = §, fdp.

Elojeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.

Bizonyitas. Ha (X, M, ¥) el6jeles mérték, és felveszi a +oo értéket, tehat J(P) =
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oo valamilyen P < X halmazra, akkor az additivitds miatt J(X) = 9(P) +
Y(X\P) = w0 (a jobboldalon csak 6sszeadhaté mennyiségek lehetnek.)

Ha pedig 9(N) = —oo valamilyen N < X halmazra, akkor az additivitds miatt
VX)=9(N)+I(X\N) = —o0.

Definicié (marjorans mérték)

Az (X, M, p) mérték majordlja az (X, M, 1) eléjeles/komplex mértéket, ha
minden A € M-re [J(A)| < p(A).

(14. el6adés, 2023.04.18. |

Variaciok

Definicié (elGjeles mérték varidcioi)

Legyen (X, M, 1) el6jeles mérték.
o A 9 totdlis varidacidgia T : M — [0, 0],

Y

T(A) = sup{ |W(B)| + |W(C)|: B,Cc A BnC = @}

zsup{2|19(Bk)| TLEN, BkCA, BkﬁBgzg}
k=1

=S sup{ Z |’l9(Bk)| 8 Bk C A, Bk N Bg = @}

k=1
(Ezek egyenlSk, mert az azonos eldjelil tagokat dsszevonhatjuk.)
o A ¥ pozitiv varidcidja
m: M —[0,0], m(A) = sup{ ¥(B) : B c A}.
o A ¥ negativ varidcicja

v: M —|0,00], v(A) =sup{ —9(B): Bc A}
= —inf{ ¥(B) : B c A}.
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Legyen (X, M, ) komplex mérték. A O totdlis varidcidja

Mol () =sup{ DOE]: ne N, B 4, B - 7

k=1

= Sup{z 19(By)|: Be< A, By By = @}.

k=1
A kétféle definicié ugyanazt az értéket adja:

o A véges Osszegeket kiegészithetjiik iires halmazokkal, és
o A végtelen Osszegekhez tarthatunk véges 6sszegekkel.

.....

mérték, akkor a pozitiv és negativ variacioi m, illetve v.
1. 7, m, v mértékek.
2. T majoralja ¥-t.
3. Ha 9 el6jeles mérték, akkor 7 majordlja 7-t és v-t.

4. A 7 a legkisebb mérték, ami majoralja J-t.

Bizonyitas. (1a) 7 mérték: trivialis®, hogy m(A) = 9(Z) = 0, tehat 7 > 0.
Az is trivialis®™, hogy () = 0. Azt kell bizonyitani, hogy 7 o-additiv. Tegyiik
fel, hogy Ay, Ay, ... € M diszjunktak és A = | | A,. Azt kell igazolnunk, hogy
m(A) = > 7(Ay).

Mindegyik n-hez vegytlink egy olyan B, 1, By2,... < A, sorozatot, amelyre
0 <9 (Bpx) — m(A,). Ekkor minden k-ra és N-re

S -o( 1) <o

Most k — o0, majd N — oo hataratmenet:

1=
=X

3
|
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A, A, o la, A A, A, |, A

Megforditva, legyen C1,Cs, ... < A olyan sorozat, amelyre 9¥(Cy) — m(A), és
legyen C, 1, = A, n C. Ekkor

HCr) = 19( h Cn,k) = i V(Cri) < i m(An);

n=1 n=1

A k — oo hatdrdatmenetbdl

m(A) = lim 9(Cy) < ) w(An). (++)

Az (x) és (=) egyiitt azt adja, hogy m(A) = > m(A,).

(1b) 7 mérték: 7(&) = 0, és trivialis®, hogy 7(A) = ¥(F) = 0; most is a
o-additivitas kell; Legyen megint A = | | A,.

Mindegyik A,-hez és mindegyik k-hoz vegyiik 7(B,,)-nek egy kozelit6 osszegét
ugy, hogy ezek k — oo esetén 7(B,,)-hez tartsanak, vagyis vegytk B, ¢ < A, hal-
mazok sorozatanak egy sorozatat ugy, hogy mindegyik n, k-ra a By, 1, Bug2,... C
A, halmazok diszjunktak, és limy_,o o | [9(Bure)| = 7(A,). Rogzitett k-ra a
B, 1.0 halmazok diszjunkt részei A-nak, ezért minden N-re

Z (Z |19(Bn,k,e)|> < 7(A).

(=1
k — o0
N
D ir(A,) < T(A).
n=1
N — o



Bira Byka By

Blkl BJ./\.Z
Birs By

B”.A.'i

A Ay

|

b
=

A megforditashoz vegytik 7(A) kozelit6 dsszegeinek egy sorozatét, vagyis Cyp <
A halmazokat gy, hogy régzitett k-ra Cy, 1, Co, . . . diszjunktak, és limy_.o >~ [H(Ch)| =
T(A) Legyen ka’g = An M C]C’g.

19( |i| Cn,k z) <

(=1 =1 n=1 =1 |n=1

< S HCups) = Y (2 wwnu)}) <Y r(A,)
¢(=1n=1 n=1 /=1 n=1

(2) T majoralja ¥-t, mert:

e Minden A € M-re [9(A)| a 7(A) egyik kozelits osszege, tehat 7(A) = [9(A)].

(3) 7 majoralja m-t és v-t, mert:

« Minden B © A-ra ¥(B) < [9(B)| < 7(A), ezért m(A) = sup{J(B) : B
A} < 7(A).

(4) A 7 a legkisebb mérték, ami majorédlja 9J-t, mert:

o Tegyiik fel, hogy valamilyen p mérték majoralja v-t, akkor

o Barmely By,..., B, < A diszjunkt halmazokra
DB < Y] u(B) < p(A),
k=1 k=1

o és ilyen Osszegekkel tarthatunk 7(A)-hoz,
« tehat 7(A) < p(A).
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Ismétlo kérdések

e s

— Egy részhalmaz elég:
m(A) =sup{ J(B) : Bc A} v(A) =sup{ —9(B) : Bc A}

c /e s

— A valés esetben ketto:
7(A) = sup { [9(B)| + |[9(C)|: B,C < A, BnC =g},

— A komplex esetben véges sok:

T(A) zsup{ZW(Bkﬂ: neN, B, c A, BkmBgzg}

k=1
o Milyen BTEX paranccsal dllithatjuk elé a O betit?

— \vartheta
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20. El6jeles mértékek felbontasi tételei

El6jeles mérték szerint 1étezik maximalis és miniméalis mértéki halmaz. Hahn-
felbontds. Jordan-felbontds. 7 = 7 + v. [Petruska, 85-89. 0.]

Célunk a kovetkezok bemutatasa.

o Minden elgjeles mérték el6all, mint két mérték kiilonbsége: ha (X, M, 1)
el6jeles mértéktér, a variaciéi 7, m és v, akkor

— ¥ = m — v (Jordan-felbontas)
—T=7m7+4+V
— X =PuN, 7 =49|p, v=—9|y (Hahn-felbontas)

e Minden el6jeles vagy komplex mérték el6all integral alakban.

Lemma

Minden eldjeles mértéknek van maximuma és minimuma, avagy:
Ha (X, M, 4) el6jeles mértéktér, akkor

e —v(X)<¥<w(X).
o Létezik olyan A € M halmaz, amelyre 9(A) = 7(X).

o Létezik olyan B € M halmaz, amelyre ¥(B) = —v(X).

Bizonyitas.
(1) Barmely H € M esetén

o m(X) =sup{d(P): Pe M} =9(H) és

e v(X)=sup{—d(N):NeM}=—-9H).

o Az a kérdés, hogy ¥ felveszi-e a m(X) és —v(X) értékeket.
o Elég a maximum létezését igazolni.

1. eset: (X)) = o0, azaz ¥ nem korlatos feliilrél. Olyan A halmazt kerestink,
amelyre ¥(A) = .

Nevezziink egy V' € M halmazt "végtelennek", ha (V') = o0, és egy végtelen V'
halmazt "bonthaténak" (v.6. "Rontom-bontom, kisnyulacska!'!), ha vannak olyan
E és W diszjunkt részhalmazai, amelyekre J(E) > 1 és m(W) = co.

'Ez a fenyegetés kb. annyit tesz, mint "Agyonverlek és kibelezlek, nyuszikdm"; inkdbb ne
mondjuk a gyerekiinknek. (Petéfi sem a sajat gyerekének mondta, hanem —Arany Jdnos gye-
rekének. @
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Vegyiik észre, hogy nem bonthaté végtelen halmaznak a végtelen részhalmazai
sem bonthatok.

la. eset: Minden végtelen halmaz bonthato, beleértve az X-et is. Ekkor
bontva és tovabb bontva

X o BiuVi o Biu(BauV,) o Biu(Byu (Bzuls) o Ll

)

de akkor Ey, Es, ... diszjunkt halmazok, mindegyikre ¥(E,) > 1, igy az A = | J E,
halmazra ¥(A) = > d(E,) = 0 = 7(X).

Olcllen

3

Vs

Vi

Vi

1b. eset: Van nem bonthaté végtelen halmaz. Legyen V| egy ilyen.

" Indirekt tegyiik fel, hogy ¥ értéke soha sem oo.

Készitiink egy V) o V) © V5 © ... sorozatot nem bonthato végtelen halmazok-
bol. Vo mar megvan.

Ha V,, mar megvan, akkor valasszunk egy olyan V,,,; < V, halmazt, amelyre
Y (Vpy1) > max(9(V,) + 1,1); ilyen halmaz biztosan 1étezik, mert 9(V},) véges és
(V) = .

A V,, halmaz két fele a V.1 és V,,\V,,11. Mivel 7 additiv, valamelyik fél halmaz
végtelen. Az elsé felére 9(V,,1) = 1. Mivel a V,, nem bonthaté, a mésik fél nem
lehet végtelen. Tehat V)., is végtelen halmaz, raadasul része a nem bonthatd
V,-nek, tehat 6 sem bonthato.

s - . ~
Vo W . N

) 1/?3

Ky Ky

. J

Most legyen K, = V;,\V,,41; ekkor

ﬁ(Kn) - 79(Vn) - 19(‘/71-1—1) < -1,
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az N = | J"_, K, halmazra ezért J(N) = Y J(K,) = —0. Az N és V; halmazokra
N c V1, 9(N) = —0 és ¥(V1) > 0, de az lehetetlen, hogy a pozitiv mértékii Vy-nak
legyen egy —oo mértékii részhalmaza, ellentmondés. 4

2. eset: w(X) véges, azaz ¥ felilrdl korlatos.
Sziikségiink lesz a kovetkez6 becslésre: ha 9(H) = n(X) —¢, és R < H, akkor

I(R) = 9(H) — I(H\R) > (1(X) — &) — 1(X) = —¢.

Vegyiink minden n pozitiv egészhez egy P, € M halmazt, amire J(P,) >
1
max(m(X) — 27,0). Legyen Qi = |J_, P. (a Q, sorozat csokkend) és A =
ﬂle Qr- °

Barmely k-ra

Qr="P v (Pk+1\Pk) V) (Pk+2\<PkUPk+1)) v (Pk+3\<PkUPk+1UPk+2>> )

ezért

R(X) > 9(@Q0) = 0P+ Y. ﬁ(Pn\QPe) > (700~ )+ i = (X

Ezek utan

:]

(X) —9(4) < ( (Qr) + 2) —9(A) = H(Q\A) + 2 _

ﬁ( J@\Qu)) + 52 = 2 01Q0) = (@) + 55 <

< izwm ~ (w(x) - 273;;) o= (i 2n2+1) o= ;Z

Végiil k — oo: 1atjuk, hogy 9(A) = m(X).

e

Kovetkezmény

7(X) és v(X) kozil legalabb az egyik véges.

Bizonyitas. A 20 lemma szerint 7(X) és —v(X) is értéke ¥-nak, de a 19 tétel
szerint nem lehet mindkettd végtelen.

2A limsup P, = ﬂzo= 1 (UZ; & Pn) halmazt hivjuk a P, halmazsorozat limesz szuperiordanak:
azokbdl a pontokbdl all, amelyek végtelen sok P, halmaznak elemei.

A sorozat limesz inferiora liminf P, = | J;_; ((n_y Pu), €z azokbdl a pontokbél 4ll, amelyek
véges sok kivétellel minden P, halmaznak elemei.
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Tétel (Hahn-felbontas (

Ha 9 elgjeles mérték az (X, M) mérheté téren, akkor X felbonthato két
diszjunkt részre: X = P u N gy, hogy a P mérhet6 részhalmazain 9 > 0,
és az N mérhet6 részhalmazain 9 < 0.

Avagy, ha a 9 pozitiv és negativ variaciéi w és v, akkor m(N) = 0 és v(P) = 0.

Bizonyitas. 1. eset: m(X) < .

Legyen P < X olyan halmaz, amelyre ¢(P) = 7(X) és legyen N = X\ P.

Tetsz6leges H < P esetén 9(H) = J(P) — 9 (P\H) > n(X) — n(X) = 0, igy
valéban v(P) = 0.

Tetsz6leges H < N esetén V(H) = )(Pu H) —9(P) < n(X) —n(X) =0, igy
valéban w(N) = 0.

2. eset: m(X) = oo. Ekkor v(X) véges, felcseréljitk P és N definicidjat.

Egyértelmii-e a Hahn-felbontas?

Nem, de 7-majdnem: ha X = P, u N; = P, U Ny két Hahn-felbontés, akkor
a PPAP, = NJANy; = (P U Py) n (N7 U Ny) halmazon 7 = v = 0, vagyis
T(P,AP,;) = 0; a szimetrikus differencia részhalmazain ¢ konstans 0.

(15. el6adés, 2023.04.20. |

Kovetkezmény

m(A) =3 (AnP)ésv(A) = —9(AnN).

Bizonyitas. Barmilyen B < A-ra
Y(B)=9(BnP)+d(BnN)<I(BnP)+I(A\B)nP)+0=39AnP).
Ha B = A n P, akkor egyenl6ség van. Tehat

m(A) = max {J(B) : Bc A} =J(An P).

Kovetkezmény (Jordan-felbontéas (

)

Ha 9 el6jeles mérték, a pozitiv és negativ variacioi = és v, akkor

¥=7—r.
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Bizonyitas. Legyen a Hahn-felbontas X = P u N. Barmilyen H mérhet6 hal-
mazra

VH)=Y9HnNP)+I9HNN)=n(H)—v(H).

Kovetkezmény

Ha 9 el6jeles mérték, a pozitiv, negativ és totalis variacioi m, v és 7, akkor

T =7+ U.

Bizonyitas. Legyen a Hahn-felbontas X = P u N. Barmilyen H mérhet6 hal-
mazra és barmilyen A, B ¢ H diszjunkt részeire

()] + [9(B)] < (94 P + 940 N)|) + ([9(B 0 )| + [9(B 2 N)]) =
= (7(A) + v(A)) + (7(B) + v(B)) = 7(Au B) + v(A U B) m(H)+v(H);
példaul ha A= H n P és B = H n N, akkor egyenl6ség van. Ezért

7(H) = max {[9(A)| + [9(B)| : A, B < H diszjunktak} = 7(H) + v(H).

Kovetkezmény

19(X ) akkor és csak akkor Véges ha 7(X) és I/(X ) véges.

.....

Tegyiik fel, hogy f mérheté az (X, M, pu) mértéktéren és minden A € M
esetén ¥(A) = §, f du. Ekkor

e (X, M,9¥) Hahn-felbontdsa P = {z : f(z) >0}, N = {z : f(z) < 0}.
e m(A) =, frdu & w(A)=(,fdp ,
o 7(A) =T Ifldu= SA(f+ +f-)dp = m(A4) + v(4),

W(A) = §, fdp=§,(f+ = f-)dpu = 7(A) —v(A).
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Az el6jeles mérték, mint integral

Kovetkezmény

Ha 9 elojeles mérték, a pozitiv, negativ és totalis variacidi w, v és 7, akkor
barmely A € M mérhet6 halmazra

I(A) = L(XP ) dr

Tehat, minden el6jeles mérték eloall, mint egy fliggvény integralja valami-
lyen mérték szerint.

Vajon igaz-e valami hasonl6 Osszefliiggés komplex mértékekre? Avagy, ha o

komplex mérték, akkor létezik-e olyan mérheté f fiiggvény, amelyre |f| = 1,
és barmely A mérhet6 halmazra

I(A) = L £ dr?

Ismétlo kérdések

Milyen meértékfelbontdsi tételeket tanultunk?
— X =Pu N, n=9|p, v=—19|y (Hahn-felbontas)
— ¥ = m — v (Jordan-felbontas)

—T=n+V

Egyértelmii-e a Hahn-felbontds?

— Nem, de majdnem. 7-majdnem egyértelmi.

o Miegy Ay, Ag, ... halmazsorozat limesz szuperiora és limesz inferiora?
o] ee} 0 e}
limsupAnzﬂ(UAn), limiann=U(ﬂAn)
k=1 n=k k=1 n=k

o Arany Janos melyik gyerekéhez irt verset Petdfi?

— Arany Lacinak
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21. Lebesgue-felbontas

Meérték tartoja. Abszolut folytonos és szinguldris mértékek. Adott mértéknél
nem nagyobb maximélis szingularis mérték. Lebesgue-felbontas. Egyértelmiiség.
[Petruska, 90-91. o.]

A kovetkezo fejezetekben azt fogjuk vizsgdlni, hogy milyen elGjeles és komplex
mértékek irhaték fel, mint valamilyen fliggvény integralja egy megadott mérték
szerint.

Vegyiik el djra azt az esetet, amikor mértéket valamilyen fiiggvény integral-
jaként definidltunk: mondjuk (X, M, p) mértéktér, f olyan mérheté fiiggvény,
amelynek létezik integralja X-en, és barmely A € M-re 9(A) = {, fdu. Spe-
cidlisan, ha f : R — R Borel-mérheto, és létezik a Lebesgue-integralja, akkor
U(A) = §, fdX egy elbjeles Borel-mérték.

Konnyt mutatni olyan mértéket, amely nem &ll el6 Lebesgue-integral alakban,
pl. a szamldlomérték, vagy a Dirac-delta (6(A) = 1, ha 0 € A, egyébként 0).
Nincs olyan Borel- vagy Lebesgue-mérhetd f fliggvény, amelyre § A fdA = |A]
vagy §, fdX = 0(A) teljesiilhetne.

Mindkét példankban ko6zos, hogy van egy olyan A-nullmértéki A halmaz,
amelyben ¥(A) # 0. Méarpedig nullmértékii halmazon az integral is nulla.

Abszolat folytonos és szingularis mértékek

» Most is egy kozos (X, M) mérhetd téren fogunk dolgozni.
o Csak mérhet6 (M-beli) halmazok lesznek.

Definicié (elSjeles/komplex mérték tartdja)

Az A € M halmaz a 9 el6jeles/komplex mértéknek tartdja, ha (ezek ekvi-
valensek):

« az X\A halmazon ¢ konstans 0

o barmely H € M halmazra 9(H) = J(H n A).

J

Példaul az X = P u N Hahn-felbontasban m-nek a P, a v-nek N egy tartoja.
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Definicié (abszolit folytonos és szingularis mértékek)

Legyen « és (8 két mérték az (X, M) mérheté téren.

(1) Az « abszolit folytonos a f-ra nézve, ha barmely H € M esetén, ha
B(H) = 0, akkor o(H) = 0. Jele: a « 3.

(2) Az « és a 8 szinguldris egyméasra nézve, ha (ezek ekvivalensek):

— a-nak van Sg-nullmértéki tartoja
— [-nak van a-nullmértékii tartoja

— X felbomlik két diszjunkt halmazra, X = A u B ugy, hogy az
a-nak A, a f-nak B tartdja, vagyis a|p = 0 és 5|4 = 0.

Jele: a L .

(3) Ha elgjeles vagy komplex mértékekrdl van szd, akkor azt koveteljitk

.....

.....

szingularis a [ totalis variacidja szerint. Ez megfelel annak, hogy
ha egy el6jeles mérték a H halmaz minden részén 0, akkor a totalis
variacioja is 0.

J

« Ha f: X — R mérhetd fiiggvény, és p mérték, akkor a o(A) = §, fdu
el6jeles mérték abszolut folytonos p-re nézve.

o Ha p majorédlja a 9 elojeles mértéket, akkor v « .

o Ha 1 el6jeles mérték, és a variacioi 7, m és v, akkor

—T&UVés VKT,
— T KTéS VKT,
— TP ésv <.

-7l

Példak
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Lemma

1. Haoa < 8 és a L 3, akkor a = 0.

2. Ho o «  és § « v, akkor a « 7. (« egy tranzitiv relaci, mint
példaul az osztdja, a részhalmaza vagy a —megette.)

3. Ha ay, as, ... = 0 mértékek, akkor a; « > a.
4. Ha ag,ag,... < B és 9 = >,7 | oy eléjeles mértékek, akkor 9 « .

5. Ha o « 8 és 8 L ~, akkor a L .

6. Ha aq, ... L B és 9 =37 | ay elbjeles mértékek, akkor 9 L 3.

Bizonyitas. 1. Legyen « és 3 egy-egy, diszjunkt tartéja A, illetve B. Barmely
H-ra a(H\A) = 0, mert az A halmaz tartdja a-nak; tovabbd S(H n A) = 0, mert
A diszjunkt f tart6jatél. De o « § miatt ebbdl kovetkezik, hogy a(H n A) = 0.
fgy a(H) = a(H\A) + a(H n A) = 0.

2. Ha y(H) = 0, akkor S(H) = 0, de akkor a(H) = 0.

3. A tagot majoralja az Osszeg.

4. Ha B(H) = 0, akkor minden k-ra oy (H) = 0, de akkor ezek 6sszege is 0.

5. Legyen [3 és v egy-egy diszjunkt tartéja B, illetve C. A B-n kiviil 5 konstans
0, de akkor « is. Ezért B az o mértéknek is tartdja.

6. Mindegyik a,-nek van egy 7g-nullmértékd A, tartéja. Az A = J A, halmaz
tartdja a Y a,, mértéknek, és S-nullmértéki.

Lebesgue-felbontas

Tétel (Lebesgue-felbontas)

Legyen ¥ o-véges eldjeles vagy komplex mérték, pu > 0 mérték a kozos
(X, M) mérhet6 téren.

Ekkor 9 egyértelmiien felbonthato egy u-re nézve abszolut folytonos és egy
p-re nézve szingularis el6jeles, illetve komplex mérték Osszegére, azaz egy-
értelmiien vannak olyan « és [ el6jeles, illetve komplex mértékek tgy, hogy

d=a+0, a<p é [1Lpu
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Megjegyzés

A tételben azt is ki szoktak kotni, hogy p o-véges, de erre nem lesz sziiksé-
glnk.

Bizonyitas.
1. eset: 1 véges.

Konstrudlunk egy maximalis szingularis mértéket; ez lesz 3, a maradék pedig
a

Legyen ¢ totalis varidci6ja 7, legyen N' = {N € M : u(N) = 0} a u-
nullmértéki halmazok gytirtje, és legyen

s =sup{7T(N): N e N}.

A jobboldalon a halmazban szerepel a 0 = 7(¥), igy a definici6 értelmes, és s = 0.
Az is igaz, hogy barmely N € N-re 7(N) < 7(X), {gy s < 7(X), ami véges.

A szuprémumot tetszéleges pontossaggal megkozelithetjik: minden pozitiv
egész n-hez van egy olyan Z,, € N halmaz, amelyre 7(Z,) > s — % Legyen Z =
U Z,.; ez megszamlalhaté sok p-nullmértékd halmaz uniéja, ez is p-nullmértékii:

ZeN.

Barmely n-re Z,, € Z; a 7 monotonitasa miatt
vn s——<71(Z,) <7(2) <5,

az n — o0 hataratmenetbdl
7(Z) = s.

Tehat a szuprémum val6jaban maximum.
Ezek utan legyen H € M esetén

a(H) =9(H\Z),  B(H)=19(H n Z),

Az vildgos, hogy a(H) + (H) = 9(H).

A Z halmaz a 8 mértéknek p-nullmértéki tartodja, tehat 8 L p.

Annak igazolasahoz, hogy a « u, vegyiink egy tetszoleges p-nullmértékic N
halmazt és ennek egy tetszéleges M mérhet6 részhalmazat. Az N u Z is u-
nullmértéki, és

0<|a(M)|=[9(M\2)| <7(M\Z)<T(N\Z)=7(NU Z)—7(Z) <s—s=0.

Tehét, ha pu(N) = 0, akkor az N részhalmazain a = 0; tényleg o < p.

Az egyértelmiiség bizonyitasa:
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Tegyiik fel, hogy kétféle Lebesgue-felbontas is van:
U=oa1+ f1 = ay+ Po.

Ekkor az
ar—ag =By — 0
mérték egyszerre abszolit folytonos és szingularis, vagyis konstans 0.

2. eset: 19 o-véges.

Bontsuk fel az alaphalmazt megszamlalhaté sok, paronként diszjunkt ¥-véges
cellara: X = Ule X,. Mindegyik X, cellan a 9 X, mérték véges, igy van egy
egyértelmi Lebesgue-felbontasa: 19‘ x, = On+ Bn. Ezeket probaljuk — kelld éva-
tossaggal — Osszeadni.

Az «, és B,-nek diszjunkt tartdja is létezik: legyen «,, tartéja A, < X,
a f3, tartéja B, < X,, ekkor tehdt H < X, esetén o, (H) = J(H n A,) és

Pu(H) = 9(H N By).
Ezek utén legyen A = | JA,,, B = Bn,

a(H) = ﬁ(HmAzi V(H N A,) = ian(Han),
B(H) =v9(H n B) i JY(H n By) iﬁn(Han).

1

Vildgos hogy ez a definicié értelmes, a + =9, a < pés 5 L p.

Az egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy oy + 1 és as + 35 is Lebesgue-felbontas;
ekkor mindegyik X,,-re megszoritva a 19’ . mértéknek Lebesgue-felbontasa a o } x. T b1 } X,
és 042} x, T ﬁ2‘ X A véges esetben a felbontas egyértelmi, ezért al‘ X, = 042‘ X,
és 61| X, = 62| X, de ezeket Osszeadva visszakapjuk az eredeti mértékeket.
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Megjegyzés

Ha 9 nem o-véges, akkor nem biztos, hogy létezik Lebesgue-felbontas.

o Legyen példaul X = R, M = B, u = X és ¢ a szamlaléomérték, és
tegytk fel, hogy |.| = a + 3, a 8 egy tartéja a B halmaz.

o A szingularis rész tartoja csak Lebesgue-nullmértékii lehet, tehét
A(B) = 0.

» Béarmely a € R\B pontra

({a}) + B({a}) = {a}| = L.

— AM{a}) = 0; @ « X miatt a({a}) =
- B({a}) =

— De akkor a € B, ellentmondas.

|
Q

Ismétlo kérdések

o Milyen halmazok a Lebesque-mérték tartoi?
— A nullmértékii halmazok komplementerei.
o Mia <« 3 definicidja?

— Bérmely H halmazra, ha 75(H) = 0 (vagyis S konstans 0 a H mérhet
részhalmazain), akkor 7,(H) = 0 (vagyis a konstans 0 a H mérhet6
részhalmazain).

o Mia«a L definiciéja?

— a-nak van S-nullmértéki tartdja

— [-nak van a-nullmértéki tartdja

— X felbomlik két diszjunkt halmazra, X = A u B 1dgy, hogy az a-nak
A, a B-nak B tartdja, vagyis a|p = 0 és 5|4 = 0.

o FEgy ¥ eldjeles varidacioi T, m, v. FEzek kozott milyen relacicokat irhatunk fel?

—T<&U¥és VKT,
— T LTéSVKLT.

— TP és v«
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-7 lw.
o Mondjuk ki a Lebesque-felbontdasrol szol tételt.

— Ha az (X, M) mérhet6 téren p mérték és v o-véges el6jeles vagy komp-
lex mérték, akkor egyértelmiien vannak olyan a « u és 6 L u eldjeles
vagy komplex mértékek, hogy ¥ = o + f3.
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(16. eldadas, 2023.04.25. |

22. Radon—Nikodym derivalt

Radon—Nikodym derivalt. Radon-Nikodym tétel. Helyettesitéses integralas. A
totalis variacié szerinti RN derivalt. ElGjeles és komplex mérték szerinti integral
definiciéi. [Petruska, 91-95. o.]

Definicié (Radon—Nikodym derivalt)

Legyen p = 0 mérték, és legyen o eléjeles vagy komplex mérték az (X, M)
mérhetd téren. Az f : X — R, illetve f : X — C mérhetd fiiggvényt
a ¥ mérték p szerinti Radon—Nikodym derivaltjanak nevezziik, ha barmely
He M-re 9(H) = §,, fdu.

dv dv
Hasznalatos az f = W jelolés is: § @d,u =, dv.

f
.

Megjegyzés

A Radon—Nikodym-derivalt 1étezésének triviélis‘f”?’sziikséges feltétele, hogy
¥ « p legyen, mert nullmértékii halmazokon az integral is mindig nulla.
Ugyanakkor az abszolut folytonossag énmagaban nem elég. Pl. R Borel-
halmazain nem létezik a Lebesgue-mértéknek Radon—Nikodym-derivaltja a
szamlalomérték szerint, mert

Jdl :a;{f(a),

és az egyeleml halmazokra ez azt adja, hogy f konstans 0, de a konstans 0
integrélja minden halmazon 0.

~
-

Tétel (Radon—Nikodym)

Legyen (X, M, u) szigma-véges mérték, és legyen « eléjeles vagy komplex
mérték az (X, M) mérhetd téren, és tegytk fel, hogy a « p.

Ekkor létezik a i—z Radon—Nikodym derivalt, vagyis létezik olyan f : X —
R, illetve X — C p-mérhetd fiiggvény, amelyre barmely H € M esetén

a(H) = §, fdu.
A Radon—Nikodym derivalt p-majdnem egyértelmii, vagyis ha f és g is
Radon—Nikodym derivalt, akkor f = g p-m.m.

\
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Bizonyitas. [.a eset: o > 0, mindkét mérték véges.
Legyen

@z{f:X—»[O,oo] mérheto, f >0, VH e M de,uéa(H)}
H

a sehol sem tul nagy fiiggvények halmaza, és

3=sup{J fd,u:feCI)}
b's

Vildgos, hogy 0 < s < a(X).
(1) 0 € ® (trivialis®®).
(2) Ha g, h € ®, akkor m = max(g, h) € .
Biz. Legyen A = X (g > h) és B = X(g < h). Barmely H-ra

f deZJ gdu+f hdp < o(H nA)+ o(H n B) = a(H).
H HnA HnB

(3) Ha g1,¢9,...€ P és g1 < g2 < ..., akkor h = limg, € P.
Biz. Barmely H € M-re és n-re

f gndp < a(H);
H

A monoton konvergencia tételbol
f hdp okt limf gndp < a(H).
H H

(4) Van olyan f € @, amelyre {, fdu = s. Avagy, a szuprémum maximum is.

Biz. Vegyiink egy olyan g1, ¢s,... € ® sorozatot, amelyre SX gndp — s, és
legyen
fo = max(g1,...,g,) € . Ekkor 0 < g, < f, < fni1; legyen f = lim f,,. Ekkor
SX gndp < SX fndp < s; arendor-elv miatt SX fndp — s. A monoton konvergencia
tétel miatt §, fdp = lim§, frdu = s.

(5) s = a(X).

Biz: indirekt. tegyiik fel, hogy s < a(X). Ekkor van olyan ¢ > 0 amire
e-p(X) <a(X)—s=aoX)-1{, fdu.

Legyen

ol = al) - |

(2= () - fH fdp— e p(H).

Ekkor ¢ el6jeles mérték, ¢ « p és p(X) > 0.
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Legyen ¢ Hahn-felbontdsa X = P 1 N. Ekkor tehat barmely H < P esetén
©(H) >0, azaz §,(f +e)dp < a(H).

Mivel ¢(X) > 0, ezért o(P) > 0; viszont ¢ < pu miatt ebbdl kovetkezik, hogy
pu(P) > 0.

Legyen most g = f + ¢ - xp. Ez a figgvény ®-beli, mert barmely H € M-re

JHgdu = JHGN fdu + JHmp(f +e)du < a(Hn N)+a(H N P)=a(H).

Ugyanakkor

Lgdu = L fdp+e-p(P) > L fdp = s,

ellentmondas.
(6) Ha {, fdu = s, akkor minden H-ra o(H) = {,, fdp.
Biz. p(H) = a(H) — {, fdu = 0 mérték, de ¢(X) = 0, tehdt ¢ = 0.

L.b eset: a véges el6jeles mérték.
Vegyiikk a Jordan-felbontésat: a = m — v, végesek. Mivel m,v <« a « p, a
pozitiv és negativ variacionak is létezik Radon—Nikodym derivéltja.

[.c eset: a véges komplex mérték.
Az « valds és képzetes része is véges, abszolut folytonos mérték, van Radon—
Nikodym derivaltjuk.

Egyértelmiiség:
Elég a valos esetre. Ha f és g is Radon—Nikodym derivalt, akkor legyen A =
X(f>g)és B=X(f <g). Ekkor

L(f —g)dp = L fdp — L gdp = a(A) — a(A) = 0;

A baloldalon az integrandus pozitiv; az integrél csak ugy lehet 0, ha pu(A) = 0.
Hasonlban latjuk, hogy u(B) = 0. Igy hat f = g p-m.m.

IT.a eset: « elbjeles, és o-véges.
Legyen a Jordan-felbontdsa o = 7 — v.
Osszuk fel a teret diszjunkt cellakra: X = | J X,, Ggy, hogy minden cellan « és
1 is véges. Mindegyik X, cellan van 7-nek és v-nek is Radon—Nikodym derivaltja;
legyenek ezek
drlx, dv|x,
= és hy, = ;
dplx, dplx,
ezekbdl készitsiink egy-egy nagy kozos g, illetve h fiiggvényt, amelynek a celldkra
vett megszoritasai a RND-k:

9n

g(z) = gu(x) haxze X, h(z) = h,(x) haze X,.
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Azt allitjuk, hogy f = g — h jo lesz.
Barmely H-ra

i m(H nX,) = i f gndpr = i JHan gdp = JH gdu

n=1 n=1

m(H)

és ugyanigy

A 7(X) és v(X) kozil az egyik véges, ezért g és h kozil valamelyik p-m.m. véges,
ezért

a(H) = w(t) = v(H) = | gdp= [ hlp= | (=0~ fan

Egyértelmiiség: az f p-majdnem egyértelmii mindegyik cellan, tehat a meg-
szamlalhato sok cellan egytitt is.

II.b eset: a komplex, o-véges.
Kiilon-kiilon létezik és m. egyértelmii a valds és a képzetes rész Radon—
Nikodym derivaltja.

II1. eset: o nem o-véges.

Feltehetjiik, hogy a(X) = o (a masik eset a —oo lenne). Azt allitjuk, hogy X
felbonthato két részre: X = S u V gy, hogy S-en a o-véges, a V' részhalmazain
pedig o(H) = o ha u(H) > 0.

A teret felcellazzuk olyan cellakra, amelyeken p véges; vegytik észre, hogy az
allitasunkat elég egy cellara igazolni. Tehat azt is feltehetjik, hogy pu(X) véges.

Minden n-re legyen ¢, = a—n-pu; ez el6jeles mérték, a Hahn-felbontasa legyen
X = P,uN,. A definicié miatt ¢,41 < @,, igy Pyy1 < P, és N1 © N,. Legyen
S=UN,ésV=P,.

Mivel 0 = ¢, (N,,) = a(N,) —n - u(N,), ezért —oo < a(N,,) < n - pu(N,) < ©
vagyis a(N,,) véges. Ezért o valoban o-véges S-en.

Ha H <V =) P, és u(H) > 0, akkor minden n-re H c P,; akkor ¢, (H) > 0,
a(H) = n- p(H). Ez minden n-re igaz, tehat a(H) = .

Ezek utan a Radon—Nikodym derivaltat eloallithatjuk a o-véges S részen ugy
mint eddig, a V' halmazon pedig legyen f = co.

Egyértelmiiség: az S-en az egyértelmiiséget mar tudjuk; azt kell igazolni, hogy
a V halmazon csak a (p-m.m.) konstans oo lehet a RND. Legyen tehdt f RND
a V' halmazra megszoritva; ekkor tehdt minden H < V és pu(H) > 0 esetén
§y fdp = oo

Legyen V,, = V(f < n). Mivel a(V,,) = Svn fdu < u(Vy,) -n < oo véges, ez csak
ugy lehet, ha pu(V,) = 0. De ekkor a V(f < o) = JV,, halmaz p-nullmértékd.
Tehat a V halmazon f = o0 p-m.m.
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Legyenek a « B (pozitiv) mértékek (X, M)-en, g = 92 és f integralhat6

dg’
X-en. Ekkor

Lfda - L fods.

Bizonyitas. Ha f egyszerl fiiggvény, akkor triviélis@, majd monoton konver-
gencia.

Megjegyzés

A Radon-Nikodym derivalt formuldjanak megjegyzési modja ugyanaz, mint
a Riemann-Stieltjes integralok atirdsanal:

ffda—f £ 3598

Lemma

Legyen (X, M, ;) mérték, f mérhet fiiggvény, amelyre létezik §, fdu. Ek-
kor a ¥(H) = SH fdu eléjeles/komplex mérték totélis varidcija

() = | 1w

Bizonyitas. Triviélis@, hogy barmely H < X-re

H)| = UH fdu‘ < Llfldu'

A masik irdnyhoz vegyiink egy n 2 4

egészt, és k = 1,...,n esetén legyen
Ak—{IEH'w arg f(z

T(H) > i [9(A)| = Z

- J fd,u‘ > Z Re <e%;kif fd,u> -
Ag k=1 Ay,

2
cos 27 [ 11 < 7)< f Fldu,
n H
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és n — oo-vel kész.

.....

f figgvény, amelyre |f| =1 és

9(H) = L fdr.

Bizonyitas. Legyen g = %, avagy U(H) = {, gdr. Az eléz6 lemma szerint

T(H) = §, |gldr, vagyis §,(]g| — 1)d7 = 0 minden H-ra, ami azt jelenti, hogy
lg| = 1 7-mm. Ahol g nem egységnyi, ott tetszés szerint megvéltoztathatjuk...

Definicié (el6jeles/komplex mérték szerinti integral)

L Fdo = L f:ihde.

Alternativ definicé: Ha ¢ elGjeles mérték és a variacioi m, v, akkor

| raoi= | san—| sav

Ismétlo kérdések

dv
o Mit jelent az, hogy f = d—g
1

— Az f figgvény a ¥ elGjeles vagy komplex mérték p szerinti Radon—
Nikodym derivaltja;

— Minden H mérhet6 halmazra J(H) = f fdu.
H

o Mondjuk ki a Radon—Nikodym tételt.

— Ha (X, M, ) o-véges mérték, a abszolut folytonos eléjeles vagy komp-
lex mérték, akkor 1étezik és y-majdnem egyértelmi a d—a Radon—Nikodym

1
derivalt.
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Mi a helyettesités integralds megfeleldje Radon—Nikodym derivdlttal?

- Lfda - L f9d5.

Mi a H — SH fdu eldjeles vagy komplex mérték totalis varidcidja?
- H r—>f |f|du
H
Hogy definidlhatjuk az eldjeles vagy komplex mérték szerinti integralt?

_fod19=fojde, vagy fodﬁszfdﬁ_fody‘

Ki sziiletett el6bb? Johann Karl August Radon, vagy Otto Marcin Nikodym?

— Otto Marcin Nikodym (1887. aug. 3.) < Johann Karl August
Radon (1887. dec. 16.)
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V. rész

Borel-mértékek differencialasa

(17. el6adés, 2023.04.27. |

Most RP-beli lokalisan véges eldjeles Borel-mértékeket fogunk derivalni.

23. Differencialbazisok; eldjeles Borel-mértékek
derivaltja

Differencidlbazis. Alsé és felsé derivaltak. Szimmetrikus, kozonséges és erds deri-
valt.

Tegytik fel, hogy v egy Lebesgue—Stieltjes mérték R-en, egy eloszlasfiiggvénye
F. Az F jobb-, bal- és kétoldali oldali derivaltjat a 9 mértékkel kifejezhetjiik:

F(a+r)— F(a)

e F'(a+0)= lim = lim —————£,
r—+0 r r—+0 )\([CL,CL + T))
_ _ I [a—s,a)
e F'(a—0)= lim Flo)=Fla=s) _ lim <>,
s—+0 S s—+0 )\([(l — s, CL))
Fla+71)— F(a—s) 19([@—8,&+T)>
e F'(a)= lim = lim .
r,s—+0 r—+s r,s——+0 )\([a —s,a + 7,,))

dd
Kérdés, hogy ezeknek mi a kapcsolata a E3\ Radon—Nikodym derivalttal.

2- vagy magasabb dimenziéban egy pont koré sokféle halmazt rajzolhatunk
(kocka, gomb stb.), igy még tébbféle "derivaltat" definidlhatunk.
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Definicié (differencialbazis)

Legyen G < R? nyilt, B = B(G). A D c G x B halmaz differencidlbdzis, ha
minden (a, A) € D esetén A korldtos, A(A) > 0, és a € G és € > 0 esetén

létezik olyan (a, A) € D, amelyre A c B(a,¢).

A D differencidlbézis reguldris, ha minden a € G-hez van olyan p(a) > 0
stirtiség, hogy minden (a, A)-ra van olyan r, hogy A\B(a,r) nullmértékii és
AA) = o(a) - A\(B(a,r)), vagyis ha vessziik a legkisebb, az A-t majdnem

tartalmazé gombot, akkor az A a gdmbnek legalabb a o(a) részét kitolti.
A D differenciélbazis egyenletesen reguldris, ha a o(z) figgvény konstans.

Definicié (differencialbazis szerinti derivalt)

Legyen ¢ el6¢jeles Borel-mérték G-n, D differencidlbazis.

o A U D szerinti alsé derivdltja az a € G pontban
A
Dpd(a) = lim inf {19() : (a,A) e D, A c B(a,r)},

illetve

e a ¥ D szerinti felso derivdltja az a € G pontban

Dpd(a) = lim SUP{m : (a,A) eD,Ac B(a,r)}.

o Azt mondjuk, hogy a D bdzis differencidlja V-t az a pontban, ha az alsé
és a felsé derivalt egyenl6 és véges. llyenkor Dpd(a)-val is jeloljiik.
Ezzel ekvivalensen, a D bazis differencialja 9¥-t az a pontban, és a
derivélt értéke Dpi(a) = b e R, ha

J(A
Ve>0 Ir>0 VY(a,A)eD,Ac Bla,r) ‘AEA; —b‘ <e.

o Egy ¥ komplex mérték akkor differencialhatd, ha a valds és a kép-
zetes része is differencidlhatd, és persze Dpi(a) = Dp(Red(a)) + i -
Dp(Imd(a)). A komplex mértékek definicidjat az elézd képlettel is
definialhatjuk.
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Példak

1. Legyen 9 egydimenzids Lebesgue-Stieltjes mérték, aminek az eloszlas-
fliggvénye F.
A Dy = {(a,[a,a+ 1)) :a e G,r > 0} bazis szerinti derivalt

9 _
Dp,9(a) = lim ([a,a + T)) = lim e s =g = F'(a +0);
r=+0 X([a,a + 7)) r—+0 r
a Dy ={(a,[a—r7,a)):a€eG,r >0} bazis szerinti derivalt
9(la — _ _
Dp,9(a) = lim M = lim Flo)=Fla=r) _ F'(a—0);
r—+0 )\([a -, a)) r—+0 r

a D3 = Dy U Dy bazis szerinti derivalt F'(a).

2. Szimmetrikus béazis: D = {(a, B(a,r)) : r > 0}, a szimmetrikus bézis
szerinti derivalt a szimmetrikus derivdlt.

3. Kockabazis: D = {(a,Q) : @ 3 a tengelyparhuzamos, zart kocka}, ebb6l
lesz a kozonséges derivalt.

4. Téglabazis: D = {(z,T) : T 5 z tengelyparhuzamos, zart tégla}, ebbol
lesz az erds derivalt.

A szimetrikus és a kockabazis egyenletesen regularis, a téglabazis nem re-
gularis.

Megjegyzés

« sz

hogy az a pont benne legyen a halmazban; példédul a Dy = {a,[a—1r,a) : a €
G,r > 0} differencidlbazisban a halmazok nem tartalmazzék az a pontot.

| J
Lemma

b(’ﬁl S 192) < DYy +E’192
DY + 93) = Dy + DV,

Ha ¢, és 1, is differencialhat6é a D bazisban, akkor

o O

D(91 + ¥s) = DYy + DVs.

Bizonyitas. A limsup szub-, illetve a liminf szuperadditivitasabol koévetkezik

A tovabbiakban D a szimmetrikus bazis, a legtobb helyen nem is fogjuk kifrni.

.....
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derivalni.
A szimmetrikus bazisban

o ﬂ(B(a,r)) - L 19(B(a,7‘))
DY(a) —lgﬂgégfm és  Di(a) —hrnl:(s)lip W.

El6szor is azt fogjuk megmutatni, hogy Borel-mértékek derivaltjai Borel-mérheto
fiiggvények.

Lemma

Ha p > 0 Borel-mérték G-n, és 0 < t < oo rogzitett, akkor az
fi(z) =sup{— :0<T<t}
fliggvény a.f.f., az

gt(x)Zinf{W:0<r<t}

fiiggvény f.f.f., ezért mindketté Borel-mérheto.

Bizonyitas. (a) Rogzitsiink egy a € G pontot és egy ¢ < f(a) szdmot tetsz6le-
gesen.
Vegyiink egy olyan c¢;-et, amelyre ¢ < ¢; < f*(a). Ehhez létezik olyan A =

1(A)

B(a,r) gy, hogy r <t és

> C.

Ha 0 < 5" és x € B(a,9), akkor B(a,r)  B(z,r+0) < Bla,r+26)  B(a,t),

p(B(z,r +9)) n(B(a,r)) r\?
AN B(z,r +9)) g (#)pA(B(a,r)) ~ <T 5) @ =6

fi) =

az utolsé egyenlotlenség akkor igaz, ha 0 elég kicsi.
Tehat barmely ¢ < f*(a) esetén van olyan kicsi 6 > 0, hogy a B(a,d) kornye-
zetben f' > c. Vagyis az f! fiiggvény a.f.f.
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(b) Ugyanigy, vegytink egy a € G pontot és egy ¢ > ¢'(a) szdmot tetszdlegesen,
majd ezekhez egy ci-et, amelyre ¢ > ¢; > ¢'(a). Ehhez létezik olyan A = B(a,r)
1(A)
A(4)

ugy, hogy r <t és < c1.

Ha 6 <r és x € B(a,d), akkor B(z,r —§) < B(a,r) < B(a,t), és

oy BB =) p(Blar) P\
9@ < AN B(x,r —9)) < (=2)" A\(B(a,T)) = (7‘—5) L=6

az utolsé egyenlOtlenség most is csak elég kicsi § esetén igaz.
Tehdt barmely ¢ > g'(a) esetén van olyan kicsi 6 > 0, hogy a B(a,d) kornye-
zetben ¢g' < c. Vagyis a ¢' fiiggvény f.f.1.

Ha > 0 Borel-mérték G-n, akkor Dy és Dy Borel-mérhetd.

Bizonyitas. Az el6z6 lemma jeloléseivel

Du(z) = lim fi(z) = lim fY"(x) és  Du(z) = lim ¢'(z) = lim g (z),

t—+0 n—00 t—+0 n—00

ahol f'(z) illetve ¢'(z) az el6z8 lemma szerint a.f.f. illetve f.L.f., tehdt Borel-
mérhetbek, és Borel-mérhetok pontonkénti limesze is Borel-mérheto.

Ismétlo kérdések

o Melyik dfferencialbazisban kapjuk eqy 1-dimenzios Lebesque—Stieltjes mérték
eloszlasfigguényének jobboldali, baloldali és kétoldali derivdltjdt?

— Dy ={(a,[a,a+ 7)) :aecGr>0}
— Dy ={(a,[a —1,a)) :a€ G,r >0}
- D3=D1UD2
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Mit jelent az, hogy differencidlbdzis?

— Dc G xB,
— minden (a, A) € D esetén A korlatos, A(A) > 0, és

— minden a € G és € > 0 esetén létezik olyan (a, A) € D, amelyre A <
B(a,¢).

Mit jelent az, hogy eqy differencidlbizis requldris?

—VYae G 3Fp(a) >0 VYa,A) 3Ir >0 INA\B(a,r)) =0, A =
o(a) - A(B(a,r)).

Mit jelent az, hogy egy differencidlbizis eqyenletesen requldris?
— A p(x) fiiggvény konstans.
Mondjunk példakat requldris és nem requldris differencidlbazisokra.

— Regularis: kockabazis, szimmetrikus bazis;

— Nem regularis: téglabazis.
Mi lehet eqy egyvdltozos fligguény szimmetrikus derivdltja?

Pla—r,a+
— Ha F a ¢ mérték eloszlasfiiggvénye, akkor lim ([a na r)) =
r—+0 )\([a —r,a+ r))

lim Fla4+r)—F(a—r)

r—+0 2r

161



24. A maximalis operator tétele

Maximalis operator. A maximaélis operdtor, az alsé és a fels6 derivalt mérhet&sége.
A maximélis operator tétele. Lokélisan véges mérték alsé és felsé derivaltja m.m.
véges.

Definicié (maximalis operator, maximalis fiiggvény)

0 <t < . Ekkor legyen

7(B(x,7))

M")(x) = sup {—)\(B(x,r))

0<r< t} .
Ha t = oo, akkor a jelolésbol elhagyhatjuk a ¢ indexet: M. Ha v az
f fiiggvény integrédlja, akkor irhatjuk azt is, hogy M'f vagy M f. Vagyis
M f(z) = su —SB(W) 71dX 0<r

P AB@ )

Az M" neve mazimdlis operdtor (mert mértékhez vagy fiiggvényhez rendel
fuggvényt), az M'9 a mazimdlis fiigguény.

Trivialis™, hogy ha ¥ eljeles mérték, akkor —M9 < DY < DI < Md
(liminf és limsup az inf és sup kozott van).

Az M9 maximdlis fiiggvény a.f.f., tehdt Borel-mérhetd.

Bizonyitas. A 23 lemma elso fele a 7 mértékre.

Véges sok gomb kozil kivalaszthatéak paronként diszjunktak tgy, hogy
a hdromszorosuk az o6sszes gombot fedje (A B(a,r) gomb haromszorosa
3B(a,r) = B(a,3r)).

Bizonyitas. Legyen a gombok By, ..., B, sorrendje olyan, hogyr; > ... > r, >0
A gombok koziil kivalasztunk néhanyat, amelyek paronként diszjunktak. Mo-
hén, a gombok mindegyikét sorban vagy kivalasztjuk, vagy nem. A Bi-et kiva-
lasztjuk. A Bs-t akkor valasztjuk ki, ha nem metszi Bi-et. Ha a Bi,..., Bi_4
goébmbokrol mar eldontottiik, hogy kivalasztjuk-e: a By gombot akkor valasztjuk
ki, ha nem metszi egyik korabban kivalasztott gombot sem.
Legyenek a kivalasztott gombok B; , . .., B;,; ezek paronként diszjunktak. Azt

IND
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allitjuk, hogy a 3-szorosra nagyitott B(z;,,374,),. .., B(x;y, 3r;,) gombok lefedik
U:, Bi-t. Vegyiink egy tetszéleges = € | J;—, B; pontot; ezt valamelyik By, gdmb
lefedi. Ha By kivalasztott gomb, akkor ennek 3-szoros nagyitasa is fedi x-et. Ha
By nem kivalasztott, akkor belemetsz egy nala kordbban kivalasztott, tehat egy
ndla nem kisebb kivalasztott gombbe: legyen ez B;, és legyen y a By, és B; gombok
egy kozos pontja. Ekkor |x — ;| < | — k| + |zn —y| + |y — 25| < rp+ri+15 < 315,
igy = € B(z;,3ry).

Lemma (A maximaélis operator tétele)

Ha o véges el6jeles vagy komplex mérték a G < RP halmazon, és t > 0,
akkor

37 (Q)

AMY > t) < -

Bizonyitas. Ha K < G(MY > t) kompakt, akkor minden = € K-hoz van olyan
r = r(x) sugdr, amelyre f\gggz:;g > t. U,ere Bz, r(x)) lefedi K-t; a kompaktsag
miatt kivalaszthatd koziililk egy véges fedés, tehat vannak olyan xy,...,x, € K
pontok és rq,...,r, > 0 sugarak, avagy By = B(xy,ry) gombok, amelyek fedik
K-t.

Ezek utan alkalmazzuk az el6z6 lemmat a gdmbokre, kapunk olyan diszjunkt
Bi,,...,B;, gomboket, amelyekre K < ngl 3B;,. Tehat

A(K) < Z )\(B(':Elk’ 3T2k)) = 3;0 Z )\(B<$Zk’rlk)) < 3p Z T(B(xikyrik)) < BPT(G).

k=1 k=1 ¢ t

Ez minden kompakt K < G-re igaz, tehat a Lebesgue-mérték regularitasa
miatt a G(MdJ > t) halmazra is.

Kovetkezmény

Ha 9 lokdlisan véges, akkor Dv) és Dv is A-m.m. véges.

Bizonyitas. A G lefedhet6é megszamlalhaté sok olyan Gy, Gs, ... gdbmbbel, ame-
lyen 7 véges. Legyen 0,(H) = Y(H n G,,); ez egy véges el6jeles mérték; az G,
gombon belill ¥ és 9, also és felsd derivaltja megegyezik.

Mivel —M49,, < DY,, < DY, < M9, barmely ¢t > 0 esetén

3P7,(Q)
P

A(ymny — oo) < A(Mﬁn _ oo> < )\((Mz?n > t) <
Az t — oo hataratmenetbdl

A(mﬁn\ - oo) ~ 0.
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A G,, belsejében tehdt DvY m.m. véges, tehat a gémbok uniéjan is.

Ismétlo kérdések

o Hogyan definidljuk a maximadlis figguényt?

— M"W(x) —sup{m:0<r<t}.

o Mi a kiilonbség a maximdlis operdtor és a maximdlis fiigguény kozott?

— M" a maximélis operator; M'd(z) a maximalis fiiggvény.

o Mondjuk ki a maximalis operdtor tételét.

— Ha 9 véges el6jeles vagy komplex mérték a G < RP halmazon, és t > 0,
akkor
37 (G)

AMY > t) < ;
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(18. eléadas, 2023.05.02. |

25. Borel-mértékek differencialasa

Lokalisan véges Borel-mérték akkor és csak akkor szingularis, ha a derivaltja m.m.
0. Lebesgue-pont. Abszolut folytonos mérték m.m. differencidlhato, és a derivaltja
megegyezik a Radon-Nikodym derivalttal. Mérhet$ burok. Alsé és felsd siirtiség.
Stirtiségi tétel. [Petruska, 100-105. o.]

Lebesgue-pontok

Definicio

Legyen H c RP, f: H — R vagy f : H — C mérhet6. Az x( € int H pont
az f fuggvénynek Lebesque-pontja, ha

I SB(]}O77‘) |f — f(20)|dA B
=0r  AB(zo,r)

’I‘riviélis@, hogy minden folytonossagi pont Lebesgue-pont.

Az f fuggvényt lokalisan integralhaténak nevezziikk H-n, ha minden pontnak
van olyan kornyezete, amelyen az integral véges, vagy ezzel ekvivalensen,
minden K < H kompakt halmazon az integral véges.

Ha f lokalisan integralhaté H-n, akkor H m.m. bels6é pontja Lebesgue-
pontja H-nak.

Bizonyitas. A H-t lefedhetjiik olyan gombokkel, amelyeken f integralhato, igy
elég integralhatd f-re bizonyitani, vagyis f € Ly esetén.

Rogzitsiink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Az integralhato fliggvények terében stiriin vannak az olyan "szép" fiiggvények,
amelyek véges sok téglalapon konstansok, azokon kiviil az értékiikk 0. Legyen g

’ .. ) 1 4 _ .

egy olyan szép figgvény, amelyre §, |f — g|d\ < , és legyen h = f — g; ekkor
tehét §, |h|dX < 1.
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Ha egy x pont nem esik egyik téglalap hatarara sem, akkor z egy kis kornye-
zetében ¢ konstans, és igy

| ar-s@m= | peb@ians | (al @)
B(x,r) B(z,r) B(z,r)

SB(x,r) |f = f(z)]dA SB(:c,r) |AdX

"By S M@ B

_— $pen |f = f(@)]dA
ot A(B(x,7))

f(@)|dA 1
r)

Ha az z pontban limsup,_,, SB*“Z% > L akkor ott |h(x)| és Mh(x) va-

< |h(z)| + Mh(x),

< |h(z)| + Mh(z).

lamelyike legalabb ﬁ Ezért

f= f dA 1 1
A(limsupg o) ’ ) ) )\ \h|>)+)\(Mh>><
m 2m 2

r—0+ )\(B( m
P D
< S\h!d)\ N 3 \h\d)\ L 37) f Ihldx < m(1l+3 )
1/2m 1/2m k

Ebbdl k — oo, majd m — oo hataratmenettel

A (thU.p SB(.Z‘,’I‘) ‘f - f(.%')‘d)\ < 1) —0,

r—0+ AN B(z,71)) m

. SB(:U,T) |f = fa)]dA B
A (11?3321) NCIERD) >0 =0.

Derivalt és Radon—Nikodym derivalt

Ha p > 0 lok. véges, szingularis Borel-mérték, akkor Dy = 0 m.m.

Bizonyitas. A 24. kovetkezményhez hasonléan elég zart gombok belsejére bizo-
nyitani, ezért az is felteheto, hogy u véges.

Rogzitstiink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Legyen H a p egy Lebesgue-nullmértékii tartoja. A p lok. véges Borel—mérték,
tehat reguldris; van olyan K < H kompakt halmaz, amelyre pu(H\K) <

Legyen 9¥(A) = p(A\K); ekkor persze ¢ totalis varidcidja p(A\K ) A K
komplementuma nyilt, ezen 9 és p alsé és felsd derivaltja ugyanaz, tehat DY = Dy
és DY = Dy A-m.m.
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Ezek utan

D P
A(Du>1>=)\(D19>1)<A(M¢9>1)<3M<G\K><3m.
m m

m 1/m k

k — oo majd m — oo,

Kovetkezmény

Legyen D regularis differencialbazis, 5 lok. véges, szingularis el6jeles vagy
komplex mérték. Ekkor DpfS = 0 A-m.m.

Bizonyitas. 1. eset: § > 0 mérték. Ha (xg, A) € D, A < B(zg,7) és \(A) >
0 - AN(B(xg,r)), akkor

B(A) B(B(zo, 1)) 1 =0 mm. xgra
)\(A)‘ = 0 AN(B(zg,1)) - EDM(%) -0 mane s

2. eset: [ el6jeles mérték, a Jordan-felbontdsa m — v. Az el6z6 rész szerint
Drm = Dr =0mm.
3. eset: 8 komplex mérték. Ekkor D(Re ) = D(Im ) = 0 m.m.

25.1 Tétel (Mértékek differencidlasdnak f6 tétele)

Legyen D regularis differencialbazis, ¥ lok. véges elGjeles vagy komplex
mérték, a Lebesgue-felbontésa ¥ = § fdA + 5. Ekkor Dpt = f A-m.m.

Bizonyitas. Legyen a = {fd)\; megmutatjuk, hogy az f minden Lebesgue-
pontjaban Da = f. Mivel DS = 0 m.m., ez elég is.

Legyen tehat z, Lebesgue-pont, és 0 < p = p(zo) < 1 a differencidlbazis
regularitdsiban szerepld arany. Ha A < B(zg,7) és A(A) > p- N(B(xo, 1)), akkor

§u(f = F@o))dN| _ §,1f = f@o)ldA _ Spguon I/ = f(@0)ldA
A(4) = A(A) S o AB )

a(A)
NA) W\

Egy B lok. véges el6jeles vagy komplex mérték akkor és csak akkor szingu-
laris, ha DS = 0 A-m.m.
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Ismétlo kérdések

o Mit jelent az, hogy xo Lebesque-pontja az f figguénynek?

$8(aom 1f () = f(20)|dA(2)

li = 0.
A B0, 1)) 0

o Hany Lebesgue-pontja van eqy lokdlisan integralhato fiigguénynek?

— Majdnem minden bels6 pont Lebesgue-pont.

lgaz-e, hogy minden Lebesque-pont folytonossdgi pont?

— Nem. Lehet, hogy a fiiggvény sehol sem folytonos. Példaul A Dirichlet-
fliggvénynek minden irracionalis szam Lebesgue-pontja, de nincs foly-
tonossagi pontja.

o Milyen ¥ elojeles mértékek esetén igaz, hogy Dpv = 3—1;?

— Abszolut folytonos ¥ esetén igaz, killonben nem is 1étezik a Radon—
Nikodym derivalt.

Mit tudunk a szinguldris mértékek derivdltjdarol?

— Egy B lok. véges (el6jeles vagy komplex) mérték akkor és csak akkor
szingularis, ha D = 0 A-m.m.
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26. A stlrtiiségi tétel

H < RP-nek A mérhet6 burka, ha A € L(RP), A o H és () minden B €
L(RP), B o H-ra A(A\B) = 0, avagy, minden B € L(RP), H ¢ B c A-ra
A(A\B) = 0.

1. Minden halmaznak létezik mérheté burka; még Gy is.

2. Ha M, és My is mérhet6 burok, akkor A(M;AMs;) = 0.

3. Ha M mérhet6 burok és A mérheto, akkor M n A mérheté burka H n A-
nak.

Bizonyitas. 1. Tekintsiink egy tetszoleges H < RP halmazt; ehhez konstrualunk
mérhetd burkot.

Osszuk fel a teret korlatos kockdkra: R = | J*° | K,,, és legyen a H halmaznak
az n-edik kockaba esé része H, = H n K,, .

Vegyiink minden k-hoz és n-hez egy olyan G, nyilt halmazt, ami 1/k-nal
pontosabban fedi a H, halmazt: H, < G, N(Gnx) < M(HNK,)+ % Ezek utén

legyen
e @] a0
My =()Gug: M =] M,
k=1 n=1

Azt allitjuk, hogy M mérheté burka H-nak. Az triviélis@, hogy M is mérhetd,
M, o H,é M>H.

A (x) ellenérzéséhez vegyiink egy tetszoleges B > H mérhet6 halmazt. A K,
kockdban H, ¢ B n M, < M,,, ezért minden k-ra

X(H,) < MB n M,) < A(M,) < MNGnx) < A(H,) + zlc;

A k — oo hatdrdatmenetbdl
ANB n M,) = \M,) = X(Hn),
a kett6 kiillonbségéb6l A(M,,\B) = 0, végiil

A(M\B) :i M,\B) = 0.

Ez igy még nem feltétleniil G, de a regularitds miatt vehetjiikk a mérheté burok
G5 burkat.
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2. Mivel M; és My > H, a mérheté burok definici6jabol A(Ma\M;) = 0. Az
My, M, felcserélésével N\(M;\Ms) = 0.

3. Az vildgos, hogy M n A mérheté és tartalmazza H n A-t; ismét csak (*)-t
kell ellenorizni. Tegyiik fel, hogy B mérheté és B > H n A. Mivel B fedia Hn A
halmazt, Az M pedig a teljes H halmazt, H-nak nem lehet eleme az (M n A)\B
atomban:

Akkor viszont H-t fedi az M\((M n A)\B), és igy, mivel M mérhetd burka
H-nak,
)\((M A A)\B) —0.

Legyen H < RP, a mérheté burka M, és tekintsiik a u(A) = AM(An H) =
AMA N M) mértéket. A H halmaz alsé és felsé stirtisége az x € RP pontban

o, H) = Di(a) = timup 2 205

illetve

_ r) = limin X(B(:U,’r’) N H)
d(z, H) = Dyu(z) = limfnf =0 =3

stirtisége

Az x a H-nak stirtiségi pontja, ha d(x, H) = 1.

Tétel (Lebesgue-féle siirtliségi tétel)

(a) m.m. x € H stirliségi pont.
(b) H akkor és csak akkor Lebesgue-mérheté, ham.m. x ¢ H-rad(z, H) = 0.

Bizonyitas. (a) Legyen M mérheté burka H-nak és f = y,;. Ekkor pu(A) =
MA M) = §, fd\. Ezért Dp = xp m.m.; specidlisan mm.x € H < M-re
Dp(x) = 1.
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(b) Legyen N az RP\H mérhet6 burka, v(A) = A(An N) és g = xn-

Ha H mérhetd, akkor lehet M = H és N = RP\H, és a két slirliség is komple-
mentere egymasnak.

Ha H nem mérhetd, akkor A\(M n N) > 0. Ugyanis R\\N ¢ H < M, vagyis
H két mérheté halmaz kozé esik, ezek kiillonbsége nem lehet nullmértéki. A
kiilénbség viszont éppen M n N. A metszet pontjaiban H stiriisége 1 m.m.

Ismétlo kérdések

o Mi eqy halmaz mérhetd burka?

— H < RP-nek A € L(RP) mérhetd burka, ha A > H, és minden B €
L(RP), B > H-ra A(A\B) =0,

o Mi egqy halmaz also és felsd strisége?

— d(zx = limin )\(B(.%,?“)QH) d(z — lim su X(B(.CC,T)QH)
dle, H) = lmnt =Spr Ao ) = lmaue =50

o Mi H halmaz stiriségi pontja?

— Olyan pont, ahol d(z, H) = 1.

o Mekkora eqy Lebesque-mérheté H halmaz siirisége?

— Mm.zeA dz,A) =1
— Mm. ze RMN\A  d(z,A) =0
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(19. eldadas, 2023.05.04. |

27. Abszolat folytonos fiiggvények

Abszolut folytonos fiiggvény. A Lipschitz-tulajdonsag, az abszolat folytonossag és
a folytonossag kapcsolata. Monoton névé fiiggvény abszolit folytonossaganak at-
fogalmazasa a megvaltozasbol szarmazé mértékkel és Radon—Nikodym derivalttal.

Az el6z6 fejezetekben tisztaztuk a Borel-mértékek derivaltja és a Radon—Nikodym
derivalt kapcsolatat: Egy lokalis véges Borel-mérték derivaltja majdnem minden-
hol az abszolut folytonos résznek a Lebesgue-mérték szerinti Radon—Nikodym
derivaltja.

Most azzal fogunk jatszani, hogy a Borel-mértékek differencialasarol szolo té-
teleinket atirjuk az eloszlasfiiggvényeikre.

Definicié (abszolit folytonos fiiggvény)

o Egy f:[a,b] — R figgvényt abszolit folytonosnak mondunk, ha min-
den € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy barmely n ésa < x1 < y; < 12 <

Yo < oo K Xy < Yn < b, Dy — ;) < esetén Y| f(yi) — f(x)] <e.

o Egy I nyilt intervallumon értelmezett fiiggvényt abszolut folytonosnak
mondunk, ha minden [a, b] < I intervallumon abszolit folytonos.

Példak

o Az f(x) = 2? fiiggvény abszolut folytonos.

x-sini hax #0

fiiggvény folytonos, de nem abszolut
0 haz =0

« Ayg(r) =
folytonos.

01

0.1

.
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Trivialitas'®

F' Lipschitz = F' abszolut folytonos = F' folytonos.

27.1 Lemma

Legyen I < R nyilt intervallum, F' : I — R monoton névé, ¢ a megvalto-
zasabol szarmazo Lebesgue-Stieltjes mérték. Fzek ekvivalensek:

(1) F abszolut folytonos.

(2) A o mérték abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.

(3) Van olyan f > 0 mérhetd fiiggvény, aminek F integralfiggvénye, és
f=F mm.

Bizonyitas. (1) = (2): Tekintsiink egy tetszéleges N < I nullmértékii halmazt;
azt kell igazolnunk, hogy ¢r(N) = 0. A pp reguldris, ezért elég ezt az N kompakt
részeire igazolni. Legyen tehat K < I kompakt, A(K) = 0. A K benne van egy
[a,b] < I intervallum belsejében: K < (a,b) < [a,b] < 1.

Tetsz6leges e-hoz vegyiink egy, az (1) tulajdonsidgnak megfelel6 J-t. Fedjik
le K-t nyilt intervallumokkal, amelyek Lebesgue-6sszmértéke d-nal kisebb. Ebbdl
valasszunk ki egy véges fedést. A fedésben lehetnek tobbszorosen fedett részek,
de a fedés unidja mindenképpen véges sok diszjunkt relativ nyilt intervallumbél
all; legyenek ezek (x1,41),...,(@n, yn). A fedés Lebesgue-mértéke

n

Z(yl - xl) < 57

i=1
a K halmaz Lebesgue-Stieltjes mértéke

n

pr(K) < Z SOF((fL'ia yz)) = Z (F(yz> - F(%)) <e.

i=1 i=1
Az £ — 0 hatardtmenetbdl ¢p(K) = 0.

(2) = (3): Eldszor is ¢p « A, ezért minden pont mértéke 0, és ezért F
folytonos.

d

Legyen f = %, ekkor tehat a ' a f-nek integralfiiggvénye.

AD={[z,x+7), [z —rx):zelr>0} reguldris differencidlbdzisban a 25
tétel szerint F' = Dpppr = f m.m.

(3) = (1): Legyen [a,b] < I és € > 0 adott, ezekhez szeretnénk megfelel6
0 > 0 szamot talalni.

Az f fiiggvény integralhaté [a, b]-n, ezért van olyan szép g : [a,b] — [0,0)
fiiggvény, amely tehat véges sok szakaszon konstans, és X[mb] |f—g|d\ < 5. Legyen
K =maxg+ 1. Azt allitjuk, hogy 0 = 5% j6 lesz.
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Tekintstink egy tetszoleges a < x1 < y; < ¥o < Yo < ... <z, < Y, < b
intervallumsorozatot, amelyre >\  (y; — x;) < d. Erre a sorozatra

N(Fw) - Fa) =3 | <[ (els-ghirs

(2
n

< E Kd\ —gld) < Ky — 2, € ks E_.
i J[mmyi) " f[a,b] f =4l ; (yi — x;) + 5 < + 5 £

Megjegyzés

Nyilt intervallumon a terminolégia nem egyértelmii. Sokan ott is ugyanezt
az epszilon-deltas tulajdonsagot kovetelik meg, és lokdlisan abszolit folyto-
nos-nak hivjak azt, amit mi abszolut folytonosnak hivunk.

A https://en.wikipedia.org/wiki/Absolute_continuity Wikipédia ol-
dalon példaul az a definicid, hogy barmlyen [ intervallumon f : I — R ak-
kor abszolut folytonos, ha minden € > 0-hoz van olyan ¢ > 0, hogy barmely
(a1,b1), ..., (an,b,) < I, paronként diszjunkt intervallumok és > (y;—x;) < ¢
esetén Y| f(b;) — f(a;)| < e. Majd (hamisan) azt allitjak, hogy ezzel ekviva-
lens, hogy f’ m.m. létezik, és f az f’ integralfiiggvénye. Erdemes kiprébélni
mondjuk az f(z) = 2? fiiggvényre.

Ismétlo kérdések

o Mit jelent az, hogy az F' : R — R fiigguény abszolit folytonos?

YVa<b Ve>0 310>0
VneN Va<z <y <2o<1p<...<2, <y, <D
<Z(yi—$i)<5=>Z}F(yi)—F(a:i)|<g>.
1=1 i=1

— Monoton névo fiiggvényre: A ¢ mérték abszolut folytonos a Lebesgue-
mértékre nézve.

— Monoton nové fliggvényre: Van olyan f > 0 mérhetd fliggvény, aminek
F integralfiiggvénye, és f = F' m.m.

o Legyen F : [a,b] — R., Melyikbdl kovetkezik melyik?
folytonos, egyenletesen folytonos, abszolut folytonos, Lipschitz

— Lipschitz = abszolut folytonos = egyenletesen folytonos < folytonos
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28. Szingularis fiiggvények

Szingularis fliggvény. Monoton névé fiiggvény szingularitdsinak atfogalmazisa a
megvaltozasbol szarmazé mértékkel. Lebesgue-felbontds. Minden monoton fiigg-
vény m.m. differencidlhaté. Fubini-tétel monoton fiiggvények Osszegének tagon-
kénti differencialasarél. Newton—Leibniz formula.

Definicio

Legyen I R intervallum. Egy F' : [ — R fiiggvényt szinguldrisnak neve-
zunk, ha F/ = 0 m.m.

. J

28.1 Lemma

Legyen I < R intervallum, F': I — R monoton névo, ¢ a megvaltozasabol
szarmaz6 Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:

(1) F szinguldris.

(2) A o mérték szingularis a Lebesgue-mértékre nézve.

. J

Bizonyitas. A 25 tételt akarjuk alkalmazni. Legyen D = {[z,z + 1), [z —r,z) :
xel,r> O} és Dyr a szimmetrikus derivalt; Vegyiik észre, hogy

pr([z —rx+71)) <maX(¢F([$—Tal‘)) SOF([%JUJF?”))) ez —matr)
2r r ’ r h 2r '

Ha z az F-nek folytonossagi pontja, akkor vegyiink felsé hatarérték r — +0-ra:

0 < Dyp(z) < F'(z) < F'(z) < 2Dpp(x).

Ezért F szinguldris & F' = 0 mm. < Dyp = 0 m.m. < ¢ szinguldris.

Megjegyzés

Itt sem egyértelmii a terminoldogia. Van, aki csak folytonos fiiggvényekre de-
finidlja a szingularitast, itten kezdve baj lesz a Lebesgue-felbontassal. Van
aki a konstans nulla fiiggvényt nem hivja szinguldrisnak, szerinte a szingu-
laris fiiggvények nem alkotnak vektorteret.
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Példa (Cantor-mérték és Cantor-fiiggvény

(Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845-1918))

Legyen C' c [0, 1] a Cantor-halmaz,

)

f:C—1[0,1], f(0,masaz...Y)=092u @ (q,a,...€{0,2})

a Cantor-halmaz szokasos raképezése a [0, 1] intervallumra.

A Cantor-mértéket pl. a p(A) = A(f(C n A)) képlettel definidlhatjuk. A
mérték tartdja a Cantor-halmaz.

Az eloszlasfuggvénye a c(x) Cantor-fiiggvény. (A figgvényt definidljuk tgy,
hogy a (—o0, 0] intervallumon 0, az [1, c0) intervallumon konstans 1 legyen.)

A Cantor-fiiggvény monoton né, folytonos (mert minden pont nullmértékii)
és szingularis.
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Példa (szigoriian monoton nové, folytonos szingularis fiiggvény)

Végtelen sok szingularis, folytonos mérték 6sszegébol nyerhetiink szigorian
monoton, folytonos, szingularis fiiggvényt.

Ha q1, g2, - . . a raciondlis szamok egy felsorolasa (vagy csak egy siirii sorozat),
0

1
akkor az F(z) = Z ﬁc(x — qi,) fiiggvény
k=1

e szigortan monoton no,
» az egyenletes konvergencia miatt folytonos,
o ¢és szingularis, mert ¢ megszamlalhato sok szingularis mérték osszege.

1

0

0 1
%c(x) + %c(m —-1)+ %c(m +1)+ %c(z - %) + 35clz + %) + 6—140(:5 -9+ Flgc(x + %)

ompdE= ) e ) med@= 2 mpeE 2 mmde= A mmdEE 2

Folytonos, szigorian monoton né, de majdnem mindenhol 0 a derivaltja...®

Lebesgue-felbontas

Tétel (Lebesgue-felbontas)

Minden monoton névé fliggvény felbomlik egy abszolut folytonos és egy
szingularis fliggvény Osszegére.

Bizonyitas. Tegytik fel, hogy F': I — R monoton no, z( egy folytonossagi pontja,
és legyen ¢ Lebesgue-felbontasa or = a + .

Vegyiik a-nak és f-nak egy-egy a(x), illetve b(z) eloszlasfiiggvényét gy, hogy
a(xg) + b(xo) = F(zo). Ekkor barmely x > x4 folytonossigi pontban

F(z) = F(xo) +¢r([xo,z)) = a(xg) +b(zo) + a([z0, x)) + B([x0, x)) = a(z) + b(x).
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Az F szakadasi pontajban b értékét megvaltoztathatjuk ugy, hogy F = a + b
mindenhol teljesiiljon.

Ha F" monoton, akkor m.m. differencialhato.

Bizonyitas. Az F abszolut folytonos és a szingularis része is m.m. differencidl-
hato.

Tétel (Fubini)

Ha I < R intervallum, F}, : I — R monoton névé és F'(x) = >, F,(z) minden
pontban konvergens, akkor

Qo0 ! o0}
n=1 n=1

. J

Bizonyitas. Legyen az F,, megvaltozasabodl szarmazd LS mérték és ennek Lebesgue-
felbontésa ¢, = a, + fn, az «, RN derivaltja f, = 0, és legyen ¢ = > @,
a = > «a, (ami absz. folyt.) és 5 = >}, (ami szingularis).

Az F =) F, figgvény a ¢ = o+ [ mértéknek eloszlasfiiggvénye, mert F(b) —

F(a) = X (Fa(b) — Fu(a)) = Xen(la,b)).
o= o =S [aan [ (L6 )ar

vagyis ¢ abszolut folytonos részének Radon—Nikodym derivaltja > f,. A 25. tétel

szerint q
/ SO /
FZaZEfnZEFn A-m.m.

Newton—Leibniz formula

Kérdés

A klasszikus derivalt és a Riemann-integral esetében el6fordulhatott, hogy
egy differencialhaté fiiggvény derivaltja nem volt Riemann-integralhato,
ezért a derivaltat nem tudtuk minden esetben "visszaintegralni'.

Vajon Riemann- helyett Lebesgue-integrallal van valamilyen altalanosabb
tétel?
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Barmely (G, B(G), u), G < RP lokalisan véges szingularis Borel-mérték ese-
tén Dy = o0 p-m.m.

Bizonyitas.

Legyen A € B(G) a p egy Lebesgue-nullmértékii tartdja: A(A) = 0 és
w(RP\A) = 0.

t € N esetén legyen A, = A(Dp < t).
e _

Mivel |J 4; = A(Dp < o), elég azt igazolni, hogy p(A4;) =0
t=1

A p regularis mérték, ezért az is elég, hogy barmely K < A; kompaktra
w(K) = 0.

Bérmely 6 > 0 esetén legyen K5 = | ) B(z,0) a K § sugart megvastagitasa.
reK

Mivel K zart, (| Ks = K. Ezért 6lim0)\(K5) = MK)=0.
—+

6>0

Rogzitsiink egy e > 0-t; ehhez van olyan 6 > 0, hogy A\(K;) < ¢

Minden z € K-ra Du(z) < t, ezért van olyan 0 < r, < ¢, hogy N(B(x, rm)) <
t-A(B(z,ry)).

A K halmazt lefedik a B(z, %rx) gombok; a kompaktsig miatt véges sok,
By, = B(xy, %rl), ..., By, = B(zp, %rn) is lefedi.

A maximalis operatornal tanult lemma szerint ezek koziil kivalaszthato véges
sok diszjunkt, B, ,...,B;, ugy, hogy a 3-szoros nagyitasuk az osszes B;-t
lefedi:

m
K c UB 33'173 U xzk7rzk < K5

i=

A K mértékére

ZM x’bldr'bk \Zt/\(B(xik’rik))

k
= 2 3PN (B2, 373,)) < 3PN(K;) < 3Pte.

A e — 40 hataratmenetbél u(K) = 0.
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Kovetkezmény

Ha F : I — R monoton n6, szingularis és nem konstans, akkor van olyan
pont, ahol F/ = oo.

Bizonyitas.
o Legyen ¢ az F' megvaltozasabol kapott Lebesgue—Stieltjes mérték.
o A Lemma miatt van olyan pont, ahol Dypp = o0.

o Abban a pontban F fels6 szimmetrikus derivaltja, és a fels6 derivaltja is co.

Alternativ bizonyitas.

o Tegyiik fel, hogy F(a) < F(b) és legyen pp az F megvaltozasabol kapott
Lebesgue—Stieltjes mérték.

o Mivel ¢ szinguldris, ezért van olyan nullmértékti H < [a, b] halmaz, amely-
re pp(H) = ¢p(la,b]) = F(b) — F(a) > 0.

o Fedjik le H-t nagyon kis 6sszhossztssagu intervallumokkal. Valamelyikben
nagy lesz F' meredeksége a két végpont kozott.

o Erre az intervallumra ugyanezt eljatszva, majd ezt ismételgetve, az interval-
lumok metszetében kapunk egy pontot, amelyben végtelen a felsé derivalt.

(20. el8adas, 2023.05.09. |

Tétel (Newton—Leibniz formula)

Ha F monoton né, mindenhol differencialhato, akkor abszolut folytonos, és
F(b) — Fl(a) = S[a bl F'd\.

Bizonyitas.
o Legyen F Lebesgue-felbontdsa F(x) = a(x) + b(z).
 a(z) monoton nd, mert a ¢ abszolut folytonos részének eloszlasfiiggvénye.
+ Ha b(x) nem konstans, akkor van olyan x, pont, ahol ¥/(z) = .
 De akkor F"(z) = o, ellentmondas.

o Tehat b konstans, F' abszolit folytonos.

d
f Fd) = J %dA — op(la,b)) = F(b) — F(a).
[a,b] [a,b]
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Ismétlo kérdések
o Mit jelent az, hogy az F' : R — R fiigguény szinguldris?

— F' =0 mm.

— Monoton novo fiiggvényre: A pr mérték szingularis a Lebesgue-mértékre
nézve.

o Mondjuk ki a sorok tagonkénti derivdldasarcl szolo Fubini-tételt.

— Ha I < R intervallum, F}, : I — R monoton nové és F(x) = > F,(x)
minden pontban konvergens, akkor

0 ! 0
(Z Fn> = Z F! m.m.
n=1 n=1

o Mondjuk ki a Newton—Leibniz formula megfeleldjét Lebesque-integrallal.

— Ha F monoton né, mindenhol differencialhaté, akkor abszolut folyto-
nos, és F'(b) — F(a) = §, ,, I dA.

o Mi Georg Cantor teljes neve?
— Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845-1918
o Mikor sziletett Guido Fubini?

— Guido Fubini, 1879-1943
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Korlatos valtozasu fiiggvények

A korlatos valtozasu fliggvényekre ezek konnyen kiterjeszthet6ek. A tovabbiakban
F lokdlisan korlatos valtozasu lesz.

Legyen I < R intervallum, f : I — R. Az f fluggvény lokdlisan korldtos
valtozdsi, ha I minden kompakt részintervalluman korlatos valtozasu.

Egy f: I — R fuggvény akkor és csak akkor lokalisan korlatos valtozasu,
ha két mononton névé fiiggvény kiilonbsége.

Bizonyitas. Valasszunk egy xg € I kezdSpontot, és legyen

hz) = g(z) - f(2).

z) = V(f,[zo,z]) 7 =m0
g( ) {_V(fa [1'7560]) T < g ’

Kovetkezmény

Legyen F': I — R (vagy F : I — C), ekkor
F Lipschitz = F abszolit folytonos = F' folytonos és lok. k.v.

,
\

Lemma

Ha F : I — R (vagy F : I — C) korlatos valtozasu, akkor az F' folytonossa-
gi intervallumain értelmezett ¢([a,b)) = F(b) — F(a) intervallumfiiggvény
kiterjeszthetd elGjeles (komplex) Borel-mértékké.

\ J

Bizonyités. Az F felbomlik két montoton névekvd fiiggvény kiilonbségére. Fzek-
bél egy-egy véges LS mértéket készithetiink, ezek kiilonbsége egy el6jeles mérték,
ami az ' megvaltozasanak kiterjesztése.

Kovetkezmény

Legyen I < R intervallum, F' : I — R lok. k.v, ¢r a megvaltozasabodl
szérmazé elGjeles/komplex Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:
(1) F abszolut folytonos.

(2) A pr mérték abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.

(3) Van olyan f mérhetd fuggvény, aminek F' integralfiiggvénye, és f = F’
m.m.

,
\
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Kovetkezmény

Az F : I — C lok.kv. fiiggvény akkor és csak akkor szingularis, ha az F
megvaltozdsdbol szdrmazé eldjeles/komplex Lebesgue—Stieltjes mérték szin-
guldris.

Kovetkezmény

Minden lok. k.v. fliggvény felbomlik egy abszolit folytonos és egy szingu-
laris fiiggvény Osszegére.

,
\

Kovetkezmény

Ha F lokasan korlatos valtozasi, akkor m.m. differencialhato.

,
\
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VI. rész

Szorzatmeértékek

29. Véges sok mértéktér szorzata

o-additivitas két mértéktér direkt szorzatdn. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel
(bizonyitds nélkiil). Véges sok mértéktér szorzata. [Petruska, 121, 123-124. o.]

Két mértéktér szorzata

Almodjunk szorzatmértékrél

Legyen (X, M, u) és (Y, N, v) két mértéktér. Mi legyen ezek szorzata?

Legyen T = {A x B: Ae M, B € N}, a téglik halmaza.

AY

Barmely T = A x B téglara esetén legyen  «(T) = u(A) - v(B).

(Az tires tégla sokféle szorzatként is el6dll, de u(A)-v(B) értéke mindig
0.)

Ezt az o fliggvényt szeretnénk kiterjeszteni a téglak altal generalt o-
algebrara.

Azt varjuk, hogy példaul az m- és az n-dimenziés Lebesgue-
mértékterek szorzata az (m + n)-dimenzids Lebesgue-mértéktér lesz.
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Legyen (X, M, u) és (Y, N, v) két mértéktér.

(a) AT ={Ax B:Ae M,BeN}, a téglik halmaza félgytiri;

(b) A T félgylirtin az a(A x B) = p(A) - v(B) halmazfiiggvény o-additiv,
additiv és o-szubadditiv.

Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgylirti legyen, hdrom dolog kell: & € T,
barmely két tégla metszete tégla, és barmely két tégla kiilonbsége eléall, mint
véges sok tégla diszjunkt unidja; mindharom trivialis™. Az dbran a T A U és
T\U felbontésa lathato.

T A

]

c
Az tires halmaz is tégla, példaul & x @ e T.
(b1) Allitds: o o-additiv.
Tegyiik fel, hogy a T' = A x B tégla a T,, = A, x B, tégldk (n = 1,2,...)
diszjunkt unioja.
Barmely z € X, y € Y esetén

o0
xa(x) xs(y) = xr(z,y) Z Xz, (2, y) Z ) XB.(y)-
Rogzitsiik y-t, és integraljunk x szerint:

W(A) vo(y) = ( [ ) du(:v)) ) = [ xalo) xalo) (o)
- L (i X4, (2)XB, (Y )) dps() PRt i L Xa, ()X, (y)dp(z)

=1

- i <L Xa, (z)dp(x >X3n i 1(An)xs, (Y

n=1

3
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Most integraljunk y szerint:

Tehat « tényleg o-additiv.
(b2) Allitds: o additiv.
Trivialis®®, mert ¥ € T és (D) = 0.
(b3) Allitds: o o-szubadditiv.
(Kovetkezik abbdl, hogy T félgytirii: a fedd téglakat elmetszhetjiik a lefedett

téglaval, és a fedés kicserélhetd diszjunkt téglakkal val6 fedésre.)
Tegyiik fel, hogy A, By, Bs,... € T és A < |J Bi. Azt kell bizonyitani, hogy

a(A) < Y a(By).

A fed6 téglakat elmetssziik a lefedett téglaval: legyen
Ck = Bk N A; Ck € T; Od(Ck) < Oé(Bk)

A fedést kicseréljik diszjunkt tégldkra: minden n-re vannak olyan Dy 1, ..., Dgn,
téglak, hogy

Ok\<Uci>=:|;!Dk,j, |;|1|;|D”00k A= |_||_|DU

i<k i=1j=

B,

B3




$ati= 35 (Sheto) =o( [1[100) =t

Tehat a tényleg o-szubadditiv.

Kovetkezmény

A mértékkiterjesztési tétel szerint az o téglafliggvény kiterjesztheté mérték-
ké a téglak altal generalt o-algebrara.

Az (X, M, pn) és (Y,N,v) mértékterek szorzata a (Z,S, ) mértéktér, ahol
Z =X xY, p, alemmabeli a-hoz asszocialt kiils6 mérték a Z halmazon,
S a @, szerint mérhet6 halmazok rendszere, és ¢ a ¢, megszoritasa S-re.

Véges sok mértéktér szorzata

A lemma és a definicié minden nehézség nélkiil kiterjesztheté n mértéktér szorza-
tara is.

Definici6

(véges sok mértéktér szorzata)

Ha (X, My, pi) (k= 1,2...,n) mértékterek, akkor 7 = {4; x ... x A, :
Ay e My, ... A, € M, } a tégldk félgyliriije, ezen az a(A; x ... x A,) =
p1(Ay) - .o e (A,) fiiggvény o-additiv. A mértékterek szorzata (Z,S, ¢),
ahol Z = X; x...x X, halmazon, ¢, : Z — [0, 0] az a-hoz asszocialt kiilsé
mérték, S a ¢, szerint mérheté halmazok rendszere, és ¢ a ¢, megszoritasa

S-re.

J

A o-additivitasanak bizonyitasa ugyanigy megy, mint a 29 lemmaban, csak a
Beppo Levi tételt nem kétszer, hanem k-szor kell alkalmazni.

Ha p a p-dimenzids, v a g-dimenziés Lebesgue-mérték, akkor a szorzat a
(p + q)-dimenziés Lebesgue-mérték. Ez majdnem trivialis®, a valamelyik
mérték szerint nullmértékt halmazokat kell egy kicsit diszkutalni: minden
mérheté halmaz egy F,, halmaz és egy nullmértékii halmaz uniéja stb.
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A szorzatmérték szerinti integral atirasa tobb-

szOoros integralla

Tétel (Fubini)

Legyen a (Z,S,¢) az (X, M, ) és (Y, N,v) mértékterek szorzata, és f ¢-
m.mérhetd Z-n. Ha f (végesen) integralhato, vagy ha Z o-véges és §, fdy
létezik, akkor

( ) p-m.m. z-re létezik a g(x) = §,, f(x,y)dv(y) paraméteres integral;

b) § gdp = §, fdep, avagy

[ re s - [ Ufy dvly ))du()

Megjegyzés

Az f > 0 esetet szokds Tonelli-tételnek is nevezni. (Leonida Tonelli,
1885-1946)

A Fubini-tétel bizonyitasa. A komplex értékii fiiggvények esetében kiilon
vehetjiik a valds és a képzetes részt, ezért elég csak a valds értéki fliggvényekre
bizonyitani.

Az f fuggvényt nevezziik Fubini-félének, ha SZ fdp létezik, és f-re teljesiil a tétel,
vagyis az (a) és a (b) tulajdonsdg. Jelolje ® a Fubini-féle fliggvények csaladjat.
Szép sorban egyre tobbféle fliggvényrol bizonyitjuk be, hogy Fubini-féle.

(I) Barmely T'= A x B e T tégla esetén yr € P.
A ¢ definicitja alapjan trivialis®:

JX <L xr(z,y) du(y)) dp(z) = JX (L xa(2)xB(Y) dy(y)) dp(z) =

- (XA@:) [ xew) du<y>) dule) = [ xal@(B) duto) -
= 0(B) | (o) duta) = (B)u(A) = oT) = | xr d

(IT) Ha f € ® és ce R, akkor ¢- f € ®.

JX (ch(m’y) d”(y)) dp(x) f ( J fla,y) du(y )> dp(z) =
- CJX (Jy 1(@.y) dy(y)) du(z) = CL f(z,y) dp = L (c f(x,y))d(p_
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(III) Ha f1, fo € ® és §, f1 do + §, f2 dp 1étezik, akkor fi + fo € @.

A két integral osszeadhato, és (II) miatt f megszorozhatd (—1)-gyel, ezért felte-
hetjiik, hogy egyik sem —co. Legyen g;(z) = {,, fi(x,y) dv(y) (i = 1,2). Mivel

LM@@@:LﬂW>ﬂm

az is igaz, hogy p-m.m. z-re g;(x) létezik, és az értéke nem —oo. Akkor viszont
g1(x) és ga(x) p-m.m. z-re dsszeadhaté. Minden egyes ilyen x értékre

fﬁ@wﬂww:m@>—w
Y

ezért v-m.m. y-ra f;(x,y) > —oo, vagyis értelmes az f1(z,y) + fo(x,y) Osszeg, igy

01(z) + o (x jﬁxydu Jhxydw)=LLM%w+b@wMMw=Mm

és most mér jogos a p-m.m. z-re 1étezd g(x)-rél beszélni.

Mivel
_memm:Lﬁ@o@‘&mmww:Lﬁw

Osszeadhato,

| o aut@) = | @) du@) + | mle) ane) = | siag+ | paae= | rag

(IV) Ha 0 < f; < fo < ... nemnegativ Fubini-féle fiiggvények egy novekvé soro-
zata, akkor ezek limesze, f = lim f,, is Fubini-féle.

Legyen g, (x) = SY fu(z,y) dv(y); ez (a) miatt p-m.m. a-re létezik, ezért p-m.m.
T-Te az 0sszes gn( ) létezik, és 0 < g1(z) < g2(2) < .... Legyen most g = lim gy;
a MKT miatt

ola) = limg,(e) =tim [ flo) o)™ | fa) ) (e o)

kLﬂw@WmLﬁﬂwhgmmL%@NM@ﬂsLm@M@)

(V)Ha 0< f1 < fo, f2€® és §, fo dp = 0, akkor fi € ®.
Viladgos, hogy

0<J f1d80<f fodp =0, {gy J Jidp = 0.
z z z

L (L fa(z,y) dV(y)> dp(z) = L fodip = 0,

189

Abbdl, hogy



latjuk, hogy
pf-m.m z-re J fo(z,y) dv(y) = 0;
Y

p-m.m z-re

v-m.m y-ra  fo(x,y) = 0)§

3

p-m.m x-re (V—m.m y-ra fi (l’ay) =0

jrm.m z-re L fr(z,y) du(y) = 0;

L (L fila,y) dV(y)> du(z) =0 = L F1de.

(VI) Ha A = |JTj megszamlalhaté sok tégla unidja, akkor x4 € ®.

Mivel a téglak félgylirtit alkotnak, a szokasos moédon kicserélhetjiik az unidban
szereplo téglakat diszjunkt tégldkra. Mostantdl a téglaink diszjunktak, ezért y 4 =

ZXTk'
Legyen f, = x1yo...or, = X1, +---+x1,; Ekkor 0 < f1 < fo <...,éslim f,, = xa.
Ezutan (I11) miatt f,, € ®, majd (IV) miatt x4 = lim f,, € .

(VII) Tegyiik fel, hogy Aj, As,... € S, mindegyikitk megszamldlhat6 sok tégla
egyesitése, (A1) véges, és A =) A,. Ekkor x4 € .

Elészor is, vegyiik észre, hogy ha B = |, By és C' = |J, Cy is megszamlalhaté sok
tégla unidja, akkor B n C' = J, ,(Br n Cy) is megszamlalhaté sok tégla unidja.
Ezért As-t kicserélhetjiik az A1 n As halmazra, utana As-at kicserélhetjik Ao n As-
ra...; ezek utdn feltehetjiik, hogy A1 > Ay o .... Ekkor x4 =lim x4, .

Legyen fn, = xa, — xa,.- (VI) miatt x4, € ®, (II4+III) miatt f, € . Mivel
0 < fo < frs1, (IV) miatt xa,\4 = lim f,, € ®. Mivel §, xa,dp = ¢(A1) véges,
(IT+IIT) miatt x4 = x4, — Xa,\4 € .

(VIII) Ha ¢(A) = 0, akkor x4 € ® és p-m.m. a-re v*(A,) = 0 (itt A, = {y :
(z,y) € A} az A halmaz x szerinti szekcidja, v* pedig v teljessé tétele).

Minden n-re fedjik le A-t egy olyan B, halmazzal, amely megszamlalhaté sok
tégla unidja és o(B,) < %, és legyen C = nB,,. Ekkor persze ¢(C) = 0 mert

minden n-re ¢(C) < p(B,) < L.
(VII) szerint xo = x~B, € P, végil 0 < xa < xc¢ és (V) miatt x4 € .

Mar csak azt kell belatni, hogy ¢(A4) = 0,x4 € ® = p-m.m. z-re v*(4,) = 0.
Itt @ definicidja miatt §, x4 de = §(§, xa dv) du, tovdbba p(A) = 0 miatt
§,xa dp = 0. A kettdt Gsszevetve §,(§, xa dv) dp = 0, ahonnan kovetkezik,
hogy prm.m. a-re §, xa, dv(y) =} xa(z,y) dv(y) = 0. Itt A, lehet, hogy nem
mérhet6 v szerint, de v* szerint mar biztosan az; tehat v*(A;) = 0.

(IX) Ha A€ S és p(A) véges, akkor x4 € P.

Valasszunk minden n-re olyan B,, halmazt, amely megszamlalhaté sok tégla uniéja,
fedi A-t és o(B,,) < ¢(A) + 1. Legyen C = nB,,. Ekkor az N = C\A halmazra
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©(N) = 0; (VII) miatt xc € ®, (VIII) miatt xny € @, végil (II4+III) miatt x4 =
Xc —xn € P.

(X) Ha A € S és A o-véges ¢ szerint, akkor x4 € ®. Valbéban, mivel A = LA;,
©0(Aj) < 00, ezért (IHIHIVHIX) miatt x4 = > x4, € D.

(XI) Legyen f > 0 mérheté. Ha §, fdp véges, vagy ha ¢ o-véges, akkor f € ®.
Valéban, ha egy g = > crxa, = 0 egyszerii fliggvény integrélja véges, vagy ha ¢
o-véges, akkor (IT4+I11+X) miatt g € ®. (IV) alapjan ugyanez mondhaté f-re is,
mert monoton limesze egyszerl figgvényeknek.

(Itt x& = xa,,U" Ar = 2)

(XII) Legyen f majdnem mérheté és f > 0 m.m. Ha {, fdy véges, vagy ha
@ o-véges, akkor f € ®. Legyen f; > 0, és fi = f ¢-m.mindenhol. Legyen
A:={z€Z: f# g1}, ekkor p(A) = 0 és (VIII) szerint mm x- re v¥(A,) = 0.
Rogzitve egy a-et f(x,y) = fi(z,y) mm. y-ra, vagyis g(z) = {, f(z,y)dv(y) =
Sy fi(z,y)dr(y) == gi(x) is mm. z-re létezik, és az egyenloseg fenndll. Ekkor

pedig (XI) szerint §, gdp = § grdp = §, frdp = §, fde.

(XIII) Legyen f majdnem mérhet6. Ha SZ fdp véges, vagy ha ¢ o-véges és SZ fde
létezik, akkor f € ®. Az eddigiek szerint ha az elsé feltétel teljestil készen vagyunk
(f*,f~ =0). A masodik esetben f, f*, f~ majdnem mérhetdk, és nemnegativak,
(IT+XII) szerint f+, —f~ € @, az integral definicidja, és (III) miatt f € ® is teljesiil.

A Fubini-tétel lehetéséget ad az integralok felcserélgetésére, feltéve, hogy a
szorzatmérték szerinti integral 1étezik.

A Jordan-mérték szerinti integralokndl szokott szerepelni ez a példa: A
[0,1] x [0, 1] négyzeten legyen

22 — g2
fla,y) = § (@2 +9?)?
0 ha x = 0 vagy y = 0.

ha z,y > 0

Erre a fliggvényre

() )= o [ (f) grmpee) =5

A két integral azért lehet kiillonb6z6, mert f, és f_ integralja is végtelen,
igy a Fubini-tétel feltételei nem teljestilnek.
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Megjegyzés

Az ilyen példdk utan szokott eljonni az a kérdés, hogy tudunk-e olyan korld-
tos vagy memnegativ f : [0,1] x [0,1] — [0, o0) fliggvényt mondani, amelyre
Si:o (S;:o f(x, y)dy) dz és S;ZO <Si20 f(z, y)dx) dy is létezik, de az értékiik
kiilonbo6z6.

A Fubini-tétel miatt korlatos vagy nemnegativ, Lebesgue-, specialisan Borel-
mérheto fiiggvényekre a két integral mindig egyenld, mi pedig csak Borel-
mérheto fliggvényeket tudunk felirni.

Nem mérhet6 fiiggvények konstrudlasahoz muszaj a kivalasztasi axiomat

hasznalni.

Tegyiik fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és legyen < a [0, 1] halmaz egy
wy tipusu jolrendezése. Tekintsiik a kdvetkezo fliggvényt:

1
e - {5 T2

Barmely z-re csak megszamlalhaté sok olyan y van, amely megelozi x-et a
jélrendezéstinkben. Ezért barmely rogzitett z-re f(z,y) = 1 m.m. y-ra, és

fgy §jo.0 f(@,y)d\(y) = 1, tehat

Le[o,l] (Le[m] f(a,y) d)‘(y)) dA\(z) = 1.

Megforditva, barmely y € [0, 1]-hez csak megszamlalhaté sok x < y 1étezik,
tehat rogzitett y esetén f(x,y) = 0 m.m. z-re, ezért

Le[O,l] (Le[o,l] f(@.y) dA(x)) dA(y) = 0.

Tétel (Friedman, 1980 (Harvey Martin Friedman, 1948-))

A ZFC-vel konzisztens a kovetkezd allités:
Legyen f : [0,1]*> — [0,00) tetsz6leges fiiggvény. Ha az

Swe[(},l] <Sy€[0,1] f(il), y)dA(y)) d)\(l’) éS Sye[O,l] (Sxe[(),l] f(il), y)dA(l‘)> d)‘(y)
kettds integralok léteznek, akkor egyenlék. [Friedmann]
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o Tehat, ha akarjuk, legaldbbis pozitiv fliggvények esetén, szabad cse-
rélgetni a tobbszoros szummakat és Lebesgue-integralokat.

o Ha akarjuk, létezik olyan eset, amikor nem lehet felcserélni az integ-
ralokat, de ilyenkor sem tudunk konkrét ellenpéldat felirni a ZFC-nél
erosebb plusz feltételek felhasznalasa nélkil.

Ismétlo kérdések

o Mondjuk ki a Tonelli-tételt o-véges mértékekre.
— Ha az (X, M, p) és (Y, N,v) o-véges mértékterek szorzata (Z, S, @), és
f = 0 p-m.mérhetd, akkor

% p-m.m. z-re létezik a g(x SY x,y)dr(y) paraméteres integral,
és

* SX gd:u = SZ fd(P, avagy

ffxydw(xy J (ffmy au(y >)du(:c>.

o Mondjuk ki a Fubini-tételt o-véges mértékekre.
— Ha az (X, M, ) és (Y,N,v) o-véges mértékterek szorzata (Z,S, @), f
¢-m.mérhetd, és §, fdp létezik akkor

% p-m.m. z-re létezik a g(x SY x,y)dr(y) paraméteres integral,
és

« §ygdp = 1§, fdp, avagy

[ remasten - | (jf:cy dv(y >)du<x>.

o Igaz-e, hogy ha f(z,y) =0, és § 1., (Sye[gd]f(Ly)d)\(y))d)\(x) és
Sye[c d] <Sxe[a 8 f(x,y)d)\(y))d)\(y) is létezik, akkor egyenldk?

— Attol flugg, hogy eurdpai vagy afrikai halmazelméleten ultink.

— Példaul, a igaz a kontinuumhipotézis, akkor a két integral lehet kiilon-
b6z6.

— ZFC-vel konzisztens, hogy a két integral mindig egyenlé.
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30. Végtelen sok mértéktér szorzata

Akérhany valdszintiségi mértéktér szorzata. Bizonyitds a o-szubadditivitdsra. [Petruska,
121, 124-126. o.]

« sz

atvinni, tobbféle nehézségbe titkoziink: biztositanunk kell, hogy a téglaink mér-
tékét kifejez6 — most mar végtelen sok tényezés — szorzatok sorrendfiiggetlenek
legyenek; raadasul végtelen sok o-algebra direkt szorzata nem lesz félgytiri. Az
is el6fordulhat, hogy megszamlalhaté soknal tobb mértékteret szeretnénk Ossze-
szorozni, mert éppen olyan kedviink szottyant, hogy 92" fliggetlen valdszintiségi
valtozét szeretnénk konstrualni.

Ezeknek a nehézségeknek egy lehetséges feloldasa az, hogy csak valdszintlisé-
gi mértéktereket szorzunk Ossze, amelyekben a teljes tér mértéke 1, ([0, 1]-beli
szamok végtelen szorzata mar nem fiigg a sorrendtél), tovabba csak olyan tégla-
kat hasznalunk, amelyeknek véges sok kivétellel minden éle a megfelel6 teljes tér
(hasonléan példaul a topologikus terek szorzatahoz).

Egy kovetkezo allomas lehetne az olyan téglak megengedése, amelyeknek meg-
szamlalhaté sok kivétellel minden éle az egész tér, de az ilyenek gyis benne lesznek
a generalt o-algebraban.

Mostantél tehat legyen I tetszoleges szamossagu, de azért nem iires indexhal-
maz, és minden i € [-re (X;, M, ;) valamilyen val6szintiségi mértéktér.

A leend6 szorzatmérték alaphalmaza az X; halmazok szorzata, Z = X X;

i€l
lesz. Ez tekinthet6 az olyan, I-n értelmezett fiiggvények halmazanak, amelyek
minden ¢ € [-hez X;-beli pontot rendelnek. Ha I = N, akkor a Z = X X; =

el
X1 X Xy X X3 X ... halmaz elemei végtelen sorozatok.

A téglak az olyan T' = X A; hengerhalmazok lesznek, amelyekben minden
el
i€ I-re A; € M,, és véges sok ¢ index kivételével A; = X;. Az A; halmazt (igy,
egymas kozt, nem hivatalosan) a T tégla i-edik élének fogjuk hivni.
A téglaink halmazat jelolje most is 7, tehat

T = {XAi:VieIAieMi, és {ie]:AiséXi}véges}.
el
AT = X A; tégldhoz hozzarendeljik a
1€l
oT) = [ [riA:)
i€l
szamot. A szorzatban véges sok i kivételével minden tényezé 1, igy vehetjik csak
az 1-nél kisebbek szorzatat, vagy a véges részszorzatok minimumat.
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(a) T félgyfir.
(b) Az a: T — [0, 1] téglafiiggvény additiv.
(c) Az a: T — [0, 1] téglafiiggvény o-szubadditiv.

Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgylirii legyen, hdrom dolog kell: & € T,
barmely két tégla metszete tégla, és barmely két tégla kiilonbsége el6all, mint
véges sok tégla diszjunkt unidja.

Az iires halmaz is tégla, az egyik A;-t valaszthatjuk ¢J-nek.

Legyen T' = X, ;A; és U = X, ; B; két tégla. Legyen J < I az olyan
indexek halmaza, amelyekre A; # X; vagy B; # X;. Atindexelve, feltehetjiik,
hogy J = {1,2,...,n}. Innen pedig minden ugyanigy megy, mint véges sok
mértéktér esetén. 9

(b) Tegyiik fel, hogy egy T tégla az Uy, ..., U, téglak diszjunkt unija. Legyen
J < I az olyan ¢ indexek halmaza, amelyekre valamelyik téglank i-edik éle nem
az egész tér; ez véges sok véges indexhalmaz unidja, vagyis J véges. Ismét csak
atindexelve, feltehetjik, hogy J = {1,2,..., N} Innen pedig minden ugyantgy
megy, mint véges sok mértéktér esetén. 9

(c) ¥ Indirekt tegyiik fel, hogy o nem o-szubadditiv, vagyis van olyan 7T tégla,
ami lefedhetd az U', U?, ... téglak unidjaval ugy, hogy >, a(U™) < a(T). Nyil-
van mindegyik U™-et lecserélhetjik az U™ n'T téglaval, igy a fedés tovabb csokken.
Tehat feltehetjiik, hogy U™ < T.

Az itt szerepld téglak élei 6sszesen megszamlalhato sok iranyban lehetnek ki-
sebbek, mint a megfelel6 mértéktér; ezeket atindexelhetjiik pozitiv egészekkel. Az
Osszes tobbi iranyban minden szorzat minden tényezdje 1. Tehat feltehetjiik, hogy
atindexelés utan I = N, a direkt szorzatok elemei sorozatok.

Legyen T' = X2, A; és minden n-re U™ = X2, BP. Mivel U" < T, az is igaz,
hogy minden 7 indexre B = A;. Az indirekt feltevés szerint

> a(U™) < a(T),

vagyis
35 (Tt <[Tucn W

Rekurzivan konstrudlunk egy olyan ¢ = (aj,as,...) € T pontot, ami a kovet-
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kez6t fogja tudni:
>
n=1

k

=1 i=k+1

o0 Q0
HXB?(ai) : H wi(BlY) | < H pi(A;) minden k =0,1,2,... esetén.

i=k+1

(2)

Ha k = 0, akkor az els6 produktum iires, ezt most is 1-nek definialjuk.

A

.

A (2) szemléletes jelentése a kovetkezd. Vegyik az x1 = ay, ..

Ti42, Ti43, ...

Ty ..., Tk

., T = aj hipersi-

kot, és az Osszes téglaink nyomdt — metszetét a hipersikkal. A baloldalon az elsé
produktum értéke 0 vagy 1 attél fliggben, hogy az U™ tégla elmetszi-e a hipersikot.
A mésik két produktum a hipersikra esd vetiiletek mdédositott mértéke, amit ért-
hetden az els6 k koordinata nélkiil szdmolunk, ezért megy az index (k + 1)-t6l. A
(2) formula tehat azt fejezi ki, hogy az U™ tégldk nyomdanak Gsszege a hipersikon
kisebb, mint a T tégla nyoma.

A k = 0 esetben (2) egybeesik (1)-gyel, tehat igaz.

Ha k pozitiv egész, és aq, ..

flz) = Z

fiiggvényt:

., ap—1 mar megvan, akkor vizsgaljuk a koévetkezo

k—1 0
[ [xsr(a) xsp(x)- [ m(By)
=1 i=k+1

(vagyis (2) baloldalan az ay helyére az x valtozot tettiik). Olyan ay € Ay pontra

0
van szitkségtink, amelyre f(ar) < [ pi(4).

i=k+1
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Az A; halmazon integralva,

F@)dp () = L (H CACHE H pi(B )dﬂk( )

Ay, = i=1 i=k+1
0 k—1 0
=) (H XBr(ai) - ]_[uz(BZ‘))
n=1 \i=1 i=k
— 1)-re ®©
(2) (k< 1) H,uz f ( H MZ i ) d,uk( )
i=k A \i=k+1

Az f integralja kisebb, tehat az A, halmaz egy pozitiv mértékl részén f <
[ 1721 1i(As); €bbdl a pozitiv mértéki részbél valasszunk egy ay, pontot.
Ezzel megkonstrualtuk a (2)-nak eleget tevé t = (ay, aq, . . .) sorozatot.

(21. el6adés, 2023.05.16. |
Az indirekt feltevésiink szerint a t pontot fedi valamelyik U™ tégla, vagyis
minden i-re xpm(a;) = 1. Az U™ egy hengerhalmaz, tehdt véges sok i index

kivételével B" = X, ezért elég nagy k esetén

1= H m(a;): H pi(B;") Z (HXB?(C%‘)' H :U’i(an)> @ H 1i(A

i=k+1 n=1 \i=1 i=k+1 i=k+1

ellentmondas. 4
Tehat a tényleg o-szubadditiv.

Az (X, M;, ;) valosziniiségi mértékterek (i € I) szorzata a (Z,S, ¢) mér-
téktér, ahol Z = X, _; Xj, ¢, az a-hoz asszocialt kiilsé mérték a Z halmazon,
S a @, szerint mérheté halmazok rendszere, és ¢ a ¢, megszoritasa S-re.

Ismétlo kérdések

o Vegyiik minden intervallumon a Lebesgue-mértéket. Hogy definidltuk a [0, 2] x
[0,2] x [0,2] x ... szorzatmértéket?

— Sehogy, mert nem sorrendfiiggetlen a végtelen szorzat.

o Miért nem engedjik meg az 0sszes olyan téglat, amelynek végtelen sok éle
valodi része az adott mértéktérnek?
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— Az ilyen szorzatok nem alkotnak félgytriit, nekiink pedig a mértékki-
terjesztési tétel alkalmazasahoz félgytiriire van sziikségiink.

o Legfeljebb hdany fiiggetlen valdsziniiségi vdltozot konstrudlhatunk?

— Akarmilyen nagy szamossagut.
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VII. rész
Kitekintések

31. Lp-terek

Ly-normdk. Valés és komplex ¢, és L, terek. Konjugalt kitevék, Holder- és
Minkowski-egyenl6tlenség. Faktorizalds a m.m. 0 fliggvények terével. Strd al-
terek L,-terckben (egyszer(i, szép (véges sok, téglan konstans), kompakt tartéji
folytonos fliggvények alterei). [Petruska, 127-130. o.]

Egy rogzitett (X, M, u) mértéktéren majdnem mérheté fiiggvényekkel fogunk
dolgozni. A képhalmaz R vagy C is lehet, tehat vannak "valés L, terek" és "komp-
lex L, terek" is.

Definici6

Egy majdnem mérhetd fiiggvény p-edik normdja az (X, M, ) téren:

0 < p < 0 esetén
1/p
Il = ([ 150
X

Il = esssup |f| = min{K : |f| < K p-m.m.}.

p = o0 esetén

(Iényeges szuprémum)

Tétel (Holder-egyenl6tlenség (Ludwig Otto Holder, 1859-1937))

Ha 1 < p, q < o0 konjugdlt kitevok, azaz %—I—é =1, és f, g majdnem mérheto
fiiggvények, akkor

1/p g
e tata = ([ 1)~ ( [ toran) > 1ol = [ \rslan
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Megjegyzés

Véges sorozatokra mar tanultuk:

(Jaal” + .. + |an) (B2 + ... + 152 = Jarby| + ... + |anba]-

Bizonyitas. Trivialis® esetek:

« Ha ||f|l, = 0 vagy |g|, = 0, akkor f = 0 p-m.m, illetve ¢ = 0 p-m.m,
ilyenkor mindkét oldal 0.

o Ha |f|, és |gll, egyike sem 0, és legaldbb az egyik oo, akkor a baloldal
végtelen.

e Ha p =1, akkor ¢ = o0, és

\fﬂp'lg\q:‘J;Jdeu'fﬁssup|g!> J;!f!%gldu:—\ngy

o Ugyanigy triviélis@, ha p =0 és q=1.

A tovabbiakban feltessziik, hogy 1 < p,q < 00, 0 < | f|, < 0 és 0 < ||g||, < ©.
A homogenitas miatt a két fiiggvényt normalhatjuk, ezért azt is feltehetjiik, hogy

[£lp = lgllg = 1.
A stlyozott szdmtani-mértanibol

1 1 5 3
el =gl = (1) (le1) " = 111 Jgl
p q
és ez az olyan pontokban is igaz, ahol |f| = oo vagy |g| = o0. Integrélva

1 1 1 1
1£llp- gl = 1= ~[fl5+ ~llgllg = J <\f|p + |g|">du > J /1 -gldp = [ fglh-
p q x \P q X

Kovetkezmény (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij egyenlotlen-
ség (Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, Karl

Hermann Amandus Schwarz, 1843—-1921, Buxkrop
Axosnesna Bynsikosckuii, 1804—1889))

Ha f, g majdnem mérhet6 fiiggvények, akkor

I£ll2 - lgll2 = 11 £gls-
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Tétel (Minkowski-egyenlStlenség)

Ha 1 < p < o, és f, g majdnem mérhetd, dsszeadhato fuggvények, akkor

If +glo < 1£lp + lglp-

Bizonyitas. Trivialis® esetek:

o« Ha p =1, akkor
If + gl = f 1+ gldu < f Fldp+ f lgldi = 111 + Lol
X X X

o Ha p = o0, akkor
|f + gllc = esssup |f + g| < esssup | f[ + esssup |g] = [ f[o + [[g]loc-

« Ha |[fl, = o, |g], = o vagy [f +gl, = 0.

A tovabbiakban 1 < p < o0, a p-hez tartoz6 konjugalt kitevd g = z%’ |fl, és
lgllp is véges, és [ f + g[, > 0.
Egy trivialis® becslés:

| 1reapa < [ (max (£100D) i <2 [ (17416l )dn = 2 (117 +lgl?) < o,
X X X

tehat | f + gl|, egy véges, pozitiv szam; szabad vele egyenlStlenségeket szorzni és
osztani.
A Holder-egyenlétlenséget a q, p kitevokkel fogjuk alkalmazni, és kihasznaljuk,

hogy p—1="=L.
I+l = | 1£+aPdus [ 17+ (514 loDde <
X X
< | 1rear s [ 1f+ap llan

Holder

<" |17+ o) 170+ |15 + o] ol =

=+ gl!pp/q(Hpr +1glp) = I + " (1715 + lgl,)-

Ezt elosztva | f + g[,” '-nel, kész vagyunk.

Kovetkezmény

Minden egyes 1 < p < o0 esetén, az olyan majdnem mérheto f fiiggvények,
amelyekre | f], véges, vektorteret alkotnak.
(Ezek a fiiggvények m.m. végesek, ezért osszeadhatok.)
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1 < p < oesetén Ly(X, M, u) a véges p-normaju fiiggvények tere, faktori-
zalva a m.m. nulla figgvények alterével. Ezen a |.|, tényleg norma, tehat
L, egy normalt vektortér.

1. Ha X = {1,2,...,d} és p a szamldlomérték, akkor Ly(X) a d-hosszisdgu
sorozatokbdl all, éppen az R? euklideszi tér.

2. Ha X = N, akkor a tér a végtelen szamsorozatokbdl all, a neve (valds vagy
komplex) ¢, tér. Van, amikor praktikus negativ indexeket is megengedni,
tehat X = Z, a tér elemei minkét irdnyban végtelen sorozatok; pl. Fourier-
soroknal.

3. Ha X az R? egy pozitiv mértékii részhalmaza, és 1 a Lebesgue-mérték.
Ilyenkor csak az alaphalmazt adjuk meg: Lo(X); Lo ([a, b]) stb.

Megjegyzés

A kilénbozo p értékekre killonbozo fliggvényosztalyokat kapunk, altalaban

egyik sem része a masiknak. Példaul ha X = (0,0) és p < ¢ < oo,
~la 0,1
akkor az f = * z<(0,1) figgvény L,-beli, de nem L,-beli. A
0 z € [1,0)
0 z e (0,1)

g = figgvény L,-beli, de nem L,-beli.

VP ze[l,00)
Ha p(X) véges, akkor p < ¢-bdl példaul a Holder egyenl6tlenség miatt
kovetkezik, hogy L, c L,: ha f € L,, akkor

[ 1P <Pl - g, = 1707 - () <0

-
.
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L,-ben siirli az egyszertii fliggvények altere.
Ha p véges, akkor

stirti altér
) >

L,(R? egyszerl fuggvények

stirti altér
>

szép" fliggvények

strd részhalmaz W s e ,
> rac. "szép" figgvények

ahol a szép fiiggvények a véges sok téglan konstans, azon kivil nulla fiigg-
vények; a rac. "szép' fliggvények a racionalis értékii, véges sok racionalis
téglan konstans, azon kivil 0 fiiggvények.

Ha p véges, akkor

stirdi altér

Lp(Rd) >  kompakt tartoju folytonos figgvények.

Kovetkezmény

Ha p véges, akkor L,(R?) szeparabilis.

L (R) nem szeparabilis, mert a (.« (c € R) alaku fiiggvényekbol kontinu-
um sok van, és barmelyik ketto tavolsaga 1, tehat az % sugart kornyezeteik
diszjunktak.

Ismétlo kérdések

o Hogy definidljuk a metrikat az L, térben?
1/p
= ([ trran) " veges
X

— | fllooc = esssup |f| = min{K: If] < Ku—m.m.}.

o Mondjuk ki a Hélder-eqyenldtlenséget.

— Hal<p,q< wés }% + % =1, és f,g majdnem mérhet¢ fiiggvények,
akkor | f[, - lgllq = [l£gl-
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Mondjuk ki a Minkowski-egyenlotlenséget.

— Ha 1l < p < oo, és f,g majdnem mérhetd, Osszeadhatd fiiggvények,
akkor | f + gl < |l flp + llglp-

Mi az az L,(X, M, n) tér?

— A véges p-normaju fiiggvények tere, faktorizalva a m.m. nulla fiiggvé-
nyek alterével.

Mikor igaz, hogy Ly(X, M, ) = Ly(X, M, p)?

— Ha p > q és pu(X) véges.

Milyen p értékek esetén szepardbilis az L,(R?) tér?

— Véges p esetén.
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32. Riesz—Fischer tétel

Példak pontonként és L,-ben (nem) konvergens sorozatokra. Teljesség, Riesz-
Fischer-tétel. Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.) [Petruska, 127-130. o.]

Definicié (L,-beli konvergencia)

Legyen fi, fa,...,9 € Ly(X, M, n). Az f, figgvénysorozat L,-ben tart g-
hez, b | fo — gl —» 0.

Jele: f, z g.

Megjegyzés

o Az Ly-beli konvergencia a majdnem egyenletes konvergenciat jelenti,
tehat egy nullmértékii halmazt elhagyva a fliggvénysorozat egyenlete-
sen konvergal.

o Az Ly-beli konvergenciabdl a kovetkezik m.m. pontonkénti konver-
gencia.

e A m.m. pontonkénti konvergenciabdl nem kovetkezik az Lo.-beli kon-
vergencia.
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Példak

Ha p véges, akkor a pontonkénti és az L,-beli konvergencia nem kovetkezik
egymasbol.

L
1. Az f, = X[n,nt1) fliggvénysorozatra f, — 0 pontonként, de f, +,,) 0.

El6szor —a nagyra nétt Jeff dugja ki a fejét, majd egyre kisebb va-
kondok.

Ha p < o0, akkor g, £ 0, de g, + 0 pontonként.

\ J

32.1 Lemma

Ha fi, fo,... = 0 majdnem mérheto fiiggvények, akkor

Z Z £l

n=1
. J

Bizonyitas. Ha p = co: m.m. z-re

S fule) < 1l
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https://youtu.be/oqjGZjW_OL0
https://youtu.be/oqjGZjW_OL0

Ha p < oo, akkor

) 0 » 1/p N , »
- ()
e i v ’ " m . N p 1/p
o 7)™ (o (1)
1r folyt. J (i £ )pd 1p o i . -
Ve X \p=1 " a " NSw — n| s

Minkowski

< lim 2 an”p Z anHP

Tétel (Riesz—Fischer (Riesz Frigyes, 1880-1956; Ernst Sigismund

Fischer, 1875-1954))

Az L,(X, M, ) metrikus tér teljes, azaz minden Cauchy-sorozat konver-
gens.

Bizonyitas. A program: Kérjiink egy tetsz6leges Cauchy-tulajdonsagi (f,) so-
rozatot az ellenségtol; ehhez konstrualunk limeszfiiggvényt. Abban nem remény-
kedhetiink, hogy az (f,) sorozat pontonként konvergens, de lesz egy alkalmas
részsorozata, ami m.m. pontban konvergens. A részsorozat pontonkénti limesze
lesz az L, értelemben vett limeszfiiggvény.

A Cauchy-tulajdonsag ¢ = 2%—1"& azt mondja, hogy

VkeN dng, Vm,n=n, | fo— fulp <

Az ny, indexeket tetszés szerint megnovelhetjiik, ezért még azt is azt is feltehetjiik,
hogy ny <mng <nz <....

Legyen g = fn, (kK =1,2,...). A kovetkezOket bizonyitjuk errél a részsoro-
zatrol:

1. A g sorozat m.m. pontban konvergens; a limeszfiiggvényét jelolje g.

2. geLpésgk&ig.

3. fn L qg.

1. Legyen hq, ho, ... az a fiiggvénysorozat, amelyre g, = hy + ho + ... + hy,
tehdt hy = g1, és i > 2 esetén h; = g; — g;—1. Legyen d = >, | |hil.

Az ni_, definicidja miatt

1
Il = Lo = sl < 5o (622)
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ldll, =

e¢]
2 1l
k=1

Emiatt d(z) m.m. x-re véges. Ha viszont egy x pontban d(x) = > |hi(z)| véges,
akkor a > hy(x) sor konvergens, azaz a (gx(z)) sorozat konvergens. Legyen g =
lim gy, = Y.~ hi. (Ez egyeldre pontonkénti limesz.)

Lemma L L 1
L el < Iy + 3, oy <
P k=1 k=2

2.
& Lemma O O 1 2
lo—gls=| 25 k| "< X Mhilo< X 5 = o
i=k+1 p i=k+1 i=k+1

lgly < llg = g1llp + g1l < oo
3. Ha n > ny, akkor

1 3

2
lg = fully < lg = Facllp + [ fan = falls = 19 = grlp + 1for = falls < 55 + 55 = 5

Ezzel tetszéleges L,(X)-beli Cauchy-sorozathoz konstrualtunk (L, értelemben
vett) limeszfliggvényt.

Definicio

Azokat a normalt vektortereket, amelyek egyben teljes metrikus terek is,
Banach-térnek hivjuk.

- J
Kovetkezmény

Minden L, tér Banach-tér.

\

Ismétlo kérdések

o Milyen p esetén kovetkezik az L,-beli konvergencidbdl a m.m. pontonkénti
konvergencia?

— Csak p = oo-re.

» Igaz-e, hogy L,-ben minden Cauchy-sorozat m.m. pontban konvergens?

— Nem de minden Cauchy-sorozatnak van m.m. pontban konvergens rész-
sorozata.
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(22. eldadas, 2023.05.18. |

33. Mértékben valé konvergencia

Mértékben valé konvergencia. Metrizalhatésdg. Kapcsolat a mértékben vald, az
L,-beli és a pontonkénti konvergencia kozott. Teljesség. [Petruska, 135-137. o.]

A célunk a sokféle konvergenciafogalom egy k6zos kiterjesztése.

Definicié (mértékben valé konvergencia)

Legyen (X, M, p) mértéktér, M a majdnem mérhets, m.m. véges fiiggvé-
nyek vektortere, faktorizalva a m.m. nulla figgvények terével.
Az fi, fo,... € M fuggvénysorozat mértékben tart a g € M figgvényhez

(jele: fn, 5 g vagy fn = g), ha

V5>O,u(X(|fn—g| 25)) 0.

Definici6

Definidlhatjuk M-en a kovetkez6 metrikat:

d(f,g) = min (1,inf{5+,u(X(|f—g| 25)) :5>0}>.

(a) A d figgvény eltoldsinvarians metrika.
(b) fn, = g akkor és csak akkor, ha d(f,,g) — 0.

Bizonyitas. (a) Csak a hdromszog-egyenlStlenség nem triviélis@; azt akarjuk
igazolni, hogy d(f,g) + d(g,h) = d(f,h). Ha d(f,g) = 1 vagy d(g,h) = 1, akkor
persze trivialis®.

Ha d(f,g) <1 ésd(g,h) <1 akkor vegytlink egy tetszéleges e-t. Ehhez létezik
olyan d; > 0 és d > 0, hogy

ot n(1f =gl 01) <df.g) + e,
)

0o +p<|g—h| >0y ) < d(g,h) + ¢;
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d(f,h)<51+52+u(|f—hl>(51+5g>

<51+52+u(|f—g| 251) —i—,u(|g—h| 262>
<d(f,g) +d(g,h) + 2.

Végiil szokas szerint € — 0.

(b, =) Legyen ¢ > 0 tetszéleges, § = £/2. Ekkor van olyan ny kiiszobindex,
hogy n = ng esetén /J(\fn —g| = 5) < §. Akkor pedig

d(fn,9) < 5+M(|fn—g\ > 5) <20 =e.

Tehét, Ve >0 dng Vn=ng d(fn,g9) <e¢
(b, <) Legyen 6y > 0 és 0 < € < min(1, ). Olyan ng kell, hogy n = ng esetén
u(lfa—gl=0) <<
Legyen ng, hogy n = ng-ra d(f,,g) < €.
d(fn,g) <e<1
mf{5+u(x(yfn—g\ > 5))} <
36 >0 5+u(X(|fn—g| 26)) <e <&
0 < do,

(X (fa =gl = 00)) < (X (1fa =gl = 9)) <=

Ha f, = g, akkor f, 5 g.

Bizonyitas. Ha p = oo, akkor a konvergencia egy nullmértékii halmaztol elte-
kintve egyenletes.

Ha p < oo, akkor
| fo = glp" = J o= glPdn = (X (1~ gl 2 8)) - o7,
X
M(X(|fn —g| = 5)) |.f= 5p9||p o0

Kovetkezmény

Ha f, 23 g és f, 2 h, akkor g = h p-m.m.
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Abbdl, hogy f, — g pontonként, nem kévetkezik, hogy f,, = g. Példaul az
(R, £, \) mértéktérben az f,, = X(n,0) SOrozat pontonként tart 0-hoz, mégis
d(fn,0) = 1.

Ha f, — g pontonként, és u véges, akkor f, > g.

Bizonyitas. Legyen § > 0 tetszoleges.

ol = 8) < ['j X(Ufi=dl>9)) = (VU X (1> 9)) = (2) =0

n=1k=n

A (M, d) metrikus tér teljes.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy f,, egy Cauchy-sorozat; ehhez szeretnénk mértékbeli
limeszfliggvényt.

Minden k-ra legyen ny, olyan, hogy n,m > ny esetén d(fn, frn) < 55. A
ny szamokat tetszés szerint megnovelhetjiik, igy elérhetjik, hogy n; < ny < ...

legyen.

Legyen Ay, = X(‘fnk — fanes| = 2%)
Alkalmas §-val

N

5+ u(\fnk — foia| = 5) = ok

de akkor § < 2%, és igy

w(40) = (e~ Fur 2 5 ) < (| s 2 6) < o

Barmely k esetén, az Ay U Agi1 U ... halmazon kivil az (f,,) részsorozat
egyenletesen Cauchy, igy az is igaz, hogy m.m.pontban konvergens. Legyen g =
lim f,,, a pontonkénti limesz.

Az Ay U Agyr U ... halmazon kivil |f,, —g| < 2%, ezért

2 2 4
d(fnkag) < ? +M(‘fnk _g| = 2k> < 27

Tehat f,, = g; ebbdl kovetkezik, hogy f, -> g. (Cauchy-sorozat, aminek van
konvergens részsorozata)
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Ismétlo kérdések

Mit jelent az, hogy f, & ¢g?

- V6>0 u(X(\fn—g] >5)> — 0.

o Milyen metrikdval metrizaltuk a mértékben valo konvergencidt?
— d(f,9) = min <1,inf{5 +M(X(|f —gl > 5)) 5> 0})

o Mikor kévetkezik az Ly-beli konvergencidbol a mértékben valo konvergencia?
— Mindig,

o Milyen mértékterekben kovetkezik a pontonkénti konvergenciabol a mértékben
valo konvergencia?

— Véges terekben.
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34. L2-terek, ortogonalis fiiggvénysorok

Skaléris szorzds. Az Lo és {5 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus po-
linomok rendszerének teljessége. Az Lo([a,b]) izomorfidja az f5 térrel. [Petruska,
24. fej.]

A leggyakrabban el6fordulé esetek persze a legegyszeriibb Lq és L., no meg
— a skalaris szorzas miatt — az Lo.

Az f,ge Ly(X, M, u) fuggvények skalaris szorzata

fr9) = L fg du.

Ennek megvannak a véges dimenzios algebrabdl jol ismert tulajdonsagai, pl.
{f, [ = |IfII?, valésban bi- komplexben szeszkilinearitas, lehet véges sok vektorra
Gram—Schmidt ortogonalizaciét végezni stb.

A Cauchy—Schwarz egyenlotlenség egyszerti kovetkezménye, hogy

Kol < I fl2- gl

Az olyan Banach-tereket, amelyekben van skaldris szorzas, és | f||> = {f, f),
(valds, illetve komplex) Hilbert-tereknek hivjuk.

Legendre-polinomok

(Adrien-Marie Legendre, 1752-1833)

Legyen most [a, b] korlatos, zart intervallum. Az Ly([a,b]) térben az 1, z, 2% . ..
sorozatb6l Gram—-Schmidt ortogonalizacioval nyert ortogonalis polinomokat ne-
vezziik Legendre-polinomoknak. Legyenek wy, wy, ... anégyzetesen normalt Legendre-
polinomok, azaz degwy = k, |wi|2 = 1 és j # k esetén (w;,wy) = 0.

Példaul a [—1, 1] intervallumon

wo(x) = ?, wi(z) = \fx, wa(x) = \/4170(3x2—1), ws(r) = ~——(52°—3x),



Ha egy tetszoleges f € Lo fliggvényhez keressiik a legkdzelebbi polinomot a
legfeljebb k-adfoku polinomok terében, akkor jol ismert (és ez egy véges dimenzids
allitas), hogy a legkozelebbi p polinom a meréleges vetiilet, tehét

k
p= Z cjwj, ahol ¢; ={f,w;) az f vetiilete az w; irdnyara.
j=0

Legyen f € Lo([a, b]) tetszOleges fuggvény és ¢; = (f,w;). Ekkor

k
Mew, B f hak—ow

J=0

(Az ilyen ortgonalis rendszereket hivjuk teljesnek.)

Bizonyitas. Vegyiink egy rogzitett e-t.

Vélasszunk egy olyan g folytonos fiiggvényt, amelyre |[f — g2 < e.

Weierstrass 1. aproximéacios tétele szerint a folytonos fiiggvények jol kozelithe-
t6k polinomokkal: a g : [a,b] — C folytonos fiiggvényhez és ¢ > 0-hoz van olyan
g polinom, amelyre max |[g — ¢| < e.

Legyen ng = deggq, és legyen p; = Z?:o c;w;j az [ merdleges vetiilete a legfel-
jebb k-adfokt polinomok alterére. Ekkor tehat

ok = fle < If —dl2<|[f—gla+ ]9 —dll <e+evb—a.

Ez a tétel egy ujfajta bazisfogalmat is ad (Schauder-bazis, nem csak az Ly-ben,
hanem altaldban Banach-terekben): az f koordinatéi az ortonormalt polinomok
bazisdban a c¢; szamok, de most nem csak véges sok nemnulla lehet kézottik. Ezért
az Osszeget is mint Ly értelemben konvergens fliggvénysort kell értelmezniink.

A koordinatairanyokra vald vetités egy természetes megfeleltetést ad az Lo([a, b])
és Uy terek kozott: minden f € Lo([a, b]) fliggvényt megfeleltethetiink a (c¢;) soro-
zatnak.

Kovetkezmény

Lo([a, b]) ~ £5.

Bizonyitas. Az f «— (co,c1,¢o...) megfeleltetés megtartja a miiveleteket, a
normat és a skalaris szorzast.
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Trigonometrikus polinomok

Polinomok helyett trigonometrikus fiiggvényeket is hasznalhatunk, igy kapjuk a
Fourier-sorokat (Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830). Pl. a [0, 27] interval-
lumon, komplex alakban {rva, az ¢™® alaku fiiggvények (n € Z) ortogonalisak. Ha
az alap intervallumunk a [0, 1] polinom, akkor az e*™* polinomok lesznek ortogo-
nalisak. Az ilyenek linedris kombinacidit hivjuk trigonometrikus polinomoknak.
Weierstrass I1. approximacios tétele szerint a 27 szerint periodikus folytonos
fiiggvény kozelithet6 trigonometrikus polinomokkal, és a fenti bizonyitas is atvi-
heté. A Fourier-sor k-adik egyiitthatéja az f(x) és az e*** fiiggvény skaldris

~

szorzata, ezt az f(k) szimb6lummal is szokds jelolni:

Definicié (Fourier-egyiitthaté, Fourier-sor)

Legyen f € Ly([0,1]) tetszOleges fuggvény és k egész szam. Az f fiiggvény
k-adik Fourier-egyiitthatoja

~

7k = (o), 2mibey = f[ | @ )

A fiuggvény Fourier-sora

n—o
k=—n

f(O) + i <f(k:)€2wik$ + f(_k)e—%rikx) — i f(/{})@QWikx.
k=1

. J

34.1 Tétel

Tetsz6leges f € Ly([0, 1]) tetszbleges fiiggvényre

M fk)ermke B f  han— .
|k|<n

Ez persze nem igér sokat a pontonkénti konvergenciardl...
Fejér Lipot észrevétele volt, hogy a részletosszegek atlaga szépen viselkedik.
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Tétel (Fejér [Weisz] Lip6t, 1880-1959))

Ha f(z) 1 szerint periodikus, folytonos figgvény, a Fourier-egyiitthatéi

7y = f ek £(2) da,

a Fourier-részletosszegei

@)= S Fyermie
k=—n

akkor

egyenletesen.

Ismétlo kérdések
o Hogy definidljuk két Lo(X, M, p)-beli fiigguény skaldris szorzatat?

- <fag>: Sngdu

o Mik azok a Legendre-polinomok?

— Az Ly([a, b]) térben az 1,z,2? ... sorozatbél Gram-Schmidt ortogona-
lizacidval nyert ortogonalis polinomok.

o Szeparabilis-e az ly tér?

— Igen, mert izomorf Ly([0, 1])-vel, és arrél mar tudjuk, hogy szepardbilis.
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35. L1-figgvények konvolicidja

L;-beli fiiggvények konvolacibja. L1 mint kommutativ Banach-algebra. [Petruska,
138. o]

Példak

Tegyiik fel, hogy fényképet készitiink; a fényességet egy f : R? — R fiiggvény
irja le. Igen am, de a kezlink remeg, ezért a képet sokféle y vektorral eltoljuk,
és az igy eltolt, végtelen sokféle z — f(z — y) fiiggvényt szuperponaljuk
egymasra mindenféle g(y) silyokkal, Ezért az dhitott = — f(x) fiiggvény
helyett az = — Sy 9(y) - f(x — y) dy elmosddott/szellemképes fiiggvény lesz
a kép.

Egy mésik példa a polinomok és hatvanysorok szorzasa, a Cauchy-szorzat.
Az ag + a1x + ... és by + byz + ... polinomok/sorok szorzata ¢y + 1z + . . .,
ahol ¢, = > apb, .

Fiiggetlen valoszintiségi valtozok osszegének vizsgalakor is taldlkozunk kon-
volacioval: ha & és & fiiggetlen valoszinliégi valtozok, a stirtiségfiiggvénytik
f, illetve g, akkor & + & striiségfiggvénye = — Syg(y) - f(z —y)dy.

Definici6

Az f,g:RP — R/C figgvények konvoliucéja az

(f*g)(z) = fW)g(x —y)dA(y)

yeRP

paraméteres integrallal megadott fliggvény, ha valamilyen értelemben léte-
zik...

.

(23. eléadas, 2023.05.25. |

Megjegyzés

Az RP vektortér helyett mas mérhetd csoportokra is definidlhatjuk a konvo-
laciot (algebrai csoport, amin még egy eltoldsinvaridns mérték is van). A
legfontosabb példa a kor, avagy amikor a szamegyenest periodikusan, mo-
dulo 1 vagy modulo 27 tekintjiik.
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Példak (A Fourier-sor tagja és részetosszege, mint konvolicid)

Az f e Ly([0,1]) fiiggvény Fourier-soranak k-adik tagja

‘]/C\(k>€27rkiz _ ( f f(y)e—Qszyd)\(y)) 627rkiz _ f f(y)GQsz(w—y)d/\(y)
ye[0,1] y€[0,1]

A Fourier-sor n-edik részletosszege

3] flkgerrss - ) N s X e Yan)

k=—n k=—n

_ j 6 Dz ) )

Az itt fellépd

O omike _ SIn(2n 4 1)7t
Dn(t) = k;ne B sin 7t

fliggvény az n-edik Dirichlet-magfiigguény. Ezzel a jeloléssel

ul2) = f () Dulz — ) dA),
y€[0,1]

vagyis
Sp = f * Dn
Az els6 n részletosszeg atlaga
T Dy+Di+...+D,_
O_n:30+51+ + s 1:f* o + 1+ + 1:f*Fn7
n n
ahol
Dq(t .t an t n—1 k ' 1 X " 9
Fo(t) = o(t) + 1(2) _ 2 (1 k H)ezmkt _ (sglmr )
" k=—n+1 n n \ sinwt

az n-edik Fejér-magfiigguény.

A Fourier-sorok vizsgalatdban a Dirichlet- és Fejér-magfiiggvényeknek fontos sze-
repe van. Sajnos a Dirichlet-magfiiggvények sorozata nem viselkedik elég szépen:
negativ értékeket is felvehetnek, és || D, ||y — o0. Ez az oka annak, hogy a folytonos
fliggvényeket nem &llitjak el6 minden pontban a Fourier-soruk. Ezzel szemben a
Fejér-magok csak nemnegativ értékéket vesznek fel, |F, |1 = 1, és { F,, a 0 kozelébe
koncentralodik, Folytonos fliggvény Fourier-sora részletoszegeinek atlaga egyenle-
tesen tart a fiiggvényhez.
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Megjegyzés

Ha nem 1, hanem 27 szerint periodikus fiiggvényeket vizsgalunk, akkor a
képletek médosulnak:

sin(2n + 1)

2
Dn(t) _ Z ekt _ 2

o U
SlIl2

n—1 . nt 2
[E1\ owe _ 1805

F(f) = 1 P goke _ 2 .
n(®) Z < n )¢ n \ sini

2

és

Az indexelés sem egyértelmii; van, aki szerint F,, = 2otectDn
n+1
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L, fiiggvények konvolacidja

Az f,g € L1 (RP) fiiggvények konvolici6ja

(f*g)(z) = fW)g(x —y)dA(y).

yeRP

Ha f,g,h € L1(RP), akkor

(a) az f * g konvolticié m.m. pontban létezik, f*ge L (RP) és | f = g|li <
|1l - gllss

(b) ha ¢, d szamok, akkor (¢f+dg)=h = c¢(f+h)+d(g=h) és f+(cg+dh) =
c(f *g) +d(f = h);

(c) frg=g=f.
(d) (f+g)xh=f=x(g=h).

A konvolicié tehét egyfajta szorzéas (bilinedris operéacid) az Ly téren.
Bizonyitas. (a) Fubini-tétel az f(y)g(z — y) fiiggvényre.

Az (u,v) — f(u)g(v) fiiggvény mérhetd az (RP,\,) x (RP,),) = (R?,\y)
szorzattérben, és ezt komponaljuk az (x,y) — (y,x — y) linedris (tehat mérhetd)
transzformdciéval, tehat az F(x,y) = f(y)g(z — y) figgvény Aop-mérhetd.

Az abszolut érték integralja

| 1wt = e ™2 | |f<y>\( | ig<x—y>\dAp<x>)dAp<y>
RP xRP yeRP zeRP
= |, lrwlslox =71, -lol,
ami véges, ezért alkalmazhatjuk a Fubini-tételt:
[ swate e = [ ([ sgte - nanim)aye
[ oy,

A Fubini-tétel miatt a bels6 integral m.m. z-re létezik. Tovabba, mivel a kettés
integral véges, a bels6 integrél is, vagyis (f * g)(z) m.m. z-re véges.
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Végiil,
egli= | IFealty = | ] st - i m)dye)

[ 1t —wlrte = 151, ol

A

(b) Trivialis®®.
(¢) A y— z =x — y helyettesitéssel (1d. 22 tétel)

(f*g)(z) = . fW)g(r —y)d\(y) = . (= 2)g(2)dA(z) = (g * f)(z).

(d) m.m. z-re

((f*g)*h)(z) = LeRp(f *9)(y) - 1z —y) dAp(y)
_ J N < _IG) ety —2) dAp<z>) dAy(y)
Fubini i) ( L aly=2)-hlz ) d)\p(y)> X (2)
e g [ otw)hz—z=um) By(u) ) (2

:f g )= ) dy(z) = (F+ (90 W) )

Banach-tér szorzassal: Banach-algebra. Az L,(RP) tér a konvolucidval egy
kommutativ Banach-algebra.

Az Ly (X) tér a pontonkénti szorzassal egy masik Banach-algebra.

Ismétlo kérdések

o Mondjunk példakat konvoliciora.

— visszhangos hangfelvételek

— elmosodott fényképek
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— polinomok szorzasa
— flggetlen valdszintiségi valtozok Osszegének stirtiségfliggvénye

— Fourier-sor tagja, részletosszege, és a részletosszegek atlaga
o Mi két Ly fiigguény konvolicioja?

(f*g)(z) = fy)g(r —y)dA

yeRP

o Mik a konvolicio alaptulajdonsdgai?

— m.m. pontban létezik

— Ly-beli, és [ f =gl < | £l - gl

— bilinearis, kommutativ, asszociativ.

o Mondjunk példakat Banach-algebrara.

= (La(R?), ), (Loo(RP), -)
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36. Fourier-transzformalt

Fourier-transzformalt. L,-fliggvények Fourier-transzformaltja. Konvolicié Fourier-
transzformaltja a Fourier-transzformaltak szorzata. A Fourier-transzforméalt ho-
momorfizmus az (Lq, ) és (L,, -) Banach-algebrak kézott. Inverz transzformélt (bi-
zony{tds nélkiil). Véges Borel-mértékek Fourier-transzforméltja. Fourier-Stieltjes
transzformalt. [Haldsz, 1-2. o.]

Amikor egy polinomba vagy hatvanysorba behelyettesitiink egy egységnyi
komplex szamot, ezt a behelyettitett szam argumentumaéaval is felirhatjuk:

f(t) _ Z an(eit)n _ Z aneznt
n=—o0 n=—00
Vagy ” "
f(t) _ Z an(€27rit)n Z an62mnt
n=—0o0 n=—0o0

Ennek folytonos kiterjesztése
0 . 0 )
J a(z)e™ dz vagy J a(x)e*™™ dz,
T=—00 T=—00

Két polinom szorzata esetén elébb vehetjiik a két egyiitthatésorozat konvo-

« /ey

kiillon belyettesitiink, aztan a helyettesitési értékeket siman Osszeszorozzuk:
ha van egy g(t) = 3, b,(e*™)" fiiggvénytink is, akkor

F(t)glt) = (2) (zb) -3 ( 5 b)

Nagyon hasonl6 a Fourier-sorok egyiitthatoképlete: ha f: R — R 1 vagy 27
szerint periodikus, akkor az n-edik Fourier egyiitthatéja

! 2
Cp = f f(l')e_QT(’Lnxdx Va,gy Cp = — f f($)€_mmdm.
0 21 J

Definicio

Egy f : R — C fiiggvény Fourier-transzforméltja az

fo = e

paraméteres integrallal megadott fliggvény, ha ez valamilyen értelemben 1é-
tezik.
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A walamilyen értelem sokféle lehet:

A klasszikus improprius integral

lim " f(z)e 2m#*dz (A lim is sokfélét jelenthet.)

K—w

hatarérték helyett az atlag hatarértéke (szummécio)

K L . K ‘.T‘ A
[%I_I)%O ? Lo (JL f(ZL')e_Zﬂ'zxsdx) dL = I%I_I},cl)o . (1 — K)f'<l.)e—2ma:sdl‘.

Ha az improprius integral létezik, akkor az atlag is 1étezik, és ugyanannyi.
az atlag atlag atlaganak hatarértéke

tovabbi szummaci6 valtozatok (4tlagok més sulyfiiggvényekkel, pl. harang-
gorbével)

Lebesgue-integral

Megjegyzés

Az inverz transzformalt képlete

(Ennek az értelmezésével és érvényességével még tobb gond van...)

f@) & f F(s)eminsds.
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Megjegyzés

Ahany héaz, annyi szokas, és ugyanannyi alternativ definici6. Ha nem a
Fourier-sorok egytitthatéformulajat, hanem a sorba valé behelyettesitést te-
kintjiik a Fourier-transzformalt el6djének, akkor az inverz transzformalt kép-
letében lesz a kitevoben negativ eléjel. Ha nem 1, hanem 27 szerint perio-
dikus fiiggvények Fourier-sorabol indulunk ki, akkor a kitevoben nincs 27,
viszont valahol osztani kell 27r-vel, vagy mindkét képletben osztunk v/27-vel.

Fourier-transzformalt inverz transzformécio
o0

@ 76 = [ e g = foenas

A~

(b) f(s) = f f(z)e™sdx f(z) = 217T foo f(s)e‘mds
© )= jﬂ f f@)e™ds  f(z) = jz? f F(s)e=ds

Az Ly(R) térben az (a) és (c) is izometria, megtartjék a skaldris szorzatot;
ezek unitér linearis transzformaciok.

L1-fiiggvények Fourier-transzformaltja

Most csak a legegyszeriibb esetet nézziik, amikor a fliggvény az egész R-en integ-
ralhato.

Egy f € L1(R) fiiggvény Fourier-transzformaltja

flo) = | s@emman),
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Ha f e Li(R), akkor
= §z f(z)e >™**dz minden val6s s-re 1étezik és 1 fleo < £

(b) cf +dg =cf +dj (linedris)

~

(© feg9=73
(d) F folytonos.

() lim f(s) =

s—+00

Mas szoéval, a Fourier-transzformalt egy homomorfizmus az (Lq, *) és (L, )
kommutativ Banach-algebrak koézott.

Bizonyitas. (a,b) trivialis®.
(c) Barmely s € R-re

Foa(s) = j (=)@ A

-1 ( [ ftoata =0 A ) )

-] fwe ~2isy (f oo - y)e—%is@—y)dA(x))dA(y)

~

j F)e v - §(s)dA(y) = F(s) - §(s).

(d) Atviteli elv. Vegyiink egy tetsz6leges sy € R szdmot és egy hozza konvergald
S1, So, . . . sorozatot. Azt kell igazolni, hogy ]?(sn) — f(so).

Legyen g,(x) = f(x)e ?™* Erre a fiiggvényre g,(x) — go(z) pontonként,
és a fluggvénysorozatot domindlja az integralhaté |f(x)| fiiggvény. A domindlt
konvergencia tétel miatt

F(sa) = j gn(2)dA(z) — f go(2)dA(z) = F(s0).

(e) Vegyiink egy tetszdleges e > 0 szdmot. Ehhez létezik egy olyan g : R — R
szép figgvény, ani véges sok korlatos intervallumon konstans és azon kiviil 0, tehat

9= 2 Chk Xfarbe): 68 | f —gllh < 5. Az (a)-beli trivialis®™ becslés szerint
k=1

17(s) = a(s)| < |f — gl < g.
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—2misx

—2misz e , ezért

Barmely s # 0 esetén e egy primitiv fiiggvénye —

27rzs

. n bk .
|g | _ 727msxd)\(x) < Z ‘Ck| f 6727msxdx
[a, bk) k=1 ak
i [ —27rs:r:|bk < i |Ck i — Z |Ck|7
Pt 27is a| =T s ||

— 2|Ck|

ami 0-hoz tart. Ezek utdn legyen K. ; erre a szamra teljesiil, hogy minden

|s| > K. esetén |g(s)| < %, és akkor

|f(s)| <|a(s)| + ’J?(S) —9(s)| < % + % =¢

O

Inverz transzformalt

Az inverz transzformalt képletének azt varjuk, hogy
_ f f(s)ewriacsd)\(s),
R

csak ez nem feltétleniil létezik, ugyanis f(s) nagyon lassan is tarthat 0-hoz. Ra-
adasul ez a képlet is csak folytonos, 0-hoz tarté fiiggvényeket allit el6, marpedig
az f figgvény nem feltétleniil ilyen. Szerencsére az atlagolas miikodik.

. rétel |

Ha f e Li(R), akkor

= i K 1 ‘5’ 7 27riccsd
f(w) = Jim = ) Fls)ermias

K—oo _K

majdnem minden z-re (pl. az f Lebesgue-pontjaira igaz.)

A tételt itt nem bizonyitjuk; elolvashatjatok a Haldsz-jegyzetben [Haldsz, 1-5].

Kovetkezmény

Ha f e L1 (R) és f € Li(R), akkor

- | Foemare

majdnem minden z-re.

227



Meértékek Fourier-transzformaltja

A Radon—Nikodym tétel miatt az integralhaté fiiggvényeket azonosithatjuk a vé-
ges, abszolit folytonos eldjeles mértékekkel. Ha f e Li(R), és 9(H) = §,, fd\ az
f integralasabol szarmazo el6jeles mérték, akkor

flo) = [ e papan) = [ e mean)

R

Ezt a képletet persze kiterjeszthetjiik barmilyen véges mértékre.

Definicio

o Ha 1 véges el6jeles vagy komplex Borel-mérték R-en, akkor a Fourier-
transzformaltja

d(s) = f ’ e 2549 ().

o Ezzel ekvivalensen, ha a 1 egy eloszlasfiiggvénye F', akkor

Q0

3(s) = f =25 ().

—0Q0

Az utébbi képletet hivhatjuk az F' fiigguény Fourier—Stieltjes transz-
formaltjanak.

Definici6

o Ha & valds értéki valoszinliségi valtozo, az eloszlasa a P valdszintiségi
Borel-mérték, eloszlasfiiggvénye F'(z) = P( < x), akkor a & karakte-
risztikus fligguénye

pe(s) = J " map() f " AR (n) = B(e )

—00 —00

« Ha £ abszolut folytonos, akkor 1étezik egy f stirtiségfiiggvénye, és
w .
pe(s) = f f(z)e™*dA(x).
—Q0

(Félre: Ez is mutatja, hogy a Fourier-transzformalt 6sszes valtozatéra fel
kell késziilniink, +27-vel és anélkiil...)

A karakterisztikus fiiggvényeknek azokban a hatareloszlas-tételekben, amikor
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sok fiiggetlen valoszinliségi valtozot adunk 6ssze, fontos szerepiik van. Ugyanis az
Osszeg struségfiiggvénye a striségfiiggvények konvolucidja, és sokkal konnyebb a
karakterisztikus fliggvényeket pontonként Osszeszorozni vagy éppen egyetlen fiigg-
vényt hatvanyozni, mint konvoliciéhatvanyokat szamolni.

Ismétlo kérdések

Mi egy Ly fiigguény Fourier-transzformdltja?
fls) = | spemmana),
R

~

Mik az f(s) figgvény tulajdonsigai?

~

— minden pontban létezik, és |ﬂ <|Ifli; f folytonos: lirpoof(s) =0

o Mi kapcsolat a konvolicié és a Fourier-transzformalt kozott?

— konvoltcié Fourier-transzformaltja a Fourier-transzformaltak ponton-
kénti szorzata.

o Mi az inverz transzformalt? Ha f € Ly, akkor hogyan fejezhetjik ki f-et f
seqgitségével?

: K |S| n 2mizs
f(z) = lim (1 - )f(s)e ds

K—o _K K
— ha fintegrélhaté, akkor

ﬂw=LﬂWﬁmM@

o Mi eqy & valosziniiségi valtozo karakterisztikus fligguénye?

pe(s) = f " P - f AR () = B(e) = JZ F@)e™dA(x).
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Sorszam, név

Differencialis alak

Integralis alak

I. Gauss-térvény v E=" ff Eda- [ 2.av=-¥
€0 A v €0 €0
. 0B d

II. Faraday-Lenz torvény VXxE=—— E-dl=—— | B-dA

ot . dt ),
III. Gauss mégneses torvénye V-B=0 3@ B-dA=0

A

1 0E 1d
IV. Ampére-térvény VXB=MOJ+—6— § B~dl=uof J~dA+——f E-dA

02 ot L A 02 dt A
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Tajékoztatd és részletes tételjegyzék az Analizis
IV. vizsgahoz (sillabusz)

2022/2023, 11. félév

A vizsga részei:

o Felkésziilés (legaldbb 40 perc)

o A tételjegyzék két tételének vazlatos kidolgozéasa és szobeli eléadéasa, valasz-
adds a vizsgaztatd szobeli kérdéseire. (20 perc)

A felkésziiléshez 2 lap (4 oldal) Ad-es méretil, sajat kézzel irt jegyzet hasznal-
haté.

A vizsgan a tételjegyzéket és a sillabuszt is hasznalhatjatok.

Az elégséges osztalyzathoz legalabb ki kell tudni mondani a tananyagban sze-
repld tételeket és definicidkat (jegyzet nélkiil).

Egyszerre 4-5 vizsgaz6 késziilhet a teremben.

Részletes tételjegyzék

&A 1. Green-tétel

A vonalintegral dltalanositasai. Sikvektorok keresztszorzata, iranyitott szoge. Egy-
szerll zart gorbék, Jordan-gorbetétel (bizonyitds nélkil). Egyszer(i zart gorbe ira-
nyitdsa. Green-tétel (bizonyitds normdltartoményra, és a bizonyitds vazlata az
altaldnos esetben). [LT'S2, 200-204. o.]

&2 2. Integraltételek sikban

Kiils6 normélis egyszerii zart gérbe mentén. Newton-Leibniz formula sikban. Me-
se a kertiinkben feloré talajviz forrdserdsségérol és -slirtiségérdl. Divergencia (ma-
gasabb dimenziéban is). Gauss-Osztrogradszkij tétel 2-dimenziéban. Mese vek-
tormezd Orvényerosségérol és -siirtiségérol. Rotécid 2-dimenzidban. Stokes-tétel
2-dimenziéban.

&3 3. Integraltételek harom dimenziéban

Folytonsan differencidlhatd paraméteres feliiletek. Teriiletelem, normalvektor, fel-
szin. Felszin szerinti és feliileti integralok. Fiiggvénygrafikon mint paraméteres
felillet normalvektora. A Green-tétel térbeli megfelelgje. 3-dimenziés Newton-
Leibniz formula. Zart feliilleteken a teriiletvektor integralja 0. Gauss-Osztrogradszkij
tétel. Rotécié 3-dimenziéban. Stokes-tétel. Kelvin-Stokes tétel (bizonyitds nélkiil).
Kapcsolat a Maxwell-egyenletek differencidlis és integrélis alakjai kozott. (Magu-
kat a Maxwell-egyenleteket nem kell megtanulni.) [LTS2, 211-221. o.]
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&4 4. Halmazstruktiurak, Borel-halmazok

Nem létezik pozitiv, eltoldsinvaridns, normélt, o-additiv fliggvény P(RP)-n. Banach—
Tarski paradoxon (bizonyitds nélkiil); nem létezik pozitiv, eltoldsinvaridns, nor-
malt, additiv fiiggvény P(R3)-6n. Halmazrendszerek: halmazgytir(i, algebra, o-
gylrii, o-algebra, modulus, félgytri. Félgytirtiben véges és megszamlalhatd uniéd
atalakitasa diszjunkt halmazok uniéjara. Generdlt struktirak. Megszoritds. Borel-
halmazok topologikus terekben. [Petruska, 51-52, 55, 81-82. o.]

&5 5. Halmazfiiggvények, mértékek

Kiterjesztett szamegyenes. Halmazfiiggvények. Monoton, additiv o-additiv, szub-
additiv, o-szubadditiv halmazfiggvények. Mérték. Eléjeles és komplex mértékek.
Meértéktér. Szamossagmérték, Dirac-mérték. A mértékek additivitdsa, monotoni-
tasa és folytonossaga.

&6 6. Lebesgue-mérték

A Lebesgue-féle kiils6 mérték, kétféle ekvivalens definicié. Monotonitas. Kompakt
halmazok és Jordan-mérheté halmazok kiilsé mértéke. Egybevagosag és hasonlosag
hatasa. o-szubadditivitas. A bels6é mérték lehetséges definicidja. Mérhetdség. A
Lebesgue-mérhetd halmazok c-algebrat alkotnak, és ezen \ mérték (bizonyitds
nélkil). A Jordan-mérhetd halmazok Lebesgue-mérheték is (bizonyitas nélkiil).
Nullmértékli halmazok. RP-ben. B # L. Minden pozitiv kiils6 mértéki halmaz
tartalmaz nem mérhetd részhalmazt.

&7 7. Relativ kiils6 mértékek

Relativ kiils§ mértékbdl szarmazo kiilsé mérték. Nemnegativ halmazfiiggvényhez
asszocialt kiils§ mérték. A mérheté halmazok. A mérheté halmazok o-algebrat
alkotnak. A Lebesgue-mérhet6 halmazok o-algebrat alkotnak.

&8 8. Teljes mértékterek

Kiilsé mérték szerint nullmérték halmaz. A nullmértékii halmazok mérhetdek.
Teljes mértéktér. Teljes mértéktér megszoritdsa teljes. A Lebesgue-mérték teljes.
Minden mértéktér tejessé teheto.

&9 9. A mértékkiterjesztési tétel

Félgytirtin additiv relativ kiilsé mérték kiterjeszthetd a generdlt gytirtire. Példa
arra, hogy a kiterjesztés nem mindig egyértelmii. o-végesség. Mértékkiterjesztési
tétel. A kiterjesztés egyértelmiisége o-véges térben. Minden Jordan-mérhet6 és
minden Borel-halmaz Lebesgue-mérheté. A L, illetve a B algebran a Lebesgue-
mérték az egyetlen pozitiv, normélt, eltolasnvaridns mérték.
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&10 10. Lebesgue-Stieltjes mértékek egy dimenziéban

Lokalisan véges 1-dimenzids Borel-mérték. Eloszlasfiiggvény. Az eloszlasfiiggvény
balrdl folytonos. A kiilonb6z6 tipusi intervallumok mértékének kifejezése az el-
oszlasfiiggvénnyel. Additiv intervallumfiiggvények. Megengedett végpontok. Egy-
dimenziés Lebesgue-Stieltjes mértékek. Minden lokalisan véges Borel-mérték egy
Lebesgue-Stieltjes mérték megszoritasa a Borel-mérhet6 halmazokra.

M A 11. Lebesgue-Stieltjes mértékek véges dimenzidéban.

Kiterjesztés véges dimenziéban. Eloszlasfiiggvény. Addititiv téglafiiggvény. Foly-
tonossagi hipersik. A folytonossagi hipersikok halmaza megszdmlalhaté. Lebesgue-
Stieltjes mérték véges dimenzidban. Minden lokalisan véges Borel-mérték egy
Lebesgue-Stieltjes mérték megszoritasa a Borel-mérheté halmazokra.

A2 12. Lokalisan véges Borel-mértékek regularitasa

Mérhet6 halmaz kozelitése nyilt, zart, kompakt, G5 és F, halmazokkal. Mérhetd
halmazok "tavolsaga'. Minden véges mértékdi, Lebesgue—Stieltjes mérhetd hal-
mazhoz van tetsz6legesen kozeli halmaz, ami véges sok (raciondlis koordindtdjiu)
téglalap unidja.

&3 13. Mérhet6 fiiggvények
Meérhet6 fiiggvények, a mérhetdség kiilonbozé ekvivalens feltételei félegyenesek Gs-
képeivel. Mérhet&ség és miiveletek (min, max, alapmiiveletek, hatarérték, kompo-

zicié), megszamlalhat6 sok mérhet6 fiiggvény pontonkénti szuprémuma, infimuma,
liminfje, limszupja, a konvergenciahalmaz mérhetdsége. Luzin tétele.

&4 14. Nemnegativ fiiggvények integralja
0. = 0. Egyszeri fliggvények. Egyszerti fiiggvény integralja. Nemnegativ
mérhetd fiiggvény integralja. Miiveletek.

&5 15. Nemnegativ fliiggvénysorozatok integralja
Monoton konvergencia tétel. A MKT. nem igaz csokkend sorozatra. Osszeg in-
tegralja. Beppo Levi tétele. Végtelen tablazat 6sszege mint a BLT specidlis esete.
Fatou-lemma. Példak, amikor a Fatou-lemmaéaban nincs egyenloség, illetve limsup-

pal egyik irdnyban sem igaz. Rogzitett mérhetd, nemnegativ fliggvény integréalja
mérték.

A6 16. Valds és komplex értékii fiiggvények integralja
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Elojeles és komplex fliggvények integralja. Miveletek. Rogzitett fiiggvény integ-
ralja, mint eléjeles/komplex mérték. Lebesgue-integrélhaté figgvény kozelitése
"szép" fluggvényekkel.

A7 17. Fiiggvénysorozatok integralja
Fatou-Lebesgue tétel. Korlatos kovergencia tétel. Dominalt konvergencia tétel.

Az integral kiterjesztése majdnem mérhetd fiiggvényekre. Ha Y (| f,| konvergens,
akkor f, — 0 m.m.

A8 18. A Riemann-integral 1étezésének feltételei
Alulrdl és feliilrol folytonos fliggvények. Also és felsé burkol6. A burkoléfiiggvények
Borel-mérhet6sége. A Riemann-integralhatésag Lebesgue-féle ekvivalens feltétele.
A Riemann-integralhato fiiggvények Lebesgue-mérhetdsége.

$Q 19. ElGjeles mértékek variaciéi
Elojeles és komplex mértékek. El6jeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.
Majorans mérték. Pozitiv, negativ és totalis varidcié. A totalis varidcié majoralja
a pozitiv és a negativ variaciot.

$K 20. ElGjeles mértékek felbontasi tételei

El6jeles mérték szerint 1étezik maximadlis és minimalis mértéki halmaz. Hahn-
felbontas. Jordan-felbontas. 7 = 7 + v. Minden elGjeles eléall, mint a totdlis

.....

$A 21. Lebesgue-felbontas

Mérték tartéja. Abszolut folytonos és szinguldris mértékek. Adott mértéknél nem
nagyobb maximalis szinguldris mérték. Lebesgue-felbontas. Egyértelmiiség.

{2 22. Radon—Nikodym derivalt

Radon—Nikodym derivalt. Radon—Nikodym tétel. Helyettesitéses integralas. A
totalis variacié szerinti RN derivalt. ElGjeles és komplex mérték szerinti integral
definicioi.

{3 23. Differencidlbazisok; el6jeles mérték derivaltja

Differencidlbdzis. Als6 és felsd derivaltak. Miiveletek.
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$4 24. A maximalis operator tétele
A maximalis operator, az alsé és a fels6 derivalt mérhet6sége. A maximalis ope-

rator tétele. Lokélisan véges mérték also és fels6 derivaltja m.m. véges.

{5 25. Borel-mértékek differencialasa

Lebesgue-pont. Lokalisan integralhat6 fiiggvénynek majdnem pontja Legesgue-
pont. Abszolut folytonos mérték m.m. differencidlhato, és a derivaltja megegyezik
a Radon—Nikodym derivalttal. A mértékek differencidlasnak f6 tétele. Lokalisan
véges Borel-mérték akkor és csak akkor szingularis, ha a derivaltja m.m. 0.

{6 26. A slirtiségi tétel
Meérhetd burok. Alsé és felso stirliség. Az also és fels6 stirliség megegyezik az alsd
és felsé szimmetrikus derivalttal. Siirliségi pont. Stirtiségi tétel.

T 27. Abszolut folytonos fiiggvények
Abszolut folytonos fiiggvény. A Lipschitz-tulajdonsig, az abszolut folytonossig és
a folytonossag kapcsolata. Monoton névé fiiggvény abszolit folytonossdganak at-
fogalmazasa a megvaltozasbdl szarmazo mértékkel és Radon—Nikodym derivalttal.

{8 28. Szingularis fiiggvények
Szingularis fliggvény. Monoton névo fiiggvény szingularitasinak atfogalmazasa a
megvaltozasbol szarmazb mértékkel. Szigortian mononton, folytonos, szinguldl-
ris fliggvény. Lebesgue-felbontas. Minden monoton fiiggvény m.m. differencidl-
haté. Fubini-tétel monoton fliggvények Osszegének tagonkénti differencialasarél.
Newton-Leibniz formula.

$9 29. Véges sok mértéktér szorzata

o-additivitas két mértéktér direkt szorzatan. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel
(bizonyitas nélkiil). Véges sok mértéktér szorzata.

{10 30. Végtelen sok mértéktér szorzata

Akarhany valésziniiségi mértéktér szorzata. Bizonyitds a o-szubadditivitasra.

OA 31. L,-terek
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L,-normék. Konjugdlt kitevdk, Holder-, Cauchy—-Schwarz és Minkowski-egyenlétlenség.
Valés és komplex ¢, és L, terek. Strdi alterek L,-terekben (egyszerti, szép (véges
sok, téglan konstans), kompakt tart6ji folytonos fiiggvények alterei). L, (R™)-ben

p < oo esetén stri halmazt alkotnak a véges sok, raciondlis koordinataju tégala-
pon raciondlis konstans fliggvények. Szeparabilitds. Példa arra, hogy L (R) nem
szeparabilis. Példdk arra, hogy L, ¢ L.

02 32. Riesz—Fischer tétel

Teljesség, Riesz-Fischer-tétel. Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.)

3 33. Mértékben val6é konvergencia
Mértékben valé konvergencia. Metrizalhatosdg. Kapcsolat a mértékben vald, az
L,-beli és a pontonkénti konvergencia kézott. Teljesség.

04 34. Lo-terek, ortogonalis fiiggvénysorok

Skalaris szorzds. Az Lo és f5 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus
polinomok rendszerének teljessége. Az La([a, b]) izomorfidja az ¢s térrel. (Petruska
I, 24. fej.)

05 35. L,-fliggvények konvolicidja
Példak konvoluiciéra (kép, hang, hatvanysorok, Fourier-sorok részletosszegei). Ly (R?)-
beli fiiggvények konvolicidéja. Miiveletek. L; mint kommutativ Banach-algebra.

06 36. L,-fiiggvények Fourier-transzformaltja

Fourier-transzformalt. L;-fiiggvények Fourier-transzformaltja. Konvoltcié Fourier-
transzforméltja a Fourier-transzformaltak szorzata. A Fourier-transzformélt ho-
momorfizmus az (L1, *) és (L, ) Banach-algebrak kozott. Inverz transzformdlt
(bizonyitas nélkiil). Véges Borel-mértékek Fourier-transzforméltja.
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