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I. rész

Integráltételek

1. előadás, 2023.02.28.
Az integráltételek olyan azonosságok egy széles gyűjteménye, amikor egy függ-

vény valamilyen deriváltját integráljuk egy térbeli halmazon, és ezt a határon
(tehát eggyel kisebb dimenziós halmazon) vett integrállal hasonlítjuk össze.

A legegyszerűbb integráltétel az egyváltozós Newton–Leibniz formula:
ż

ra,bs

f 1
pxqdx

loooooomoooooon

f 1 integrálja a halmazon

“ fpbq ´ fpaq
looooomooooon

f összege/integrálja a határon

... amikor egy függvénynek egy intervallumon vett integrálját a primitív függ-
vénynek a végpontokban vett értékeivel – ha tetszik, integráljával – fejezzük ki.
Ezért ezek a tételek a Newton–Leibniz formula általánosításai.

Integráltételek sokféle halmazon léteznek: görbék, feületdarabok, Jordan-mérhető
halmazok. Ezeknek a határa is sokféle lehet.

Integrálból és deriváltból is sokféle létezik: Riemann-integrál, vonalintegrálok,
felületi integrálok...

1. A Green-tétel
A vonalintegrál általánosításai. Síkvektorok keresztszorzata, irányított szöge. Egy-
szerű zárt görbék, Jordan-görbetétel (bizonyítás nélkül). Egyszerű zárt görbe irá-
nyítása. Green-tétel (bizonyítás normáltartományra, és a bizonyítás vázlata az
általános esetben). [LTS2, 200–204. o.]

Az integráltételeinkben nem csak az eddig megismert valós vonalintegrálok-
ra lesz szükségünk; a skaláris szorzás helyett használni fogjuk vektor és skalár
szorzatát, a 3-dimenziós vektoriális és a komplex szorzást is, ezért az eddigi valós
vonalintegrálfogalmunkat kiterjesztjük mindenféle, vektor- és skalárértékű szor-
zásra. Másfelől, mindig folytonos függvényeket fogunk integrálni, és mindig sza-
kaszonként C1 görbéken, ezért az általános definíciót leszűkíthetjük.
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Definíció (általános vonalintegrál szakaszonként C1 görbén)

Legyen

• G Ă Rp összefüggő, nyílt, γ : ra, bs Ñ G szakaszonként C1 görbe;

• f : G Ñ Rq folytonos függvény;

• ˚ : Rq ˆ Rp Ñ Rr bilineáris függvény, valamilyen szorzás.

Ekkor az
ş

γ
fpxq ˚ dx vonalintegrált a következőképpen definiáljuk:

ż

γ

fpxq ˚ dx “

ż b

t“a

´

f
`

γptq
˘

˚ 9γptq
¯

dt.

Ha r ą 1, akkor az integrandus és integrál értéke is r-dimenziós vektor;
minden szinten a szorzat megfelelő koordinátáját kell integrálni:

ż

γ

fpxq ˚ dx “

¨

˚

˚

˚

˝

şb

t“a

´

f
`

γptq
˘

˚ 9γptq
¯

1
dt

...
şb

t“a

´

f
`

γptq
˘

˚ 9γptq
¯

r
dt.

˛

‹

‹

‹

‚

Példák

• Ha p “ q “ r “ 1, γptq “ t és ˚ a valós számok szorzása, akkor ez
éppen az egyváltozós Riemann-integrál.

• Ha p “ q és r “ 1, és ˚ a vektorok skaláris szorzása, akkor ez a valós
vonalintegrál.

• Ha p “ q “ r “ 2, és ˚ a komplex szorzás, akkor a neve az f komplex
vonalintegrálja a γ görbén.

• Ha q “ r “ 1 és 1 ď i ď p, akkor az f függvénynek az xi változó
szerinti vonalintegrálja a γ görbén

ş

γ
fpxqdxi “

şb

a
fpγptqq 9γiptq dt.
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Megjegyzés

Mindegyik vonalintegrált átírhatjuk az egyes változók szerinti vonalintegrá-
lok egy lineáris kombinációjára.

• Valós vonalintegrál:
ż

γ

@

fpxq, dx
D

“

p
ÿ

i“1

ż

γ

fipxq dxi

• Komplex vonalintegrál:

ż

γ

fpxq ¨ dx “

¨

˚

˚

˝

ż

γ

f1pxq dx1 ´

ż

γ

f2pxq dx2
ż

γ

f2pxq dx1 `

ż

γ

f1pxq dx2

˛

‹

‹

‚

Példa

Számítsuk ki az fpzq “ z függvény komplex vonalintegrálját az egységkör-
vonalon.

Megoldás.

γptq “ pcos t, sin tq p0 ď t ď 2πq; xptq “ γ1ptq “ cos t, yptq “ γ2ptq “ sin t

9γptq “ p´ sin t, cos tq; dx “ 9γ1ptq dt “ ´ sin t dt, dy “ 9γ2ptq dt “ cos t dt
fpx, yq “ px,´yq

ż

γ

f1pxq dx “

ż

γ

x dx “

ż 2π

t“0
cos t ¨ p´ sin tq dt “ 0;

ż

γ

f1pxq dy “

ż

γ

x dy “

ż 2π

t“0
cos t ¨ cos t dt “ π;

ż

γ

f2pxq dx “

ż

γ

p´yq dx “

ż 2π

t“0
p´ sin tq ¨ p´ sin tq dt “ π;

ż

γ

f2pxq dy “

ż

γ

p´yq dy “

ż 2π

t“0
p´ sin tq ¨ cos t dt “ 0;

ż

γ

fpx, yq ˚ pdx, dyq “

ż

γ

pf1, f2q ˚ pdx, dyq “

ż

γ

`

f1 dx ´ f2 dy; f1 dy ` f2 dx
˘

“

ˆ
ż

γ

f1 dx ´

ż

γ

f2 dy;
ż

γ

f1 dy `

ż

γ

f2 dx
˙

“

´

0 ´ 0;π ` π
¯

“ p0, 2πq.
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Avagy,
ż

γ

z dz “ 2πi.
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"Keresztszorzat"
A síkbeli integráltételekhez használni fogjuk a vektoriális szorzat kétdimenziós
változatát:

Definíció

Az a,b P R2 síkvektorok keresztszorzata

a ˆ b “ a1b2 ´ a2b1 “ det
ˆ

a1 b1
a2 b2

˙

,

irányított szöge az a φ P R{2πZ szög, amelyre

|a| ¨ |b
ˇ

ˇ ¨ cosφ “
〈
a,b

〉
, |a| ¨ |b

ˇ

ˇ ¨ sinφ “ a ˆ b

a

b

ϕ

Megjegyzés

Síkvektoroknak most már legalább háromféle szorzatát ismerjük: a skaláris
szorzás és a keresztszorzat bilineáris R2 ˆ R2 Ñ R függvények, a komplex
szorzás pedig tekinthető bilineáris R2 ˆ R2 Ñ R2 függvénynek.
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Görbeindex, Jordan-féle görbetétel

Definíció

Ha γ : ra, bs Ñ R2 zárt görbe, és a c P R2 pont nincs rajta a görbén, akkor
npγ, cq P Z jelenti azt, hogy a γ előjelesen hányszor "kerüli meg" a c pontot.
Neve: a görbe c-re vonatkozó indexe, vagy c körüli körülfordulási száma. A
görbeindexet sokféle paraméteres vonalintegrállal is felírhatjuk, például

npγ, cq “
1

2π

ż

px,yqPγ

C

ˆ

´py ´ c2q

px ´ c1q2 ` py ´ c2q2 ,
x ´ c1

px ´ c1q2 ` py ´ c2q2

˙

loooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooon

grad szögpx´cq

; pdx, dyq

G

“
1

2π

ż

xPγ

px ´ cq

|x ´ c|2
ˆ dx

vagy komplex vonalintegrállal

npγ, cq “
1

2πi

ż

zPγ

dz
z ´ c

.

+2c

x

+1
0

−1

A görbeindex mindig egész szám.

Definíció (Jordan-görbe (Marie Ennemond Camille Jordan, 1838–
1922))

A γ : ra, bs Ñ R2 görbe Jordan-görbe, ha egyszerű, zárt, vagyis folytonos,
γpaq “ γpbq, és a két végpont kivételével injektív (pl. az ra, bq intervallumra
megszorítva injektív.)
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Tétel (Jordan-féle görbetétel)

Ha γ : ra, bs Ñ R2 egyszerű, zárt görbe, akkor az R2zγ
`

ra, bs
˘

nyílt halmaz
két összefüggő komponensből áll, az egyik komponens korlátos (a görbe
belseje), a másik komponens nem korlátos (a görbe külseje), és mindkét
komponens határa a γ.
A görbe külső pontokra vonatkozó indexe 0, a belső pontokra vonatkozó
index vagy mindenhol `1, vagy mindenhol ´1. Az első esetben a görbét
pozitív irányításúnak, a második esetben negatív irányításúnak nevezzük.

(Erdős Pálnak az a mondása, hogy valaki a Jordan-tételt tanulmányozza, azt
jelentette: az illető börtönben van.)

Definíció

K Ă R2 Jordan-tartomány, ha egy egyszerű, zárt, folytonos görbe belseje.
A továbbiakban a határgörbét, mindig pozitív irányítással, BK fogja jelölni.

Green tétele

Tétel (Green (George Green, 1793–1841))

Legyen K Jordan-tartomány, amelynek a határa
szakaszonként C1, legyen G Ą clK nyílt, és f :
G Ñ R folytonosan differenciálható.
(a) Ha Bf

Bx
létezik és folytonos clK-n, akkor

ż

BK

fdy “

ż

K

Bf

Bx
dxdy.

(b) Ha Bf

By
létezik és folytonos clK-n, akkor

ż

BK

fdx “ ´

ż

K

Bf

By
dxdy.

(a+b) együtt: Ha f és g folytonosan differenciálható clK-n, akkor
ż

BK

pfdx ` gdyq “

ż

K

ˆ

´
Bf

By
`

Bg

Bx

˙

dxdy.

Bizonyítás. (b1). HaK normáltartomány: a bizonyítás lényege, hogyK minden
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függőleges szekcióján alkalmazzuk az egyváltozós Newton-Leibniz formulát.
Tegyük fel, hogy

K “
␣

px, yq : x P ra, bs, φpxq ď y ď ψpxqu,

valamilyen ra, bs intervallummal és szakaszonként differenciálható φ, ψ : ra, bs Ñ

R, φ ď ψ függvényekkel. A két függvénygrafikon tehát px, φpxqq és px, ψpxqq.

γ1

γ2

γ3

γ4
ϕ(x)

bxa

y

K
ψ(x)

A BK határ négy részre vágható: a felső és az alsó határoló grafikon γ1 és γ3,
és két függőleges szakasz γ2 és γ4. A felső függvénygrafikonon jobbról balra kell
végigmennünk.

A függőleges szakaszokon az x szerinti vonalintegrál 0.
ż

K

Bf

By
dxdy “

ż b

x“a

˜

ż ψpxq

y“φpxq

Bf

By
dy

¸

dx “

ż b

x“a

´

fpx, ψpxqq ´ fpx, φpxqq

¯

dx “

“ ´

ż

γ1

fdx ´

ż

γ3

fdx “ ´

ż

BK

fdx.

(a1) Ha K egy tükrözött mormáltartmány, akkor hasonlóan bizonyítunk, az x
és y felcserélésével. Ez a tükrözés megfordítja a határ irányítását, ezért azt vissza
kell fordítanunk; itt jön be még egy negatív előjel.

ψ(y)

a

y

b

K

x

ϕ(y)

γ3

γ4

γ2

γ1

ż

K

Bf

Bx
dxdy “

ż b

y“a

˜

ż ψpyq

x“φpyq

Bf

Bx
dx

¸

dy “

ż b

y“a

´

fpy, ψpyqq ´ fpy, φpyqq

¯

dy
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“

ż

γ3

fpx, yq dy `

ż

γ1

fpx, yq dy “

ż

BK

fpx, yq dy.

Általában:

• A fentiek bizonyítanak például konvex sokszögekre.

• Átlókkal vagy akár párhuzamos szakaszokkal szétvágva-összeragasztva meg-
kapjuk az állítást tetszőleges zárt töröttvonalra.

• Az általános esetben a határgörbét belülről közelítjük töröttvonalakkal, majd
határátmenet.

Következmény (Jordan-tartomány területe)

Ha K Jordan-tartomány, a határa szakaszonként C1, akkor

tpKq “

ż

BK

xdy “ ´

ż

BK

ydx “
1
2

ż

BK

x ˆ dx.

Bizonyítás. Green-tétel az fpx, yq “ x, illetve fpx, yq “ ´y függvényekre vagy
a kettő összegére:

ż

BK

xdy “

ż

K

Bx

Bx
dxdy “

ż

K

1 dxdy “ tpKq.

´

ż

BK

ydx “

ż

K

By

By
dxdy “

ż

K

1 dxdy “ tpKq.

Példa

Próbáljuk ki a fenti területképletet az origó középpontű, r sugarú körre.

A határgörbe:

γptq “ pr cos t, r sin tq p0 ď t ď 2πq, dx “ 9γptqdt “ p´r sin t, r cos tqdt.

t
`

Bp0, rq
˘

“
1
2

ż

BK

x ˆ dx “
1
2

ż 2π

t“0
pr cos t, r sin tq ˆ p´r sin t, r cos tq dt

“
1
2

ż 2π

t“0
r2 dt “ r2π.

Következmény

Szakaszonként C1 Jordan-görbén, aminek a belsejében rotációmentes egy
vektormező, a vonalintegrál 0.
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Bizonyítás. Ezt már megcsináltuk sokkal általánosabban a Goursat-lemmával,
de a Green-tétel is működik:

ż

BK

xf, dxy “

ż

BK

f1dx `

ż

BK

f2dy “

“ ´

ż

K

Bf1

By
dxdy `

ż

K

Bf2

Bx
dxdy “

“

ż

K

ˆ

Bf2

Bx
´

Bf1

By

˙

dxdy “ 0.

Megjegyzés

A fentiek elmondhatók olyan tartományokra is, amelyeket egynél több zárt
görbe határol, ha a görbéket megfelelően irányítjuk. Legyen K Ă G olyan
halmaz, amelynek határa véges sok, diszjunkt, egyszerű zárt, szakaszonként
C1 görbéből áll (a továbbiakban: krumpli), akkor K határgörbéit lehetséges
úgy irányítani, hogy az K külső pontjaikra vonatkozó indexe 0, a belső
pontokra az indexösszeg `1 legyen. A továbbiakban BK (a krumpli héja)
ezeknek az irányított határgörbéknek a halmazát fogja jelenteni, és az

ş

BK

a görbéken vett integrálok összegét.

γ2
γ3

γ1

K

Az összeragasztós-approximálós módszer ezekre is működik, így a Green-
tétel és fenti következményei az ilyenekre is kiterjeszthetők.
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2. Integráltételek síkban

2. előadás, 2023.03.02.

Külső normális egyszerű zárt görbe mentén. Newton-Leibniz formula síkban. Me-
se a kertünkben felörő talajvíz forráserősségéről és -sűrűségéről. Divergencia (ma-
gasabb dimenzióban is). Gauss-Osztrogradszkij tétel 2-dimenzióban. Mese vek-
tormező örvényerősségéről és -sűrűségéről. Rotáció 2-dimenzióban. Stokes-tétel
2-dimenzióban.

Definíció

ds = (dx, dy)

n ds = (dy,−dx)

K

∂K

A γptq “

ˆ

xptq

yptq

˙

szakaszonként C1 görbe sebességvektora a t időpontban

9γptq “

ˆ

9xptq

9yptq

˙

. Ha ez nem a nullvektor, akkor az érintővektor t “
9γptq

| 9γptq|
“

p 9x, 9yq
?

9x2 ` 9y2 . Ennek p´90˝q-kal elforgatottja a külső normális: n “
p 9y,´ 9xq

?
9x2 ` 9y2 .

Az ívhossz szerinti integráloknál használni fogjuk a ds “ dx és a ds “

|dx|, a terület szerinti integráloknál az dA “ dxdy jelöléseket. A szokásos
helyettesítésekkel a görbén

t ds “

ˆ

dx
dy

˙

, n ds “

ˆ

dy
´dx

˙

.

Tétel (Newton–Leibniz formula (Isaac Newton, 1642–1727;
Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646–1716))

Ha clpKq Ă G Ă R2 Jordan-tartomány, aminek a határa pozitív irányítású,
szakaszonként folytonosan differenciálható görbe, és f : G Ñ R folytonosan
differenciálható, akkor

ż

K

pgrad fq dA “

ż

BK

f n ds.
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Bizonyítás.
ż

BK

fn ds “

ż

BK

f ¨

ˆ dy
´dx

˙

“

ˆ

ş

BK
fdy

´
ş

BK
fdx

˙

“

ˆ

ş

K
Dxf dA

ş

K
Dyf dA

˙

“

ż

K

pgrad fq dA.

Megjegyzés

Elmondhatjuk ugyanezt egydimenzióban, egy f : ra, bs Ñ R folytonosan
differenciálható függvényre. A határ két, egységnyi súlyú pontból áll: a
felső végpontban a "kifelé mutató normálvektor" a `1, az alsó végpontban
´1. Ezért

ş

ra,bs
f 1pxq dx “ fpaq ¨ p´1q ` fpbq ¨ p`1q.

Példa

A Newton–Leibniz formula segítségével írjunk fel olyan f : R2 Ñ R függ-
vényt, amelyre igaz, hogy bármely, szakaszonként differenciálható határú K
krumpli súlypontja

S “

ż

BK

fpxq nds

tpKq
.

Megoldás. A súlypont a pontok terület szerinti átlaga:

S “

ż

K

x dA

tpKq
.

Az kellene, hogy
@K

ż

BK

fpxq nds “

ż

K

x dA.

A Newton–Leibniz formula szerint
ż

BK

fpxq nds “

ż

K

`

grad fpxq
˘

dA,

tehát minden szép és jó, ha
`

D1fpx, yq, D2fpx, yq
˘

“ grad fpxq “ x “ px, yq.

Például
fpx, yq “

1
2px2

` y2
q “

1
2 |x|

2 egy jó függvény.
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A talajvíz forráserőssége és forrássűrűsége
Kertünk, K egy talajvízzel elárasztott G területen fekszik, a vízszint állandó. A
terület bármely pontján a talajvíz feltörhet vagy elszivároghat, de a feltörő víz
a BK keritésen keresztül kiáramlik, illetve az elszivárgó vízmennyiség a kerítésen
keresztül áramlik be. A víz tehát folyamatos mozgásban van, a sebességét az
f : G Ñ R2 vektormező adja meg.

A kertből a kerítésen át másodpercenként kifolyó vízmennyiség a kertünk for-
ráserőssége. Egy ds hosszú kerítésdarabon, amelynek kifelé mutató normálvektora
n, másodpercenként xf,n dsy víz folyik ki; a forráserősség ennek integrálja, vagyis
ş

BK
xf,n dsy.

n

f

ds

∂K

K

Most osszuk fel kertünket kis, 2r oldalú négyzetekre, és vizsgáljunk meg, hogy
egy pa, bq pont körüli ra ´ r, a ` rs ˆ rb ´ r, b ` rs négyzetben mennyi víz tör fel,
illetve mennyi folyik a négyzetből ki. Az f persze egy-egy oldalon sem állandó,
mi az oldalak középpontjában vett értékekkel fogunk számolni.

f(a + r, b)

f(a, b + r)

(a + r, b− r)

(a + r, b + r)

f(a− r, b)

(a− r, b + r)

(a− r, b− r)

(a, b)

f(a, b− r)

A függőleges oldalakon kifolyó vízmennyiség csak f vízszintes komponensétől
függ, a vízszintes oldalakon pedig az f függőleges komponensétől.

• A jobboldalon kifolyó vízmennyiség: f1pa ` r, bq ¨ 2r

• Baloldalon: ´f1pa ´ r, bq ¨ 2r (a negatív irány mutat kifelé)

• Fent: f2pa, b ` rq ¨ 2r

• Lent: ´f2pa, b ´ rq ¨ 2r (a negatív irány mutat kifelé)
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Összeadva, a négyzet forráserőssége

« f1pa ` r, bq ¨ 2r ´ f1pa ´ r, bq ¨ 2r ` f2pa, b ` rq ¨ 2r ´ f2pa, b ´ rq ¨ 2r

“

ˆ

f1pa ` r, bq ´ f1pa ´ r, bq

2r `
f2pa, b ` rq ´ f2pa, b ´ rq

2r

˙

¨ p2rq2

«
`

D1f1pa, bq ` D2f2pa, bq
˘

¨ terület.

Mondhatjuk, hogy az pa, bq pont körül négyzetméterenként és másodpercen-
ként D1f1pa, bq ` D2f2pa, bq egységnyi talajvíz tör fel. A forrássűrűség az pa, bq
pontban: D1f1pa, bq ` D2f2pa, bq.

A kertben másodpercenként feltörő összes vízmennyiség, vagyis a kert forrás-
erőssége a forrássűrűség terület szerinti integrálja, vagyis

ş

K
pD1f1 ` D2f2qdA.

Ezzel kétféle heurisztikus képletet is kitaláltunk a kertből kifolyó vízmennyiség-
re, és azt várjuk, hogy a kettő valóban egyenlő, és persze nem függ az önkényesen
megválasztott koordináta irányainktól sem:

ż

K

pD1f1 ` D2f2q dA ?
“

ż

BK

xf,n dsy.

Definíció (vektormező divergenciája)

Legyen G Ă Rp nyílt és f : G Ñ Rp differenciálható. Az f vektormező
divergenciája vagy forrássűrűsége

div f “ D1f1 ` D2f2 ` . . . ` Dpfp “ tr Jf .

A ∇ “

¨

˚

˝

D1
...
Dp

˛

‹

‚

jelöléssel, alternatív felírások:

div f “ x∇, fy “ tr f 1
“ ∇t

¨

˚

˚

˚

˝

f1
f2
...
fp

˛

‹

‹

‹

‚

Tétel

A divergencia nem függ a koordinátarendszer irányától.

Bizonyítás. Általában, mi történik, ha a szokásos koordináta-rendszerről a
pu1, . . . , upq koordináta-egységvektorokra térünk át? Az új koordináta vektorokból
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egy T “ pu1, . . . , upq mátrixot készíthetünk, ami ortogonális (azaz T tT “ TT t “ I
avagy T ´1 “ T t), és pozitív irányítású (azaz det T “ 1). Ha egy vektor koordinátái
a régi rendszerben x, az új rendszerben y, akkor y “ T tx.
A T transzformáció megtartja a skaláris szorzatot: tetszőleges x, y vektorokra

xT tx, T tyy “ pT txqtpT tyq “ xtpTT tqy “ xty “ xx, yy.

Az ui irányú iránymenti derivált Dui
“ ut

i∇; az új rendszerben a deriváló operátor

∇új “

¨

˚

˝

Du1
...

Dup

˛

‹

‚

“

¨

˚

˝

ut
1
...

ut
p

˛

‹

‚

∇ “ T t∇.

Avagy, skalármező gradiensvektora az új koordináta-rendszerben

gradúj f “ T t gradrégi f.

A vektormezőket is az új koordináta-rendszerben írjuk fel, tehát ∇új-t nem az

f “

¨

˚

˝

f1
...

fp

˛

‹

‚

függvényre, hanem az fúj “ T tf fügvényre kell alkalmaznunk.

Tehát
divúj fúj “ ∇t

újfúj “ p∇tT qpT tfq “ ∇tpTT tqf “ ∇tf “ div f .

Tétel (2-dimenziós Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel
(Carl Friedrich Gauß, 1777–1855; Михаил Васильевич Остро-
градский, 1801–1862))

Ha clpKq Ă G Ă R2 Jordan-tartomány, aminek a határa pozitív irányítású,
szakaszonként folytonosan differenciálható görbe, és f : G Ñ R2 folytonosan
differenciálható vektormező, akkor

ż

K

pdiv fq dA “

ż

BK

xf ,ndsy.

Bizonyítás.
ż

BK

xf ,ndsy “

ż

BK

`

f1dy ` f2p´dxq
˘

“

ż

BK

f1dy ´

ż

BK

f2dx “

“

ż

K

pD1f1qdA `

ż

K

pD2f2qdA “

ż

K

pdiv fq dA.
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Megjegyzés

A Gauss-Osztrogradszkij tétel lehetőséget ad a divergencia egy koordináta-
független definíciójára, egy pontra összehúzódó krumplikkal:

div fpaq “ lim
rÑ`0

ˆ

1
2πr

ż

|x´a|“r

@

fpxq,nds
D

˙

.

Vektormező örvényerőssége és örvénysűrűsége
Kertünkben most az örvénylést fogjuk mérni. Csónakunkra a kert minden pontjá-
ban valamekkora f erő hat a víz sodrása miatt. A kert határán az örvényerősség
azt jelenti, hogy pozitív irányban körbe haladva a sodrás mekkora munkát vé-
gez. Ezt persze a szokásos valós vonalintegrál adja meg: W “

ş

BK
xf, dxy “

ş

BK
pf1dx ` f2dyq.
Ismét osszuk fel kertünket kis, 2r oldalú négyzetekre, és vizsgáljunk meg az

örvényerősséget az pa, bq pont körüli ra´ r, a` rs ˆ rb´ r, b` rs négyzet határán.
Ismét csak az oldalközéppontokban vett erőkkel számolva, a végzett munka a
jobb-, a bal-, a felső és az alsó oldalon rendre f2pa` r, bq ¨ 2r, f2pa´ r, bq ¨ p´2rq,
f1pa, b ` rq ¨ p´2rq, illetve f1pa, b ´ rq ¨ 2r, összesen
`

f2pa` r, bq ´ f2pa´ r, bq ´ f1pa, b` rq ` f1pa, b´ rq
˘

¨ 2r «
`

D1f2 ´D2f1q ¨ p2rq2.

f(a + r, b)

f(a, b + r)

(a + r, b− r)

(a + r, b + r)

f(a− r, b)

(a− r, b + r)

(a− r, b− r)

(a, b)

f(a, b− r)

Ha ezt az összes kis négyzetre összeadjuk, akkor a belső határokon vett munkák
kiesnek, és csak a kert határa mentén végzett munka marad meg. Tehát azt
várjuk, hogy W “

ş

K

`

D1f2 ´D2f1qdA. Az integrandust, a D1f2 ´D2f1 függvényt
nevezhetjük az f vektormező örvénysűrűségének.
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Definíció (vektormező rotációja 2-dimenzióban)

Két dimenzióban az f vektormező rotációja vagy örvénysűrűsége

rot f “ D1f2 ´ D2f1 “ ∇ ˆ f “ detp∇, fq

Angol nyelvű tankönyvekben, cikkekben a rotációt curlnek nevezik, és curl f -
fel jelölik.

Tétel

A rotáció nem függ a koordinátarendszer irányától.

Bizonyítás. Blokkmátrixokkal

rotúj fúj “ detp∇új, fújq “ detpT t∇, T tfq “ det
`

T t¨p∇, fq
˘

“ det T t¨detp∇, fq
˘

“ 1¨rot f .

Tétel (2-dimenziós Stokes-tétel (George Gabriel Stokes, 1819–
1903))

Ha clpKq Ă G Ă R2 Jordan-tartomány, aminek a határa pozitív irányítású,
szakaszonként folytonosan differenciálható görbe, és f : G Ñ R2 folytonosan
differenciálható vektormező, akkor

ż

K

prot fq dA “

ż

BK

xf , dxy “ ´

ż

BK

f ˆ pndsq.

Bizonyítás. A második két integrál ugyanaz, mert

´f ˆ pndsq “ ´pf1, f2q ˆ pdy,´dxq “ f1dx ` f2dy “ xf , dxy.

Ezután a Green-tételt kétszer alkalmazva,
ż

BK

xf , dxy “

ż

BK

pf1dx ` f2dyq “

ż

K

´

´ D2f1 ` D1f2

¯

dA “

ż

K

prot fq dA.

Megjegyzés

A Stokes-tétel lehetőséget ad a rotáció koordinátafüggetlen definíciójára,
egy pontra összehúzódó krumplikkal:

rot fpaq “ ´ lim
rÑ`0

1
2π

ż

|x´a|“r

f ˆ nds.
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3. Integráltételek három dimenzióban
Folytonosan differenciálható paraméteres felületek. Felszín, normálvektor. Felszín
szerinti és felületi integrálok. Függvénygrafikon mint paraméteres felület normál-
vektora. A Green-tétel térbeli megfelelője. 3-dimenziós Newton-Leibniz formula.
Zárt felületeken a területvektor integrálja 0. Gauss-Osztrogradszkij tétel. Rotá-
ció. Stokes-tétel. Kelvin-Stokes tétel (bizonyítás nélkül). Kapcsolat a Maxwell-
egyenletek differenciális és integrális alakjai között. [LTS2, 211–221. o.]

Definíció

Ha P P J pR2q, akkor a P Ñ R3 függvényeket fogjuk paraméteres felületnek
hívni. Beszélhetünk folytonos, differenciálható, folytonosan differenciálható,
darabonként folytonosan differenciálható felületekről is.

Megjegyzés

A felszínt nem lehet — a görbék ívhosszának mintájára — a beírt poligonok
felszínének szuprémumaként definiálni (ld. hengerbe beírt lampion).
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Definíció

du

dv

u

D1S · du

D2S · dv

x

y

zv

P
S −→

dA = D1S ×D2S du dv

Ha S : P Ñ R3 darabonként folytonosan differenciálható felület, akkor

ÝÑdA “ pD1S ˆ D2Sq dudv, |dA| “ |
ÝÑdA|, n “

ÝÑdA
|dA|

“
D1S ˆ D2S

|D1S ˆ D2S|

(felületelem, felszínelem, illetve irányított normálvektor).
Az S felület felszíne

A “

ż

u,vPP

|D1S ˆ D2S|dudv; ennek egyfajta rövidítése, jele:
ż

S

|dA|.
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3. előadás, 2023.03.07.

Definíció

Legyen P P J pRq kompakt, és legyen S : P Ñ R3 darabonként folytonosan
differenciálható felület.
Ha f valamilyen skalár- vagy vektormező, akkor f felszín szerinti integrálja
az S felületen

ż

pu,vqPP

fpSpu, vqq |D1S ˆ D2S| dudv; jele:
ż

S

f |dA|.

Ha ˚ valamilyen szorzás (bilineáris függvény), akkor
ż

pu,vqPP

fpSpu, vqq ˚ pD1S ˆ D2Sq dudv; jele:
ż

S

f ˚
ÝÑdA.

Speciálisan, ha ˚ a skaláris szorzás, akkor f felületi integrálja vagy fluxusa
az S felületen

ż

pu,vqPP

A

fpSpu, vqq, D1S ˆ D2S
E

dudv; jele:
ż

S

xf,
ÝÑdAy.

Lemma

Ha Spu, vq “ pu, v, φpu, vqq egy kétváltozós függvény grafikonja, akkor

ÝÑdA “

¨

˝

´Duφ
´Dvφ

1

˛

‚ dudv.

x

y

z

S

dx

D1S · dx

D2S · dy

−→
dA

dy

Bizonyítás. D1S “ p1, 0, Duφpu, vqq és D2S “ p0, 1, Dvφpu, vqq, a "felfelé"
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mutató területvektor tehát

ÝÑdA “

¨

˝

1
0

Duφ

˛

‚du ˆ

¨

˝

0
1

Dvφ

˛

‚dv “

¨

˝

´Duφ
´Dvφ

1

˛

‚dudv.

Következmény

A grafikon felszíne

A “

ż

pu,vqPP

a

pDuφq2 ` pDvφq2 ` 1dudv.

(Kb. ezt is várjuk.)

Lemma (a Green-tétel három-dimenziós változata)

Ha G Ă R3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli, aminek a BK határa dara-
bonként folytonosan differenciálható felület, és ezeken az irányított normál-
vektor mindig kifelé mutat, továbbá f : G Ñ R folytonosan differenciálható,
végül i P t1, 2, 3u, akkor

ż

K

pDifq dV “

ż

BK

f ¨
ÝÑdAi.

(dV “ dxdydz a térfogatelem; ÝÑdAi a ÝÑdA területvektor i-edik koordinátája.)

x

y

z

(x, y)

(x, y, ϕ(x, y))

(x, y, ψ(x, y))

P

ϕ

ψ

K

(−D1ψ,−D2ψ, 1)

(−D1ϕ,−D2ϕ, 1)

Bizonyítás (csak szép normáltartományokra). A z-koordinátára bizonyí-
tunk, vagyis i “ 3, és feltesszük, hogy K normáltartomány a P szép paramé-
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tertartomány fölött. A alsó és a felső grafikon legyen most is φpx, yq és ψpx, yq,
tehát K “ tpx, y, zq : px, yq P P, φpx, yq ď z ď ψpx, yqu. A határ függőleges da-
rabjain ÝÑdA3 “ 0, tehát a z szerinti integrál 0. Az alsó grafikonon a lefelé mutató
normálvektort kell használnunk.

ż

BK

f
ÝÑdA3 “

ż

px,yqPP

fpx, y, ψpx, yqq

¨

˝

´D1ψpx, yq

´D2ψpx, yq

1

˛

‚

3

dxdy

`

ż

px,yqPP

fpx, y, φpx, yqq

¨

˝

D1φpx, yq

D2φpx, yq

´1

˛

‚

3

dxdy “

“

ż

px,yqPP

´

fpx, y, ψpx, yqq ´ fpx, y, φpx, yqq

¯

dxdy

“

ż

px,yqPP

˜

ż ψpx,yq

φpx,yq

D3fpx, y, zqdz
¸

dxdy “

ż

K

D3f dV.

Tétel (Newton–Leibniz formula)

Ha G Ă R3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli, aminek a BK határa dara-
bonként folytonosan differenciálható felület, és ezeken az irányított normál-
vektor mindig kifelé mutat, továbbá f : G Ñ R folytonosan differenciálható,
akkor

ż

K

pgrad fq dV “

ż

BK

f ¨
ÝÑdA.

Bizonyítás. A Lemmát mindhárom koordinátára alkalmazva,

ż

K

pgrad fq dV “

ż

K

¨

˝

D1f dV
D2f dV
D3f dV

˛

‚“

ż

BK

¨

˝

f
ÝÑdA1

f
ÝÑdA2

f
ÝÑdA3

˛

‚“

ż

BK

f
ÝÑdA.

Következmény.
ż

BK

ÝÑdA “ 0.

Bizonyítás. Newton–Leibniz formula a konstans 1 függvényre.
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Tétel (3-dimenziós Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel)

Ha G Ă R3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli, aminek a BK határa dara-
bonként folytonosan differenciálható felület, és ezeken az irányított normál-
vektor mindig kifelé mutat, továbbá f : G Ñ R3 folytonosan differenciálható,
akkor

ż

K

pdiv fq dV “

ż

BK

xf ,ÝÑdAy.

Bizonyítás.
ż

K

pdiv fq dV “

ż

K

´

D1f1 dV ` D2f2 dV ` D3f3 dV
¯

“

“

ż

BK

´

f1
ÝÑdA1 ` f2

ÝÑdA2 ` f3
ÝÑdA3

¯

“

ż

BK

xf ,ÝÑdAy.

Definíció (vektormező rotációja 3-dimenzióban)

Az f : G Ñ R3 vektormező rotációja

rot f “ ∇ ˆ f “

¨

˝

D2f3 ´ D3f2
D3f1 ´ D1f3
D1f2 ´ D2f1

˛

‚.

Megjegyzés

A rotáció most is örvénysűrűséget jelent, de az örvények különböző síkokban
fekhetnek. Ha egy kis körvonal területvektora v, akkor a körvonalon az
örvényerősség xrot f , vy. Ilyen értelemben a rotáció egy R3 Ñ R lineáris
függvény.

Tétel

A rotáció nem függ a koordinátarendszer irányától.

Bizonyítás. Megint vegyük a T transzformációt; azt fogjuk megmutatni, hogy
bármilyen v vektorra

xrotúj fúj, vújy “ xrot f , vy.

És valóban,

xrotúj fúj, vújy “ detp∇új, fúj, vújq “ detpT t∇, T tf , T tvq “

“ det
´

T t ¨ p∇, f , vq

¯

“ detp∇, f , vq “ xrot f , vy.
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Tétel (Stokes)

Ha G Ă R3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli, aminek a BK határa dara-
bonként folytonosan differenciálható felület, és ezeken az irányított normál-
vektor mindig kifelé mutat, továbbá f : G Ñ R3 folytonosan differenciálható,
akkor

ż

K

prot fq dV “ ´

ż

BK

f ˆ
ÝÑdA.

Bizonyítás.

ż

K

prot fq dV “

¨

˝

ş

K
D2f3 dV ´

ş

K
D3f2 dV

ş

K
D3f1 dV ´

ş

K
D1f3 dV

ş

K
D1f2 dV ´

ş

K
D2f1 dV

˛

‚“

“

¨

˝

ş

BK
f3

ÝÑdA2 ´
ş

BK
f2

ÝÑdA3
ş

BK
f1

ÝÑdA3 ´
ş

BK
f3

ÝÑdA1
ş

BK
f2

ÝÑdA1 ´
ş

BK
f1

ÝÑdA2

˛

‚“

ż

BK

p´f ˆ
ÝÑdAq.

Általános Stokes-tétel
Érdemes összehasonlítanuk az integráltételeinket:

Green-tétel
ż

K

Dif dV “

ż

BK

f ¨
ÝÑdAi

Newton–Leibniz formula
ż

K

`

grad f
˘

dV “

ż

BK

f ¨
ÝÑdA

Gauss–Osztrogradszkij tétel
ż

K

`

div f
˘

dV “

ż

BK

xf ,
ÝÑdAy

Stokes-tétel
ż

K

`

rot f
˘

dV “ ´

ż

BK

f ˆ
ÝÑdA

Ezeknek egy közös általánosítása a következő:

Tétel (általánosabb Stokes-tétel)

Legyenek q, r pozitív egészek, és legyen ˚ : R3 ˆRq Ñ Rr valamilyen szorzás
(bilineáris leképezés). Legyen G Ă R3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli,
aminek a BK határa darabonként folytonosan differenciálható felület, és
ezeken az irányított normálvektor mindig kifelé mutat, és legyen f : G Ñ Rq

folytonosan differenciálható. Ekkor
ż

K

p∇ ˚ fq dV “

ż

BK

ÝÑdA ˚ f .
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A tételt könnyen bebizonyíthatjuk az előbbi példák alapján. Magasabb dimenzi-
óban a ÝÑdA felületelemet kell értelmeznünk, ehhez a vektorális szorzást kell kiter-
jesztenünk pp ´ 1q darab, p-dimenziós vektorra.
A Newton–Leibniz formula esetében q “ 1, tehát f skalármező, r “ 3 és ˚ vektor
szorzása skalárral. A Gauss–Osztrogradszkij tételben q “ 3, r “ 1 és ˚ a vektorok
skaláris szorzata. A Stokes-tételben pedig q “ r “ 3, és ˚ a vektorális szorzás.

A Maxwell-egyenletekben a divergenciatételen kívül a következő integráltétel
is szerepel:

Tétel (Kelvin–Stokes (Lord Kelvin = William Thomson, 1824–
1907))

Ha S Ă G egy irányított, peremes felület, ami mondjuk darabonként
folytonosan differenciálható, a határa pedig szakaszonként C1, valamint
f : G Ñ R3 folytonosan differenciálható vektormező, akkor

ş

S
xrot f ,ÝÑdAy “

ş

BS
xf , dxy.

S

∂S

f

Jól felismerhető, hogy ez valójában a kétdimenziós Stokes-tétel egy kiterjesz-
tése felületdarabokra.
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Maxwell-egyenletek

Sorszám, név Differenciális alak Integrális alak

I. (Gauss-törvény) ∇ ¨ E “
ρ

ε0

¿

A

E ¨ dA “

ż

V

ρ

ε0
¨ dV “

Q

ε0

II. (Faraday–Lenz törvény) ∇ ˆ E “ ´
BB
Bt

¿

L

E ¨ dl “ ´
d
dt

ż

A

B ¨ dA

III. (Gauss mágneses törvénye) ∇ ¨ B “ 0
¿

A

B ¨ dA “ 0

IV. (Ampère-törvény) ∇ ˆ B “ µ0J `
1
c2

BE
Bt

¿

L

B ¨ dl “ µ0

ż

A

J ¨ dA `
1
c2

d
dt

ż

A

E ¨ dA

Az I. és III. egyenletnél a Gauss-Osztrogradszkij tétel, a II. és IV. egyenletnél a
Kelvin-Stokes tétel a kapcsolat a differenciális és az integrális alakok között.

Erővonalak és divergenciamentesség
Az elektromos, mágneses és a gravitációs mezőket is szeretjük "erővonalakkal"
szemléltetni. Az erővonalak iránya megyezik a térerősség irányával, az erővonalak
sűrűsége pedig a térerősség nagyságával. Egy irányított felületdarabon a mező
fluxusa a felületet átdöfő erővonalak száma.

(Forrás: http://www.physicsbootcamp.org/Flux-of-Electric-Field.html

Az erővonalas szemléltetés akkor jogos, ha a forrásmentes, tehát 0 töltésű/tömegű
térrészek fluxusa 0, vagyis ha a vektromező divergenciamentes. Ezért sem szoktunk
töltött testek belsejében erővonalakat rajzolni.

27

http://www.physicsbootcamp.org/Flux-of-Electric-Field.html


Körülfordulási szám és változatai
A Gauss-Osztrogradszkij tétel szerint divergenciamentes vektormezőnek minden
szép krumpli határán nulla a felületi integrálja. Ez lehetőséget ad a primitív függ-
vényről szóló fejezet általánosítására: meg lehetne csinálni a Goursat-lemma felü-
leti integrálokról szóló variánsát, és bebizonyítani, hogy minden nullhomotóp zárt
felületen (vagy akár csak poliéderen) nulla a felületi integrál. Ezzel az eszközzel
be tudjuk bizonyítani például azt, hogy R3ztp0, 0, 0qu nem homeomorf R3-bel.
Két dimenzióban a γ görbének az a pont körüli körülfordulási számát a következő
alakba is írhatjuk:

npγ, cq “
1

2π

ż

xPγ

B

x ´ a
|x ´ a|2

; ÝÑdA

F

ahol az integrál előtt álló 2π az egységkör kerülete.
Ennek mintájára, ha S darabonként folytonosan differenciálható, irányított zárt
felület R3-ban, amely nem megy át a a ponton, akkor az

1
4π

ż

xPS

B

x ´ a
|x ´ a|3

; ÝÑdA

F

felületi integrál azt számolja meg, hogy az S felület hányszor "kerüli meg" az a
pontot.
(A x´a

|x´a|3 vektormező divergenciamentes; a origó középpontú gömbökön a fluxusa
4π, ami az egységgömb felszíne.)

Érdemes öszehasonlítanunk az előbbi képleteket a Gauss-féle összehurkolódási szám-
mal.

• R2-ben az a pontot a γ zárt görbe ennyiszer kerüli meg:

1
2π

ż

xPγ

px ´ cq

|x ´ c|2
ˆ dx “

1
2π

ż

xPγ

B

x ´ a
|x ´ a|2

; nds

F

• R3-ban az a pontot az S zárt felület ennyiszer kerüli meg:

1
4π

ż

xPS

B

x ´ a
|x ´ a|3

; ÝÑdA

F

• R3-ban a γ1 zárt görbén a γ2 zárt görbe ennyiszer bújik át:

1
4π

ż

xPγ1

ż

yPγ2

B

x ´ y
|x ´ y|3

; dx ˆ dy
F

• Ezeknek közös általánosítása az általánosított összekapcsolódási szám.
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II. rész

Mértékek

4. előadás, 2023.03.09.

4. Halmazstruktúrák, Borel-halmazok
Nem létezik pozitív, eltolásinvariáns, normált, σ-additív függvény PpRpq-n.
Halmazrendszerek, megszorítás. Halmazalgebra, gyűrű, modulus, félgyűrű, σ-
algebra, σ-gyűrű. Generált struktúrák. Halmazstruktrák megszorításai. Borel-
halmazok top. terekben. Mérhető tér. Halmazfüggvények. Monoton, additív,
σ-additív és σ-szubadditív halmazfüggvények. Mérték. Ha A1 Ă A2 Ă . . ., ak-
kor µpYAnq “ lim µpAnq. Ha A1 Ą A2 Ą . . . és µpA1q ă 8, akkor µpXAnq “

lim µpAnq. [Petruska, 51–52, 55, 81–82. o.]

Az eddigi Jordan-mértéket és a többváltozós Riemann-integrált szeretnénk ki-
terjeszteni minél többféle halmazra és függvényre. A Jordan-mérhető halmazok
rendszerét J vagy J pRpq fogja jelölni; az A Ă Rp halmaz Jordan-mértékét pedig
(ha van) tpAq, a külső és belső mértékét tpAq, illetve tpAq. (A k és b betűkkel
takarékoskodunk.)

Rózsaszínű álom

Szeretnénk a Jordan-mértéket a tér minden részhalmazára kiterjeszteni;
olyan µ : PpRpq Ñ r0,8s függvényt, ami additív, sőt σ-additív, normált
és eltolásinvariáns.
σ-additív tulajdonság: ha A1, A2, . . . Ă Rp páronként diszjunktak, akkor

µ

ˆ 8
ğ

k“1
Ak

˙

“

8
ÿ

k“1
µpAkq.

A σ-additivitás nagyon lényeges tulajdonság lesz többféle matematikai terü-
leten, például valószínűségszámításban: ha A1, A2, . . . egymást kizáró események
egy sorozata, akkor elvárjuk, hogy

P pA1 _ A2 _ . . .q “ P pA1q ` P pA2q ` . . .
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teljesüljön.
Az első, kézenfekvő lehetőség, hogy a külső Jordan-mérték definíciójában vég-

telen sok halmazzal való fedéseket is megengedünk. Az így kapott függvény, amely
Rp részhalmazaihoz rendel r0,8s-beli értékeket, a Lebesgue-féle külső mérték:

Definíció (Lebesgue-féle külső mérték (Henri Léon Lebesgue,
1875–1941))

Bármely A Ă Rp halmaz Lebesgue-féle külső mértéke

λpAq “ inf
" 8
ÿ

k“1
tpRkq : R1, R2, . . . tengelypárhuzamos téglák,A Ă

8
ď

k“1
Rk.

*

.

• λ egy PpRpq Ñ r0,8s függvény. Korlátos halmazokra λpAq ď tpAq.

• Végtelen sok belső tégla nem ad új belsőmérték-fogalmat.

• Rossz hír: Sajnos λ nem additív; az egységkockát fel lehet bontani két
diszjunkt halmazra, amelyek külső mértékének összege nagyobb, mint 1.

• A Jordan-mértékhez hasonlóan csak bizonyos halmazokat fogunk Lebesgue-
mérhetőnek hívni. Ezekre megszorítva a Lebesgue-mérték normált, σ-additív
és eltolásinvariáns lesz.

• A Lebesgue-féle külső mérték többféle halmazra ad egy használható mérték-
fogalmat, mint a Jordan-mérték, például az összes megszámlálható halmaz
nullmértékű, és minden nyílt és minden zárt halmaz mérhető lesz (v.ö. a
kövér Cantor halmazok nem Jordan-mérhetők).

• Probálkozhatnánk más módokon, az egész PpRpq halmazon értelmes függ-
vényt konstruálni (hajrá), de erre nincs sok esélyünk, mert...

Tétel (álomgyilkos tétel)

Nem létezik normált, eltolásinvariáns, σ-additív µ : PpRpq Ñ r0,8s függ-
vény.

Bizonyítás (Vitali-konstrukció).
Tegyük fel, hogy mégis létezik egy ilyen µ függvény.

Először is jegyezzük meg, hogy tetszőleges A Ă B Ă Rp esetén

µpAq ď µpAq ` µpBzAq “ µ
`

A Y pBzAq
˘

“ µpBq.
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Legyen H Ă
“

0, 1
2

‰p olyan halmaz, amely minden Qp minden eltoltjából pon-
tosan egy elemet tartalmaz. Bármely r, s P Qp, r ‰ s esetén H ` r és H ` s
diszjunkt, és az eltolásinvariancia miatt µpH` rq “ µpH` sq “ µpHq. Ezen kívül
bármely r P Qp X r0, 1

2sp esetén H ` r Ă r0, 1sp.
Vegyük a Qp X r0, 1

2sp halmaz egy r1, r2, . . . felsorolását: ekkor

8
ÿ

k“1
µpHq “

8
ÿ

k“1
µpH ` rkq “ µ

ˆ 8
ğ

k“1
pH ` rkq

˙

ď µ
`

r0, 1s
p
˘

“ 1,

ami csak úgy lehetséges, ha µpHq “ 0.
Most vegyük a Qp egy s1, s2, . . . felsorolását. Ekkor

Rp
“

8
ğ

k“1
pH ` skq,

és

1 “ µ
`

r0, 1s
p
˘

ď µ
`

Rp
q “ µ

ˆ 8
ğ

k“1
pH`skq

˙

“

8
ÿ

k“1
µpH`skq “

8
ÿ

k“1
µpHq “

8
ÿ

k“1
0 “ 0.

Ez ellentmondás, így nincs ilyen µ.

Tétel (Banach–Tarski paradoxon (Stefan Banach, 1892–1945; Alf-
red Tarski, 1901–1983))

A kiválasztási axióma segítségével, R3-ben a zárt egységgömb felbontha-
tó véges sok, páronként diszjunkt ponthalmaz uniójára úgy, hogy ezekkel
egybevágó halmazokból két zárt egységgömböt lehet összerakni úgy, hogy
mindegyik darabot csak egyszer használjuk.

https://hu.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski-paradoxon

Következmény

Az R3 korlátos részhalmazain nem létezik nemnegatív, additív,
egybevágóság-invariáns, normált függvény.
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Halmazstruktúrák és mérhető terek
Mindig lesz egy nemüres alaphalmazunk (többnyire X, esetleg Rp). Az X-et és
részhalmazait nyomtatott nagy betűkkel fogjuk jelölni, halmazrendszereket írott
nagy betűvel pl. PpXq. Általában a különböző halmazrendszereknek mindig
eleme lesz az üres halmaz. A valós/komplex értékű halmazfüggvényeket, amelyek
X bizonyos részhalmazaihoz rendelnek valós vagy komplex számokat, kis görög
betűvel fogjuk jelölni.

Definíció (halmazgyűrű)

Az R Ă PpXq halmazrendszer egy (halmaz)gyűrű, ha

• H P R,

• Bármely A,B P R esetén pA Y Bq P R, pA X Bq P R és pAzBq P R.

Például J pRpq egy halmazgyűrű Rp-ben. De bármely X esetén gyűrű a teljes
PpXq hatványhalmaz vagy a tHu elemű gyűrű is.

A szimmetrikus differenciával, mint összeadással és a metszettel, mint szorzás-
sal, a halmazgyűrű egyben algebrai gyűrű is. Ez az algebrai gyűrű akkor egység-
elemes, ha gyűrűbeli halmazok uniója is gyűrűelem.

Definíció (halmazalgebra)

Az A Ă PpXq halmazrendszer egy (halmaz)algebra, ha olyan gyűrű, ami
zárt a komplementerképzésre is:

• H P A és X P A;

• Bármely A,B P A esetén pA Y Bq P A, pA X Bq P A, pAzBq P A és
pXzAq P A.

Triviális példák a PpXq hatványhalmaz, az tH, Xu kételemű algebra.
A PpXq hatványhalmaz a szimmetrikus differenciával és a metszettel pontosan

ugyanaz, mint F2
X : az X minden eleméhez vesszük a kételemű test egy példányát,

és ezek direkt szorzatát.
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Definíció (σ-gyűrű)

Az R Ă PpXq halmazrendszer egy σ-gyűrű, ha olyan gyűrű, ami a meg-

számlálható unióra is zárt: bármely A1, A2, . . . P R esetén
8
ď

k“1
Ak P R.

Megjegyzés

A σ-gyűrűk a megszámlálható metszetre is zártak, mert bármely
A1, A2, . . . P R esetén

8
č

k“1
Ak “ A1z

ˆ 8
ď

k“2
pA1zAkq

˙

.

Definíció (σ-algebra)

Az A Ă PpXq halmazrendszer egy σ-algebra, ha olyan algebra, ami a meg-

számlálható unióra is zárt: bármely A1, A2, . . . P A esetén
8
ď

k“1
Ak P A.

Megjegyzés

Az előző számolással ellentétben most felhasználhatjuk az X halmazt is, és
az Ak halmazok komplementereit:

8
č

k“1
Ak “ Xz

ˆ 8
ď

k“1
pXzAkq

˙

.

Általában olyan halmazfüggvényekkel fogunk foglalkozni, amelyek valamilyen
σ-algebra, esetleg σ-gyűrű elemeihez rendelnek számokat. Az ilyen mértékjellegű
függvények kiterjesztésekor fogjuk használni a következőket:

Definíció (halmazmodulus)

Az M Ă PpXq halmazrendszer egy (halmaz)modulus, ha

• H P M,

• Bármely A,B P M esetén pA X Bq P M és pAzBq P M.
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Megjegyzés

A metszetet nem lenne muszáj kikötni, mert kifejezhető a különbséggel:

A X B “
`

AzpAzBq
˘

.

A modulusok használatát teljesen ki fogjuk kerülni; a teljesség kedvéért
írtam le.

Definíció (halmazfélgyűrű)

Az F Ă PpXq halmazrendszer egy (halmaz)félgyűrű, ha

• H P F ;

• Bármely A,B P F esetén pA X Bq P F ;

• Bármely A,B P F esetén az AzB különbség felírható véges sok fél-
gyűrűelem diszjunkt uniójaként, tehát létezik olyan n pozitív egész és
páronként diszjunkt C1, . . . , Cn P F , hogy AzB “ C1 \ . . . \ Cn.

Félgyűrűre a legfontosabb példa a számegyenes ra, bq alakú, balról zárt, jobb-
ról nyílt intervallumainak rendszere (természetesen kiegészítve az üres halmazzal,
mint elemmel). Magasabb dimenzióban, Rp-ben pedig az ra1, b1q ˆ . . . ˆ rap, bpq
alakú félíg nyílt téglák.

Általában a mértékeinket előbb valamilyen félgyűrűn fogjuk definiálni, majd
a félgyűrűről fogjuk kiterjeszteni a halmazfüggvényt – vagy előbb a generált mo-
dulusra, vagy közvetlenül – a generált gyűrűre, σ-gyűrűre vagy σ-algebrára.

Nyugodtan gondolhatunk a félgyűrűre, mint valamiféle tégláknak a rendszeré-
re: a halmazfüggvényeink kiterjesztése mindig úgy fog történni, hogy a különböző
halmazokat lefedjük megszámlálható sok téglával. (Ezért is jelölöm inkább F -fel:
F mint Félgyűrű, aminek az elemeivel Fedni fogunk halmazokat.)
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4.1 Lemma (lem.fgyatrend)

(a) Legyen F Ă PpXq félgyűrű és B,A1, A2, . . . , Ak P F . Ekkor léteznek
olyan C1, . . . , Cn P F diszjunkt halmazok, hogy

BzpA1 Y . . . Y Akq “ C1 \ . . . \ Cn.

(b) Bármely A1, A2, . . . P F sorozat uniója átrendezhető diszjunkt hal-
mazok uniójára: léteznek olyan páronként diszjunkt B1, B2, . . . P F
halmazok és olyan 1 ď k1 ă k2 ă . . . indexsorozat, hogy bármely n-re

A1 Y A2 Y . . . Y An “ B1 \ B2 \ . . . \ Bkn .

Bizonyítás. (a) Indukció k szerint.
(b) Minden i ě 2-re vegyünk olyan Ci,1, . . . , Ci,mi

F gyűrűelemeket, amelyekre
AizpA1 Y . . . Y Ai´1q “ Ci,1 \ . . . \ Ci,mi

, majd legyen

pB1, B2, B3, . . .q “ pA1, C1,1, . . . , C1,m1 , C2,1, . . . , C2,m2 , . . .q.

Tétel (generált halmazstruktúrák)

Bármely A Ă PpXq halmazrendszerhez létezik legszűkebb A-t tartalmazó
halmazalgebra, σ-algebra, gyűrű, σ-gyűrű, illetve modulus.

Bizonyítás. Halmazalgebrák, σ-algebrák, gyűrűk, σ-gyűrűk, illetve modulusok
metszete is halmazalgebra, σ-algebra, gyűrű, σ-gyűrű, illetve modulus. Vegyük az
A-t tartalmazó halmazalgebrák, σ-algebrák, gyűrűk, σ-gyűrűk, illetve modulusok
metszetét. (A metszetnek biztosan van legalább egy tagja: a PpXq hatványhal-
maz.)

Megjegyzés

Generált félgyűrű többnyire nincs, mert könnyen elhagyhatunk elemeket
úgy, hogy a struktúra még mindig félgyűrű maradjon.
(A félgyűrű nem algebrai struktúra.)

Definíció (halmazrendszer megszorítása)

Az A Ă PpXq megszorítása a H Ă X halmazra

A|H “ tA X H : A P Au.
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Trivialitás

Algebra, gyűrű, modulus, félgyűrű megszorítása is algebra, gyűrű, modulus,
illetve félgyűrű.

Borel-halmazok

Definíció (Borel-halmazok (Félix Edouard Justin Émile Borel,
1871–1956))

• Ha pX, T q topologikus tér (tehát T Ă PpXq a nyílt halmazok rend-
szere), akkor a T által generált σ-algebra elemei a tér Borel-halmazai.
A generált σ-algebrát BpXq vagy egyszerűen B fogja jelölni.

• Ezen belül fontos halmaz kategóriák:

– GδpXq “

"

8
Ş

k“1
Ak : A1, A2, ... nyíltak

*

:
a megszámlálható sok nyílt halmaz metszeteként előálló halma-
zok;

– FσpXq “

"

8
Ť

k“1
Ak : A1, A2, ... zártak

*

:
a megszámlálható sok zárt halmaz uniójaként előálló halmazok;

– GδσpXq “

"

8
Ť

k“1
Ak : A1, A2, ... P Gδ

*

:
a megszámlálható sok Gδ halmaz uniójaként előálló halmazok;

– FσδpXq “

"

8
Ş

k“1
Ak : A1, A2, ... P Fσ

*

:
a megszámlálható sok Fσ halmaz metszeteként előálló halmazok;

– GδσδpXq “

"

8
Ş

k“1
Ak : A1, A2, ... P Gδσ

*

:
a megszámlálható sok Gδσ halmaz metszeteként előálló halmazok;

– FσδσpXq “

"

8
Ť

k“1
Ak : A1, A2, ... P Fσδ

*

:
a megszámlálható sok Fσδ halmaz uniójaként előálló halmazok;

– ...
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Példák

• A valós számegyenesen Gδ az összes intervallum és minden zárt halmaz.

• Minden megszámlálható halmaz Fσ, mert megszámlálható sok egy-
pontú zárt halmaz uniója.

• Q P FσpRq, de Q R GδpRq. (Jó gyakorlat a Cantor-axiómára és a
Baire-kategóriatételre.)

• A B generálásához nincs szükség minden nyílt halmazra. Például a
számegyenesen a racionális végpontú, pq,8q félegyenesek vagy a raci-
onális gömbök generálják az összes nyílt halmazt.

Hány Borel-halmaz van?
Jó kérdés, hogy a Gδ,Gδσ,Gδσδ, . . . sorozat mikor, melyik rendszámnál stabilizáló-
dik, mikor kapunk először σ-algebrát; onnan kezdve már nem kapunk új Borel-
halmazokat.

Tétel
ˇ

ˇBpRpq
ˇ

ˇ “ c “ 2ℵ0 , avagy az Rp térben kontinuum sok Borel-halmaz van.

Bizonyítás. Az egypontú halmazok is Borelek, tehát legalább kontinuum sok
Borel-halmaz van; a kérdés a felső becslés.

Kicsit formálisabban, defináljuk transzfinit rekurzióval a következő sorozatot:

• B0 a nyílt téglák halmaza;
• Bármely α rendszámra legyen Bα 9̀ 1 az olyan halmazok rendszere, amelyek

előállnak Bα-beli halmazok komplementere, különbsége, véges metszete vagy
megszámlálható uniójaként.

• Bármely α limeszrendszámra legyen Bα “
Ť

βăα

Bβ .

Vegyük észre, hogy a sorozat monoton nő, Bα Ă Bα 9̀ 1.
Az állítjuk, hogy a Bω1 rendszer már σ-algebra; (ω1 az első nem megszámlálható
rendszám). Ezt most csak a megszámlálható unióra ellenőrizzük.
Legyen A1, A2 . . . P Bω1 ; azt kell ellenőriznünk, hogy ezek uniója is Bω1 -ben van. Az
ω1 egy limeszrendszám, tehát mindegyik Ai benne van egy korábbi Bαi

osztályban.
Legyen β “ sup αi “

Ť

αi; ekkor A1, A2, . . . mind Bβ-beli, az uniójuk Bβ 9̀ 1-beli. A
β megszámlálható sok megszámlálható rendszám uniója, maga is megszámlálható,
ezért β 9̀ 1 ă ω1, tehát

Ť

Ai P Bβ 9̀ 1 Ă Bω1 . Ezzel megvan, hogy Bω1 zárt a
megszámlálható unióra.
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A B generátorrendszer kontinuum számosságú. Tudjuk, hogy kontinuum sok konti-
nuum számosságú halmaz uniója is kontinuum számosságú, illetve egy kontinuum
számosságú halmaz elemeiből álló sorozatok halmaza is kontinuum. Ennek fel-
használásával triviális transzfinit inukcióval igazolhatjuk, hogy mindegyik Bα

osztály kontinuum számosságú.
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5. előadás, 2023.03.14.

5. Halmazfüggvények, mértékek

Definíció

Jelölés: R “ R Y t8,´8u.

Definíció (monoton halmazfüggvény)

Legyen A Ă PpXq halmazrendszer, H P A, és α : A Ñ r0,8s.
Az α halmazfüggvény monoton, ha bármely A,B P A, A Ă B esetén αpAq ď

αpBq.

Definíció (additív és σ-additív halmazfüggvények)

Legyen A Ă PpXq halmazrendszer, H P A, α : A Ñ R vagy α : A Ñ C, és
αpHq “ 0.

• Az α halmazfüggvény (végesen) additív, ha bármely olyan, páronként
diszjunkt A1, . . . , An P A halmazokra, amelyekre A1 \ . . . \ An P A,

α

ˆ n
ğ

i“1
Ai

˙

“

n
ÿ

i“1
αpAiq.

Ebbe beleértjük, hogy az összeg mindig létezik, tehát a tagok között
nem szerepelhet a ´8 és a `8 érték is.
Ha A gyűrű, akkor az additivitást elég n “ 2-re megkövetelni.

• Az α halmazfüggvény σ-additív, ha bármely olyan, páronként disz-
junkt A1, A2, . . . P A halmazokra, amelyekre A1 \ A2 \ . . . P A,

α

ˆ 8
ğ

i“1
Ai

˙

“

8
ÿ

i“1
αpAiq.

Ebbe beleértjük, hogy az összeg mindig létezik, és sorrendfüggetlen is.
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Trivialitás

A σ-additivitásból következik az additivitás, mert a véges unióhoz hozzáve-
hetünk végtelen sok üres halmazt.

Definíció (szubadditív és σ-szubadditív halmazfüggvények)

Legyen A Ă PpXq halmazrendszer, H P A, α : A Ñ r0,8s, αpHq “ 0.

• Az α halmazfüggvény szubadditív, ha bármely olyan A1, . . . , An, B P A
halmazokra, amelyekre B Ă pA1 Y . . . Y Anq,

αpBq ď

n
ÿ

i“1
αpAiq.

• Az α halmazfüggvény σ-szubadditív, ha bármely olyan B,A1, A2, . . . P

A halmazokra, amelyekre B Ă pA1 Y A2 Y . . .q,

αpBq ď

8
ÿ

i“1
αpAiq.

Trivialitás

A σ-szubadditivitásból következik a szubadditivitás, mert a véges unióhoz
hozzávehetünk végtelen sok üres halmazt.

Definíció (Mérhető tér)

Mérhető tér: pX,Mq, ahol X ‰ H a tér alaphalmaza, M Ă PpXq egy
σ-algebra, a "mérhető" halmazok rendszere.

Majd a mérhető tereken értelmezni fogunk többféle "mértéket"...
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Definíció (mérték)

Legyen pX,Mq mérhető tér.

• A σ-additív µ : M Ñ r0,8s függvényeket (µpHq “ 0) mértékeknek
nevezzük.

• A σ-additív ϑ : M Ñ R függvények (ϑpHq “ 0) az előjeles mértékek.

• A σ-additív ϑ : M Ñ C függvények (ϑpHq “ 0) a komplex mértékek.
Csak véges értékeik lehetnek.

Definíció (mértéktér)

• pX,M, µq mértéktér, ha pX,Mq mérhető tér, és µ : M Ñ r0,8s

mérték.

• pX,M, ϑq előjeles mértéktér, ha pX,Mq mérhető tér, és ϑ : M Ñ R
előjeles mérték.

• pX,M, ϑq komplex mértéktér, ha pX,Mq mérhető tér, és ϑ : M Ñ C
komplex mérték.
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Példák

• Konstans nulla mérték:
µ ” 0

• Konstans 8:

µpAq “

#

0 ha A “ H

8 ha A ‰ H

• Tetszőleges X alaphalmaz esetén a µ : PpXq Ñ r0,8s függvény szám-
lálómérték vagy számosságmérték, ha A Ď X esetén

µpAq “

#

|A| ha |A| véges
8 ha |A| végtelen

• Tetszőleges X alaphalmaz és x0 P X esetén µ : PpXq Ñ r0,8s Dirac-
mérték vagy x0-ra koncentrált mérték, ha A Ď X esetén

µpAq “

#

1 ha x0 P A

0 ha x0 R A

(Paul Adrien Maurice Dirac, 1902–1984)

Lemma

Legyen µ előjeles vagy komplex mérték.

• µ additív: ha A1, . . . , An páronként diszjunkt mérhetők, akkor

µ

ˆ n
ğ

i“1
Ai

˙

“

n
ÿ

i“1
µpAiq.

• Ha µ mérték, akkor monoton: ha A Ă B mérhető halmazok, akkor
µpAq ď µpBq.

• Ha A Ă B és
ˇ

ˇµpAq
ˇ

ˇ ă 8 vagy
ˇ

ˇµpBq
ˇ

ˇ ă 8, akkor µpBzAq “ µpBq ´

µpAq.

Bizonyítás. (a) A σ-additivitásból következik az additivitás.

(b) Ha A Ă B, akkor

µpAq ď µpAq ` µpBzAq “ µ
`

A \ pBzAq
˘

“ µpBq.
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(c) Az additivitás miatt µpBq “ µpBzAq ` µpAq. Ha µpAq véges, akkor ki
tudjuk vonni mindkét oldalból. Ha µpBq véges, az csak úgy lehet, ha a jobboldalon
mindkét tag véges.

Lemma (a mértékek folytonossága)

Legyen µ előjeles vagy komplex mérték.

• Ha A1 Ă A2 Ă . . . mérhető halmazok, akkor µ
ˆ 8
ď

n“1
An

˙

“ lim
nÑ8

µpAnq.

• Ha A1 Ą A2 Ą . . . mérhető halmazok, és
ˇ

ˇµpA1q
ˇ

ˇ ă 8, akkor

µ

ˆ 8
č

n“1
An

˙

“ lim
nÑ8

µpAnq.

Megjegyzés

Egy A1, A2, . . . halmazsorozat limesz inferiora és limesz szuperiora

limAn “

8
ď

k“1

ˆ 8
č

n“k

An

˙

“

!

x : véges sok n kivételével x P An

)

, illetve

limAn “

8
č

k“1

ˆ 8
ď

n“k

An

˙

“

!

x : végtelen sok n-re x P An

)

.

Például ha a sorozat növekvő vagy csökkenő, akkor ezek megegyeznek, és a
tétel azt állítja, hogy

µ
`

limAn
˘

“ lim
nÑ8

µpAnq.

Bizonyítás. (a) Legyen A0 “ H és Bn “ AnzAn´1, szóval An “ B1 \ . . . \ Bn.

µ

ˆ 8
ď

n“1
An

˙

“ µ

ˆ 8
ğ

n“1
Bn

˙

“

8
ÿ

n“1
µpBnq “

“ lim
NÑ8

N
ÿ

n“1
µpBnq “ lim

NÑ8
µ

ˆ N
ď

n“1
Bn

˙

“ lim
NÑ8

µpANq.

(b) Legyen Bn “ A1zAn; ekkor H “ B1 Ă B2 Ă . . .

µ

ˆ 8
č

n“1
An

˙

“ µ

ˆ 8
č

n“1
pA1zBnq

˙

“ µ

ˆ

A1z

8
ď

n“1
Bn

˙

“ µpA1q ´ µ

ˆ 8
ď

n“1
Bn

˙

“

“ µpA1q ´ limµpBnq “ lim
`

µpA1q ´ µpBnq
˘

“ lim
`

µpA1zBnq
˘

“ lim
`

µpAnq
˘

.
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Példa

A második állításnál lényeges, hogy legyen legalább egy véges mértékű hal-
maz a sorozatban.
Ha An “ pn,8q, és mondjuk µ a számosságmérték vagy az 1-dimenziós
Lebesgue-mérték vagy a konstans 8 mérték, akkor µp

Ş

Anq “ µpHq “ 0,
de µpAnq “ 8 Û 0.
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6. Lebesgue-mérték
A Lebesgue-féle külső mérték, kétféle ekvivalens definíció. Monotonitás. Kompakt
halmazok és Jordan-mérhető halmazok külső mértéke. Egybevágóság és hasonlóság
hatása. σ-szubadditivitás. A belső mérték lehetséges definíciója. Mérhetőség. A
Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak, és ezen λ mérték (bizonyítás
nélkül). A Jordan-mérhető halmazok Lebesgue-mérhetők is (bizonyítás nélkül).
Nullmértékű halmazok. Rp-ben. Minden pozitív külső mértékű halmaz tartalmaz
nem mérhető részhalmazt. [Petruska, 69–70, 81–82. o.]

Definíció (Lebesgue-féle külső mérték)

Bármely A Ă Rp halmaz Lebesgue-féle külső mértéke

λpAq “ inf
" 8
ÿ

k“1
tpRkq : R1, R2, . . . tengelypárhuzamos téglák,A Ă

8
ď

k“1
Rk.

*

.

Változatok:

• csak nyílt téglák

• csak ra1, b1q ˆ . . . ˆ rap, bpq alakú félig nyílt téglák

• bármilyen téglák

Ezek ugyanazt az infimumot adják, mert bármilyen fedésben megnövelhetjük a
téglákat úgy, hogy már az előírt osztályba tartozzanak, és az i-edik tégla mértékét
legfeljebb ε

2i -vel, összesen legfeljebb ε-nal növeljük meg.

Definíció (Lebesgue-féle külső mérték, alternatív definíció)

Bármely A Ă Rp halmaz Lebesgue-féle külső mértéke

λpAq “ inf
" 8
ÿ

k“1
tpMkq : M1,M2, . . . P J pRp

q, A Ă

8
ď

k“1
Mk.

*

.

Állítás

A kétféle definíció tényleg ugyanaz.
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Bizonyítás. Legyen A Ă Rp tetszőleges, és a kétféle infimum

r “ inf
" 8
ÿ

k“1
tpRkq : R1, R2, . . . tengelypárhuzamos téglák, A Ă

8
ď

k“1
Rk.

*

m “ inf
" 8
ÿ

k“1
tpMkq : M1,M2, . . . P J pRp

q, A Ă

8
ď

k“1
Mk.

*

.

Bizonyítás arra, hogy m ď r: ha r “ 8, akkor triviális ; mostantól r véges.
Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t. Ehhez van az A-nak olyan

Ť

Rk fedése
téglákkal, amelyekre

ř

tpRkq ă r ` ε.
Minden tégla Jordan-mérhető, így ugyanez az összeg szerepel a második hal-

mazban is. Ezért
m ď

ÿ

tpRkq ă r ` ε.

Most a ε Ñ `0 határátmenetből m ď r.
Bizonyítás arra, hogy r ď m: ha m “ 8, akkor triviális ; mostantól m

véges.
Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t. Ehhez van az A-nak olyan

Ť

Mk fedése
Jordan-mérhető halmazokkal, amelyekre

ř

tpMkq ă m ` ε.
Minden egyes Mk Jordan-mérhető halmazt lefedhetünk néhány téglával, mond-

juk Rk,1, . . . , Rk,nk
-val úgy, hogy tpRk,1q ` . . .` tpRk,nk

q ă tpMkq `
ε

2k legyen. Az
összes ilyen tégla együttesen lefedi A-t, ezért

r ď

8
ÿ

k“1

ˆ nk
ÿ

i“1
tpRk,iq

˙

ď

8
ÿ

k“1

ˆ

tpMkq `
ε

2k

˙

“

8
ÿ

k“1
tpMkq ` ε ă pm ` εq ` ε.

Ismét ε Ñ `0-ból r ď m.

Tétel

• λpHq “ 0.

• λ monoton.

• λ egybevágóságinvariáns.

• λpc ¨ Aq “ |c|p ¨ λpAq.

• Ha M P HompRp,Rpq lineáris transzformáció, akkor λpMpAqq “

| detM | ¨ λpAq.

• A λ függvény szubadditív.

• A λ függvény σ-szubadditív.
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Bizonyítás.

• Az üres fedés is fedi az üres halmazt.

• Ha A Ă B, akkor B minden fedése A-nak is fedése, ezért λpAq egy bővebb
halmaz infimuma.

• Ha A Ă Rp és B Ă Rp egybevágó, és azt a definíciót használjuk, amikor
Jordan-mérhető hamazokkal fedünk, akkor a fedések is egybevágók.

• Ugyanez volt a képlet téglákra.

• Ugyanez volt a képlet Jordan-mérhető fedő halmazokra.

• A szubadditivitás következik a σ-szubadditivitásból.

• Állítás: a λ függvény σ-szubadditív.

– Tegyük fel, hogy B Ă

8
ď

n“1
An; az kell, hogy λpBq ď

8
ÿ

n“1
λpAnq.

– Ha valamelyik λpAnq “ 8 akkor az állítás triviális .

– Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t.

– Mindegyik An-et fedjük leRn1, Rn2, . . . téglákkal úgy, hogy
8
ÿ

k“1
tpRnkq ă

λpAnq `
ε

2n .

– A fedések együtt lefedik B-t:

B Ă

8
ď

n“1
An Ă

8
ď

n“1

ˆ 8
ď

k“1
Rnk

˙

ezért a λpBq definíciójából

λpBq ď

8
ÿ

n“1

ˆ 8
ÿ

k“1
tpRnkq

˙

ď

8
ÿ

n“1

ˆ

λpAnq `
ε

2n

˙

“

8
ÿ

n“1
λpAnq ` ε.

– Az ε Ñ `0 határátmenetből kapjuk, hogy

λpBq ď

8
ÿ

n“1
λpAnq.
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Tétel

• λ ď t.

• Ha K kompakt, akkor λpKq “ tpKq.

• Ha A Jordan-mérhető, akkor λpAq “ tpAq.

Bizonyítás.

• A külső Jordan-mérték definíciójában a véges fedéseket kiegészíthetjük vég-
telen sok üres halmazzal.

• HaK kompakt, akkor vegyük a külső Lebesgue- és a külső Jordan-mértéknek
azt a definícióját, amikor nyílt téglákkal fedünk. Minden fedésből kivá-
lasztható véges fedés, ezért a K külső Lebesgue- és a külső Jordan-mértéke
ugyanaz.

• Ha A Jordan-mérhető, akkor

0 ď λpBAq ď tpBAq “ 0, tehát λpBAq “ 0,

tpAq “ tpclAq “ λpclAq ď λpAq ` λpBAq “ λpAq ď tpAq “ tpAq.

Lebesgue-mérhetőség

Definíció (Lebesgue-féle belső mérték)

A Lebesgue-féle belső mérték lehetne akár ez is: ha A Ă r0, 1sp, akkor

λpAq “ 1 ´ λpr0, 1s
p
zAq

Általában

λpAq “
ÿ

pa1,...,apqPZp

ˆ

1 ´ λ
´

ra1, a1 ` 1q ˆ . . . ˆ rap, ap ` 1qzA
¯

˙

(V.ö. Ha J Jordan-mérhető és A Ă J , akkor tpAq “ tpJq ´ tpJzAq.)
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Megjegyzés

A mérhetőséget a külső és a belső mértékek egyenlőségével is lehetne defi-
niálni, de inkább mélyen hallgatni fogunk a belső mértékről. A mérhetőség
definíciójához csak a külső mertéket fogjuk használni.

Definíció (Lebesgue-mérhetőség)

A Ă Rp Lebesgue-mérhető, ha bármely H Ă Rp esetén

λpHq “ λpH X Aq ` λpHzAq.

(A szubadditivitás miatt ď automatikus; a kérdés az, hogy “ vagy ă.)

Feladat

Jó gyakorlat bebizonyítani, hogy bármely korlátos A Ă Rp halmaz akkor és
csak akkor Jordan-mérhető, ha ha bármely korlátos H Ă Rp halmaz esetén
tpHq “ tpH X Aq ` tpHzAq.

Tétel

A Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak, és ezen a külső
Lebesgue-mérték σ-additív. (Bizonyítás a következő fejezetben).
A Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebráját L vagy Lp jelöli; magát a mér-
téket λp...q vagy λpp...q.

Tétel

• Minden Jordan-mérhető halmaz egyben Lebesgue-mérhető is, tehát a
Lebesgue-mérték tényleg kiterjesztése a Jordan-mértéknek. (Bizonyí-
tás a következő fejezetben).

• Minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhető, tehát B Ă L.

Nullmértékű halmazok

Definíció (nullmértékű halmaz)

A Ă Rp nullmértékű vagy Lebesgue-nullmértékű, ha λpAq “ 0.
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Tétel

Minden nullmértékű halmaz mérhető.

Bizonyítás. Ha N nullmértékű, vagyis λpNq “ 0 és H Ă Rp tetszőleges, akkor

λpHq ď λpH X Nq ` λpHzNq ď λpHq ` λpNq “ λpHq,

tehát N jól vágja ketté a H halmazt.

Tétel

A nullmértékű halmazok N rendszere egy σ-ideál:

• H P N ;

• N minden elemének minden részhalmaza is N -beli;

• N zárt a megszámlálható unióra.

Tétel

B ‰ L.

Bizonyítás. Vegyünk egy kontinuum számosságú, nullmértékű halmazt, példá-
ul a Cantor-halmazt. Ennek minden részhalmaza nullmértékű, tehát Lebesgue-
mérhető. De ilyen részhalmazból 2c “ 22ℵ0 van; több, mint Borel-halmaz összesen.

Példa. Q Lebesgue-mérhető, de nem Jordan-mérhető.

6. előadás, 2023.03.16.

Tétel

Minden pozitív külső mértékű halmaz tartalmaz nem mérhető halmazt.

Bizonyítás. (A Vitali-konstrukció módosítása)
Ha A nem mérhető, akkor ő maga egy saját nem mérhető részhalmaza.
Legyen A P L pozitív mértékű és mérhető. Feltehető, hogy A korlátos, mert ha

A-nak minden korlátos részhalmaza nullmértékű, akkor minden n-re Bp0, nq X A
is, így a mérték folytonossága miatt λpAXRpq “ λpAq “ 0. Így A-nak van pozitív
mértékű korlátos részhalmaza.

Legyen V Ă A olyan, hogy Qp eltoltjából legfeljebb egy elemet tartalmaz,
és akkor nem tartalmaz belőle elemet, ha A diszjunkt attól az eltolt halmaztól.
(Más szóval, minden r P Rp vektorra, ha a pQp ` rq X A metszet nem üres,
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akkor kiválasztunk belőle egyetlen elemet.) Ekkor létezik Qp-nek olyan korlátos
Q részhalmaza, hogy V ` Q lefedi A-t és Q végtelen.

Ha V mérhető, és λpV q ą 0, akkor λpV `Qq “ 8, ami nem lehet, mert korlátos
halmazok összege korlátos, és λ monotonitása miatt minden korlátos halmaz véges
mértékű.

Ha λpV ` Qq “ 0, akkor λpAq “ 0, ami szintén nem lehet. Így V R L.
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7. Relatív külső mértékek
Relatív külső mértékből származtó külső mérték. Nemnegatív halmazfüggvényhez
asszociált külső mérték. A mérhető halmazok. A mérhető halmazok σ-algebrát
alkotnak. A Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak. [Petruska, 61–63.
o.]

Definíció (relatív külső mérték)

Legyen X ‰ H tetszőleges alaphalmaz, A Ă PpXq, H P A és φ : A Ñ

r0,8s.

• A φ függvény relatív külső mérték, ha σ-szubadditív és φpHq “ 0.

• Ha φ relatív külső mérték és A “ PpXq, akkor φ külső mérték.

Példák

• A “ PpXq, φpHq “

#

1 ha H ‰ H

0 ha H “ H
;

• A a Jordan-mérhető halmazok gyűrűje, φ a Jordan-térfogat. (Ehhez
szükség van arra, hogy a Jordan-térfogat σ-szubadditív.)

Trivialitás

Minden relatív külső mérték monoton és szubadditív.

Bizonyítás. Ha φ relatív külső mérték, A,B1, . . . , Bn P M és A Ă B1 Y . . .YBn,
akkor

A Ă B1 Y . . . Y Bn Y H Y H . . . ,

a σ-szubadditivitás miatt

φpAq ď φpB1q ` . . . ` φpBnq ` φpHq ` φpHq ` . . .
looooooooooomooooooooooon

0

,

tehát φ végesen szubadditív.
Az n “ 1 esetben ez éppen a monotonitás.

Állítás

Minden mérték relatív külső mérték.
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Bizonyítás. Legyen pX,M, µq mértéktér, H,A1, A2... P M, hogy H Ă
Ť

Ak.
A B1 “ A1, Bn “ AnzpA1 Y . . . Y An´1q halmazokkal

µpHq ď µ

˜

8
ď

n“1
An

¸

“ µ

˜

8
ğ

n“1
Bn

¸

“

8
ÿ

n“1
µpBnq ď

8
ÿ

n“1
µpAnq.

Definíció (asszociált külső mérték)

Tegyük fel hogy X ‰ H tetszőleges alaphalmaz, A Ă PpXq, H P A, és
α : A Ñ r0,8s olyan, hogy αpHq “ 0.
Legyen H Ă X esetén

φαpHq “ inf
#

8
ÿ

k“1
αpAkq : Ak P A, H Ă

8
ď

k“1
Ak

+

;

ha H nem fedhető le megszámlálható sok A-beli halmazzal, akkor φαpHq “

8 (mert inf H “ `8).
Az így definiált φα : PpXq Ñ r0,8s függvény az α-hoz asszociált külső
mérték.

Példák

• A “ PpXq, αpHq “

#

1 ha H ‰ H

0 ha H “ H
. Ekkor φα “ α.

• A a p-dimenziós téglák rendszere, és α a térfogat. Ekkor φα a külső
Lebesgue-mérték.

• A a Jordan-mérhető halmazok gyűrűje, α a Jordan-térfogat. Ekkor is
φα a külső Lebesgue-mérték.

Állítás

φα külső mérték.

Bizonyítás. φαpHq “ 0 triviális ; a σ-szubadditivitást kell bizonyítani.

Tegyük fel, hogy H,F1, F2, . . . Ă X és H Ă
8
Ť

n“1
Fn; Azt kell ellenőriznünk,

hogy

φαpHq ď

8
ÿ

n“1
φαpFnq.
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Ha
8
ř

n“1
φαpFnq “ 8, akkor az egyenlőtlenség triviális ; a továbbiakban fel-

tesszük, hogy
8
ř

n“1
φαpFnq véges, ekkor persze mindegyik φαpFnq véges.

Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t. Mindegyik Fn-et fedjük le A-beli halma-
zokkal ε

2n pontossággal, vagyis vegyünk olyan An1, An2, An3, . . . P A halmazokat,

amelyekre Fn Ă
8
Ť

k“1
Ank és

8
ř

k“1
αpAnkq ă φαpFnq `

ε

2n . Az Ank halmazok együtte-
sen a H-t is lefedik, ezért

φαpHq ď

8
ÿ

n“1

ˆ 8
ÿ

k“1
αpAnkq

˙

ă

8
ÿ

n“1

ˆ

φαpFnq `
ε

2n

˙

“

8
ÿ

n“1
φαpFnq ` ε.

A ε Ñ `0 határátmenettel kész vagyunk.

7.1 Lemma

lem.fiamax
Ha φ relatív külső mérték valamilyen B Ą A halmazrendszeren, amire A P A
esetén φpAq ď αpAq, akkor bármely H P B halmazra φpHq ď φαpHq.
Vagyis, az α-nál nem nagyobb relatív külső mértékek között φα maximális.

Bizonyítás. Vegyünk egy tetszőleges H P B halmazt; azt kell igazolnunk, hogy
φpHq ď φαpHq. Ha φαpHq “ 8, akkor ez triviális . A továbbiakban feltesszük,
hogy φαpHq véges.

Bármely ε-hoz vannak olyan A1, A2, . . . P A halmazok, hogy H Ă
Ť

An és
ř

αpAnq ă φαpHq ` ε; ekkor

φpHq
φ σ-szubadd.

ď
ÿ

φpAnq
φ ď α

ď ď
ÿ

αpAnq ă φαpHq ` ε;

Az ε Ñ `0 határátmenttel megapjuk, hogy φpHq ď φαpHq

Példák

Az előbbi példákban az asszociált külső mértékek: ő maga, illetve a külső
Lebesgue-mérték.
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Definíció (Külső mérték szerint mérhető halmaz)

Legyen φ külső mérték az X alaphalmazon. Az A Ă X halmaz φ szerint
mérhető vagy φ-mérhető vagy csak mérhető, ha

@H Ă X φpHq “ φpH X Aq ` φpHzAq.

A φ-mérhető halmazok rendszere Mφ.

Megjegyzés

A szubadditivitás miatt elég azt előírni, hogy

φpHq ě φpH X Aq ` φpHzAq.

Ez triviális akkor, ha φpHq “ 8, tehát elég véges külső mértékű H-ra
ellenőrizni.

Tétel

• A fenti jelölésekkel Mφ σ-algebra, és pX,Mφ, φ|Mφq mértéktér.

• Sőt, tetszőleges Y Ă X halmazra φ mérték az Mφ|Y σ-algebrán is.

Bizonyítás. 1. állítás: Az X és H mérhető, avagy X,H P Mφ.
Bármely H Ă X halmazra

φpH X Hq ` φpHzHq “ φpHq ` φpHq “ 0 ` φpHq “ φpHq;
φpH X Xq ` φpHzXq “ φpHq ` φpHq “ φpHq ` 0 “ φpHq.

(Most használtuk, hogy φpHq “ 0.)

2. állítás: Az Mφ algebra, azaz ha A,B mérhető, akkor AYB, AXB és AzB is
mérhető.

Legyen H Ă X tetszőleges; azt akarjuk ellenőrizni, hogy a H-t az A Y B, az
A X B és az AzB is jól vágja ketté.

Az A,B halmazok a H-t négy részre osztják: H “ H0 Y Ha Y Hb Y Hab (az
indexek azt jelzik, hogy az adott részhalmaz az A és B közül melyiknek része:
H0 “ HzpAYBq, Ha “ pH XAqzB, Hb “ pH XBqzA, Hab “ H XAXB). Az A
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és B mérhetősége miatt

φpHq “ φpH X Aq ` φpHzAq “

“

´

φ
`

pH X Aq X B
˘

` φ
`

pH X AqzB
˘

¯

`

´

φ
`

pHzAq X B
˘

` φ
`

pHzAqzB
˘

¯

“

“

´

φpHabq ` φpHaq

¯

`

´

φpHbq ` φpH0q

¯

.

Átcsoportosítva és a szubbaditivitást felhasználva

φpHq ď φpH X pA Y Bqq ` φpHzpA Y Bqq ď

ď

´

φpHabq ` φpHaq ` φpHbq

¯

` φpH0q “ φpHq;

φpHq ď φpH X pA X Bqq ` φpHzpA X Bqq ď

ď φpHabq `

´

φpHaq ` φpHbq ` φpH0q

¯

“ φpHq;

φpHq ď φpH X pAzBqq ` φpHzpAzBqq ď

ď φpHaq `

´

φpHbq ` φpHabq ` φpH0q

¯

“ φpHq.

Látjuk, hogy mindenhol egyenlőség van, tehát A Y B, A X B és AzB is jól vágja
ketté a H halmazt.

3. állítás: Bármely Y Ă X esetén φ additív Mφ|Y -n.
Ha A,B mérhetők, és A X Y és B X Y diszjunktak, akkor A-val vágjuk ketté

az pA Y Bq X Y halmazt:

φ
`

pAYBqXY
˘

“ φ
´

`

pAYBqXY
˘

XA
¯

`φ
´

`

pAYBqXY
˘

zA
¯

“ φ
`

AXY
˘

`φ
`

BXY
˘

.

Indukcióval akárhány halmazra is igaz.

4. állítás: Mφ σ-algebra.
A megszámlálható sok halmaz unióját kicserélhetjük páronként diszjunkt hal-

mazok uniójára: legyen Bi “ Aiz
Ť

jăi
Aj, ekkor

Ť8

i“1 Ai “
Ů8

i“1 Bi.

Legyen Un “ B1 \ . . .\Bn és U8 “
8
Ů

i“1
Bi “

8
Ť

i“1
Ai; azt akarjuk igazolni, hogy

U8 mérhető.

φpHq
Un mérhető

“ φ
`

H X Un
˘

` φ
`

HzUn
˘ φ monoton

ě φ
`

H X Un
˘

` φ
`

HzU8

˘ Un “ \Bi
“

“ φ

ˆ n
ğ

i“1
pH X Biq

˙

` φ
`

HzU8

˘ φ additív Mφ|H -n
“

n
ÿ

i“1
φpH X Biq ` φ

`

HzU8

˘

.
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Most n Ñ 8, majd σ-szubadditivás:

φpHq ě

8
ÿ

i“1
φpH X Biq ` φ

`

HzU8q
φ σ-szubadditív

ě

ě φ

ˆ 8
ğ

i“1
pH X Biq

˙

` φ
`

HzU8q “ φ
`

H X U8q ` φ
`

HzU8q.

Tehát U8 jól vágja ketté H-t.

5. állítás: φ σ-additív Mφ|Y -n.
Tegyük fel, hogy A1, A2, . . . P Mφ, és az Ai X Y halmazok diszjunktak.

n
ÿ

i“1
φpAi X Y q

φ additív Mφ|Y -on
“ φ

ˆ n
ğ

i“1
pAi X Y q

˙

φ monoton
ď

ď φ

ˆ 8
ğ

i“1
pAi X Y q

˙

σ-szubadditív
ď

8
ÿ

i“1
φpAi X Y q.

Most n Ñ 8:
8
ÿ

i“1
φpAi X Y q ď φ

ˆ 8
ğ

i“1
pAi X Y q

˙

ď

8
ÿ

i“1
φpAi X Y q.

Tehát φ
ˆ

8
Ů

i“1
pAi X Y q

˙

“
8
ř

i“1
φpAi X Y q.

8. Teljes mértékterek

Definíció (nullmértékű halmaz)

Legyen φ külső mérték az X alaphalmazon. Az N Ă X halmaz φ-
nullmértékű, ha φpNq “ 0.

Állítás

A φ-nullmértékű halmazok φ-mérhetőek, avagy φpNq “ 0 esetén N P Mφ.

Bizonyítás. Bármely H Ă X-re

φpH X Nq ` φpHzNq ď 0 ` φpHq.
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Definíció (teljes mértéktér)

Az pX,M, µq mértéktér teljes, ha a µ-nullmértékű halmazok részhalmazai
is mérhetőek, tehát bármely N P M, µpNq “ 0, Z Ă N , esetén Z P M. (A
monotonitás miatt triviális , hogy µpZq “ 0.)

Következmény

Bármely Y Ă X halmazra pY,Mφ|Y , φ|Mφ|Y q teljes mértéktér.

Következmény

A Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak, és ezen a λ egy teljes
mérték.

7. előadás, 2023.03.21.

Tétel

Minden mértéktér teljessé tehető, vagyis:
Ha pX,M, µq mértéktér, akkor

• létezik egy egyértelmű minimális M˚ Ă PpXq σ-algebra

• és egy szintén egyértelmű µ˚ : M˚ Ñ r0,8s mérték

• úgy hogy M Ă M˚, µ˚
|M “ µ és pX,M˚, µ˚q teljes.

Bizonyítás. 1. Legyen

M˚
“ tA “ M Y Z : M P M; DN P M µpNq “ 0, Z Ă Nu,

tehát azon A-k halmaza, amelyek előállnak mint egy M mérhető halmaz plusz
valami, nullmértékű halmazzal lefedhető "zaj". Az ilyen A halmazoknak minden-
képpen benne kell lennie a keresett σ-algebrában.

A bizonyítás során M , Mi mindig mérhető, N és Ni nullmértékű mérhető, Z
és Zi az N , illetve az Ni valamilyen részhalmazát fogja jelenteni, A “ M Y Z, és
Ai “ Mi Y Zi.

A M˚ rendszer egy σ-algebra, mert
• H, X P M Ă M˚;

• zárt a komplementumképzésre: XzpM Y Zq “ pXzpM YNqq Y pNzMzZq P

M˚;
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• zárt a megszámálható unióra: ha M1,M2, . . . P M mérhetők, N1, N2, . . . P

M nullmértékűek, és Zi Ă Ni, akkor
Ť

pMiYZiq “

´

Ť

Mi

¯

Y

´

Ť

Zi

¯

P M˚;
itt

Ť

Mi mérhető, és
Ť

Zi része a nullmértékű
Ť

Ni-nek.

2. Legyen µ˚pM Y Zq “ µpMq; csak ez a függvény lehetséges, mert

µpMq “ µ˚
pMq ď µ˚

pMYZq ď µ˚
pMYNq ď µ˚

pMq`µ˚
pNq “ µpMq`µpNq “ µpMq.

Szükséges az, hogy ez az érték jóldefiniált legyen. Legyen A P M˚, M1, N1, Z1
és M2, N2, Z2 a definíció szerinti halmazok, hogy M1 YZ1 “ M2 YZ2 “ A. Ekkor

M1zM2 Ă AzM2 Ă Z2 Ă N2, ezért µpM1zM2q “ 0;

M1 X M2 Ă M1 “ pM1 X M2q \ pM1zM2q

µpM1 X M2q ď µpM1q ď µpM1 X M2q ` µpM1zM2q
loooomoooon

0

,

amiből µpM1q “ µpM1 X M2q.
Ugyanígy, µpM2q “ µpM1 X M2q, tehát µpM1q “ µpM2q.

3. A µ˚ függvény σ-addititív: Legyenek A1 “ M1 Y Z1, A2 “ M2 Y Z2, . . . P M˚

páronként diszjunkt halmazok, ahol Mi P M és Zi lefedhető valamilyen Ni P M
nullmértékű halmazzal. Az

Ť

Zi halmazt lefedi a nullmértékű
Ť

Ni, ezért

µ˚
´

ğ

Ai

¯

“ µ˚

ˆ

´

ğ

Mi

¯

Y

´

ď

Zi

¯

˙

“ µ
´

ğ

Mi

¯

“
ÿ

µpMiq “
ÿ

µ˚
pAiq.

Most már tudjuk, hogy pX,M˚, µ˚q mértéktér.
4. A pX,M˚, µ˚q mértéktér teljes: Tegyük fel, hogy A “ M Y Z P M˚ és
µ˚pAq “ 0, tehát A egy µ˚-nullmértékű halmaz, és B Ă A. Az kell, hogy B P M˚.

Vegyük észre, hogy µpMq “ µ˚pAq “ 0, tehát B felírható B “ HYB alakban,
ahol H P M és B lefedhető a µ-nullmértékű pM YNq halmazzal, tehát B P M˚.
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9. A mértékkiterjesztési tétel
Félgyűrűn additív relatív külső mérték kiterjeszthető a generált gyűrűre. Példa
arra, hogy a kiterjesztés nem mindig egyértelmű. Mértékkiterjesztési tétel. A
kiterjesztés egyértelműsége σ térben. [Petruska, 64–66. o.]

Kérdés

• Igaz-e, hogy Rp-ben minden Jordan-mérhető halmaz Lebesgue-
mérhető, és a Lebesgue-mértékük ugyanaz, mint a Jordan-mértékük?

• Általában, igaz-e, hogy ha α relatív külső mérték az A rendszeren,
akkor A elemei mérhetők φα szerint, vagyis A Ă Mφα , és bármely
A P A halmazra φαpAq “ αpAq?

Az, hogy φαpAq “ αpAq, következik abból, hogy az α függvény relatív külső
mérték.

Példa

• A “ PpXq, αpHq “

#

1 ha H ‰ H

0 ha H “ H,

• φα “ α.

• Ha a P A és b R A, akkor

– A rosszul vágja ketté a H “ ta, bu halmazt:

αpHq “ 1, αpH X Aq ` αpHzAq “ 1 ` 1.

– Az alaphalmazt is rosszul vágja ketté:

αpXq “ 1, αpX X Aq ` αpXzAq “ 1 ` 1.

• Csak H és X mérhető.

• Hiányzik az additivitás.

• Kössük ki, hogy α additív a A rendszeren.
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Példa

X “ R, A “ tHu Y tpc,8q : c P Ru, αpHq “ 0; αppc,8qq “ 1.

•

φαpAq “

$

’

&

’

%

0 ha A “ H

1 ha A ‰ H, de alulról korlátos
8 ha A nem korlátos alulról

• Ha a P A és b P XzA, akkor A rosszul vágja ketté a H “ ta, bu
halmazt:

φαpHq “ 1, φαpH X Aq ` φαpHzAq “ 1 ` 1.

• Most is csak két mérhető halmaz van.

• Az additivitás igaz, csak semmitmondó: nincsenek nemüres, diszjunkt
halmazaink.

• Van additivitás, de az A halmazrendszer túl sovány.

• Ki fogjuk kötni, hogy a fedésre használt A halmazrendszer félgyűrű, és
ezen az α függvény additív.

Tétel

Legyen A Ă PpXq félgyűrű, α : A Ñ r0,8s,

• α relatív külső mérték, továbbá

• α még additív is.

Ekkor A Ă Mφα és φα|A “ α, vagyis

• Minden A-beli halmaz mérhető φα szerint, és

• Bármely A P A halmazra φαpAq “ αpAq.

Bizonyítás. A σ-szubbadditivitás miatt triviális , hogy φα|A “ α; azt kell
igazolni, hogy minden A P A mérhető. Legyen tehát A P A és H Ă X tetszőleges;
a célunk φαpH X Aq ` φαpHzAq ď φαpHq. Ha φαpHq “ 8, akkor ez triviális ;
feltehetjük tehát, hogy φαpHq véges.

Vegyünk egy tetszőleges ε-t, és ehhez olyan B1, B2 . . . P A halmazokat, ame-
lyek úgy fedik H-t, hogy

ř

αpBnq ă φαpHq ` ε.
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Mindegyik Bn-re BnXA P A, és a BnzA halmaz felbomlik páronként diszjunkt
Cn1, . . . , Cn,kn P A elemek uniójára: Bn “ pBn X Aq \ Cn1 \ . . . \ Cn,kn

looooooooomooooooooon

BnzA

. Az

additivitás miatt

αpBn X Aq `

kn
ÿ

i“1
αpCniq

α additív
“ αpBnq,

φαpH X Aq
φα def

ď

8
ÿ

n“1
αpBn X Aq,

φαpHzAq
φα sσ-szubadd

ď

8
ÿ

n“1
φαpBnzAq

φα def
ď

8
ÿ

n“1

ˆ kn
ÿ

i“1
αpCniq ` αpHq ` αpHq ` . . .

˙

,

φαpH X Aq ` φαpHzAq ď

8
ÿ

n“1

ˆ

αpBn X Aq `

kn
ÿ

i“1
αpCniq

˙

“

8
ÿ

n“1
αpBnq ă φαpHq ` ε.

Végül ε Ñ 0 és kész.

Kérdés

A fenti tétel kiterjeszti az α halmazfüggvényt mértékként egy, az A-t tar-
talmazó σ-algebrára. Igaz-e, hogy a kiterjesztés egyértelmű?

Általában nem igaz:

Példa

Álljon A az R félig nyílt intervallumaiból, és legyen αpAq “ 8 ha A nemüres.
Ekkor α kiterjeszthető a PpRq halmazrendszerre, de a kiterjesztés nem egy-
értelmű. Lehetséges kiterjesztés például a konstans 8 és a számlálómérték
is.

Viszont ha az α nem túl nagy, az egész tér felbomlik megszámálható sok, véges
mértékű darabra (mint ahogy Rp felbomlik megszámlálható sok korlátos téglára),
akkor már a kiterjesztés egyértelmű.

62



Definíció (σ-végesség)

• Legyen X tetszőleges alaphalmaz, A Ă PpXq és α : A Ñ r0,8s

relatív külső mérték. Azt mondjuk, hogy a H Ă X halmaz σ-véges
az α szerint, ha léteznek olyan A1, A2... P A halmazok, amelyekre
mindegyik αpAnq véges, és

H Ď

8
ď

k“1
Ak.

• Az pX,M, µq mértéktér, iletve a µ mérték σ-véges, ha X a µ szerint σ-
véges, avagy felbontató megszámlálható sok véges mértékű halmazra.

Példák

• Rp σ-véges a Jordan-mérték szerint.

• R nem σ-véges a számosságmérték szerint. A számosságmérték szerint
σ-véges halmazok a megszámlálható halmazok.

9.1 Tétel

Legyen A Ă PpXq félgyűrű, α : A Ñ r0,8s relatív külső mérték, ami még
additív is, és tegyük fel, hogy X σ-véges.
Ekkor bármely M olyan σ-algebrára, amelyre A Ă M Ă Mφα , az α egy-
értelműen terjeszthető ki M-re, azaz ha µ mérték M-en és µ|A “ α, akkor
µ “ φα|M.

Bizonyítás. Az X olyan A1, A2, . . . P A halmazok uniója, amelyekre minden
αpAnq véges. A ?? lemma miatt ezeket kicserélhetjük olyan, páronként diszjunkt
B1, B2, . . . P A halmazokra, amelyek uniója szintén X, és mindegyik Bk részhal-
maza valamelyik An-nek, így αpBkq ď αpAnq ă 8.

A ?? lemma miatt µ ď φα, így bármely H P M halmazra

αpBnq “ µpBnq “ µpBnXHq`µpBnzHq ď φαpBnXHq`φαpBnzHq “ φαpBnq “ αpBnq,

és itt minden véges volt, tehát például µpH X Bnq “ φαpH X Bnq. Összegezve

µpHq “

8
ÿ

n“1
µpH X Bnq “

8
ÿ

n“1
φαpH X Bnq “ φαpHq.
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Következmény (Caratheodory-féle mértékkiterjesztési tétel
(Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή, 1873–1950))

Legyen X tetszőleges alaphalmaz, A félgyűrű PpXq-en, α : A Ñ r0,8s

additív és σ-szubadditív és αpHq “ 0. Ekkor

• Az α függvény kiterjeszthető az A által generált σ-algebrán mértékké.

• Ha X σ-véges, akkor a kiterjesztés egyértelmű.

A Lebesgue-mérték befejezése
Az előbbi tételeket alkalmazhatjuk a Jordan-mérhető halmazok gyűrűjére vagy a
ra1, b1q ˆ . . . ˆ rap, bpq alakú félig nyílt téglák félgyűrűjére.

Lemma

• Minden dimenzióban, a félig nyílt téglák félgyűrűjén a Jordan-mérték
additív relatív külső mérték.

• Minden dimenzióban, a Jordan-mérhető halmazok gyűrűjén a Jordan-
térfogat additív relatív külső mérték.

Bizonyítás. A Jordan-mérték additivitását tudjuk.
Tegyük fel, hogy A,B1, B2, . . . P J pRpq és A Ă

8
Ť

i“1
Bi; a σ-szubdadditivitáshoz

azt akarjuk igazolni, hogy tpAq ď
8
ř

i“1
tpBiq.

Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t. Elég finom kockázással az A belső kockái egy
olyan K Ă A kompakt halmazt akotnak, amelyre tpKq ą tpAq ´ε. Mindegyik Bi-
hez vegyük a tér egy kellően finom kockázását úgy, hogy a fedő kockák össztérfo-
gata kisebb legyen, mint tpBiq`

ε

2i . A fedő kockákat kicsit meghízlalva kaphatunk

olyan Gi Jordan-mérhető nyílt halmazt, amelyre Bi Ă Gi és tpGiq ă tpBiq ` 2 ε2i .
A kompaktság miatt a K halmazt véges sok Gi, mondjuk az első n darab is

lefedi. Ezek után a Jordan- mérték szubadditivitása miatt

tpAq´ε ă tpKq ď tpG1 Y. . .YGnq ď

n
ÿ

i“1
tpGiq ă

n
ÿ

i“1

ˆ

tpBiq`2 ε2i

˙

ă

8
ÿ

i“1
tpBiq`2ε.

Most ε Ñ `0-ból tpAq ď
8
ř

i“1
tpBiq.

Téglákra a bizonyítás ugyanez, de egyszerűbb: A,B1, B2, . . . félig nyílt téglák;
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az A-t egy nála kisebb K zárt téglára cseréljük, a Bi halmazt pedig egy nála
bővebb nyílt téglára.

Következmény

• Jp Ă Lp, avagy a Jordan-mérhető halmazok Lebesgue-mérhetőek is.

• BpRpq Ă Lp, avagy minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhető. (A félig
nyílt téglák Borel-halmazok, és generálják BpRpq-t.)

• tp “ λp|Jp , vagyis a Lebesgue-mérték a Jordan-mérték kiterjesztése.

• A Lebesgue-mérték teljes.

• A Lp σ-algebrán a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitív, normált, el-
tolásinvariáns mérték.

• Az Rp-n a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitív, normált, eltolásinva-
riáns Borel-mérték.
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10. Lebesgue–Stieltjes mértékek 1-dimenzióban
Lokálisan véges 1-dimenziós Borel-mérték eloszlásfüggvénye. Az eloszlásfüggvény
balról folytonos. A különböző típusú intervallumok mértékének kifejezése az el-
oszlásfüggvénnyel. Additív intervallumfüggvények. Megengedett végpontok. Egy-
dimenziós Lebesgue–Stieltjes mértékek. Minden lokálisan véges Borel-mérték egy
Lebesgue–Stieltjes mérték megszorítása a Borel-mérhető halmazokra. [Petruska,
69–75. o.]

Most egy darabig egy I Ă R nyílt intervallum lesz a világ (az I lehet félegyenes
vagy az egész R is), és a pI,BpIq, µq lokálisan véges Borel-mértékeket vizsgáljuk.

Definíció (lokálisan véges Borel-mérték)

Az pRp,BpRpq, µq mértéktér lokálisan véges, ha

(a) Minden pontnak van véges mértékű környezete, azaz

@a P Rp
Dr ą 0 Bpa, rq Ă Rp, µpBpa, rqq ă 8;

(b) Minden kompakt K Ă Rp halmaz mértéke véges.

Ez a kettő ekvivens; (b) ùñ (a) triviális , mert minden pontnak van kom-
pakt környezete; (a) ùñ (b) azért, mert K minden pontja körül vehetünk
egy-egy véges mértékű környezetet, és a kompaktság miatt ezek közül véges
sok is fedi K-t.

Definíció (intervallumfüggvény eloszlásfüggvénye)

Legyen A “ tHu Y
␣

ra, bq : a, b P I, a ă b
(

és α : A Ñ R vagy α : A Ñ C.
Az F : I Ñ R függvény az α halmazfüggvénynek eloszlásfüggvénye, ha
bármely ra, bq esetén

α
`

ra, bq
˘

“ F pbq ´ F paq.

8. előadás, 2023.03.23.
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Lemma

• Az α-nak akkor és csak akkor létezik eloszlásfüggvénye, ha additív.

• Speciálisan, minden lokálisan véges mértéknek létezik eloszlásfüggvé-
nye.

Bizonyítás.

• ñ: Ha van eloszlásfüggvény, és rx0, x1q\rx1, x2q\. . .\rxn´1, xnq “ rx0, xnq,
akkor

n
ÿ

i“1
α
`

rxi´1, xiq
˘

“

n
ÿ

i“1

`

F pxiq ´ F pxi´1q
˘

“ F pxnq ´ F px0q “ α
`

rxn, x0q
˘

.

• ð: Ha α additív, akkor válasszunk egy x0 P I kezdőpontot, és legyen

F pxq “

$

’

&

’

%

0 ha x “ x0

αprx0, xqq ha x ą x0

´αprx, x0qq ha x ă x0.

– Ha a ă b ă x0, akkor α
`

ra, bq
˘

“ α
`

ra, x0q
˘

´ α
`

rb, x0q
˘

“ p´F paqq ´

p´F pbqq.
– Ha a ă x0 ď b, akkor α

`

ra, bq
˘

“ α
`

ra, x0q
˘

` α
`

rx0, bq
˘

“ p´F paqq `

F pbq.
– Ha x0 ď a ă b, akkor α

`

ra, bq
˘

“ α
`

rx0, bq
˘

´α
`

rx0, aq
˘

“ F pbq´F paq.

Lemma

(a) Ha F a pI,BpIq, µq mértéknek eloszlásfüggvénye, akkor F monoton nő
és balról folytonos.

(b) A további intervallumtípusok mértéke F -fel kifejezve

µ
`

ra, bs
˘

“ F pb ` 0q ´ F paq “ F pb ` 0q ´ F pa ´ 0q, speciálisan
µ
`

tau
˘

“ F pa ` 0q ´ F paq “ F pa ` 0q ´ F pa ´ 0q;
µ
`

pa, bq
˘

“ F pbq ´ F pa ` 0q “ F pb ´ 0q ´ F pa ` 0q,

µ
`

pa, bs
˘

“ F pb ` 0q ´ F pa ` 0q.

Bizonyítás.

• Bármely a ă b esetén F pbp´F paq “ µ
`

ra, bq
˘

ě 0, tehát F paq ď F pbq.
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• Bármely xn Õ a sorozatra, az rxn, aq intervallumok metszete H. A mérték
folytonossága miatt

0 “ µpHq “ µ
´

č

rxn, aq

¯

“ limµ
`

rxn, aq
˘

“ lim
`

F paq´F pxnq
˘

“ F paq´F pa´0q,

tehát F pa ´ 0q “ F paq.

• Bármely xn Œ a sorozatra az ra, xnq intervallumok metszete az tau pont.

µ
`

tau
˘

“ µ
´

č

ra, xnq

¯

“ limµ
´

ra, xnq

¯

“ lim
´

F pxnq´F paq

¯

“ F pa`0q´F paq.

• µ
´

ra, bs
¯

“ µ
´

ra, bq
¯

` µ
´

tbu
¯

“
`

F pbq ´ F paq
˘

`
`

F pb ` 0q ´ F pbq
˘

“

F pb ` 0q ´ F paq.

• µ
´

pa, bq
¯

“ µ
´

ra, bq
¯

´ µ
´

tau

¯

“
`

F pbq ´ F paq
˘

´
`

F pa ` 0q ´ F paq
˘

“

F pbq ´ F pa ` 0q.

Kérdés (Megfordítás?)

Van egy monoton növő F : I Ñ R függvényünk. Létezik-e olyan µ Borel-
mérték, amelynek F eloszlásfüggvénye?

• A megfordítás ezek után olyasmi lenne, hogy kapunk egy monoton növő
F : I Ñ R függvényt, a megváltozásából készítünk egy additív interval-
lumfüggvényt, és ezt az additív függvényt kiterjesztjük mértékké. Ha F
nem minden pontban folytonos balról, akkor baj van. Ezen többféleképpen
segíthetünk. Két fontos lehetőséget érdemes megemlíteni:

– Kiköthetjük, hogy csak balról folytonos F -et engedünk meg. Vagy:
– Az intervallumaink A félgyűrűjében nem engedünk meg minden vég-

pontot.
∗ Csak az olyan végpontokat engedjük meg, ahol F balról folytonos.

Vagy:
∗ Csak az olyan végpontokat engedjük meg, ahol F folytonos.

– Szerencsére egy monoton függvénynek legfeljebb csak megszámlálható
sok szakadási pontja lehet (mert minden szakadásnál átugrik racionális
számokat, és egy racionális számot legfeljebb csak egyszer ugorhat át),
tehát F folytonossági pontjai sűrűn vannak I-ben.

• Mostantól kezdve F : I Ñ R monoton növő.
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• V Ă I egy sűrű halmaz (a megengedett Végpontok halmaza).

• A V minden pontjában F balról folytonos.

• A “ tHu Y
␣

ra, bq : a, b P V, a ă b
(

(ami félgyűrű),

• αpHq “ 0 és αpra, bqq “ F pbq ´ F paq.
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Lemma

Legyen F : I Ñ R monoton növő, V Ă I sűrű halmaz úgy, hogy V minden
pontjában F balról folytonos,
A “ tHu Y tra, bq : a, b P V, a ă bu a félig nyílt intervallumok félgyűrűje,
αpHq “ 0 és αpra, bqq “ F pbq ´ F paq.
Ekkor az α halmazfüggvény additív relatív külső mérték.

Bizonyítás.

• Az trivi, hogy α additív.

• Megmutatjuk, hogy α szubadditív. Tegyük fel, hogy az A “ ra, bq inter-
vallumot lefedik a Ci “ rci, diq (i “ 1, 2, . . . n) intervallumok; az kell, hogy
αpAq ď

n
ř

i“1
αpCiq.

• Az A intervallumot a ci, di pontok kis félig nyílt intervallumokra osztják:
A “ A1 \ . . . \ Ak.

• Minden j “ 1, 2, . . . , k-ra legyen χpi, jq “ 1, ha Aj Ă Ci; egyébként AjXCi “

H és χpi, jq “ 0.

n
ÿ

i“1
αpCiq ě

n
ÿ

i“1
αpCi X Aq “

n
ÿ

i“1
α

ˆ

Ci X

k
ğ

j“1
Aj

˙

“

n
ÿ

i“1
α

ˆ k
ğ

j“1
pCi X Ajq

˙

“

“

n
ÿ

i“1

ˆ k
ÿ

j“1
αpCi X Aj

looomooon

Aj vagy H

q

˙

“

n
ÿ

i“1

ˆ k
ÿ

j“1
χpi, jq ¨ αpAjq

˙

“

“

k
ÿ

j“1

ˆ n
ÿ

i“1
χpi, jq

˙

¨ αpAjq ě

k
ÿ

j“1
1 ¨ αpAjq “ αpAq.

• Most megmutatjuk, hogy α σ-szubadditív.

• Tegyük fel, hogy az A “ ra, bq P A intervallumot lefedik a Ci “ rci, diq P A
(i “ 1, 2, . . .) intervallumok; azt kell igazolnunk, hogy αpAq ď

8
ř

i“1
αpCiq.

• Terv: Az A “ ra, bq halmazt egy picit kisebb, de kompakt ra, b1s interval-
lumra szűkítjük, a Ci “ rci, diq fedő halmazokat pedig picit bővebb pc1

i, diq,
nyílt intervallumokra. Utána a kompaktság miatt véges sok Ci is lefed, és
működik a szubadditivitás.
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A

C2C1

a bc1c′1 c2 d1c′2 b′ d2

• Vegyünk egy ε ą 0-t.

• A b1 P A X V megengedett végpontot úgy választjuk, hogy α
`

ra, b1q
˘

ą

α
`

ra, bq
˘

´ε, vagyis F pb1q ą F pbq´ε; ilyen b1 létezik, mert F balról folytonos
b-ben.

• A c1
i ă ci megengedett végpontot úgy választjuk, hogy α

`

rc1
i, diq

˘

ă α
`

rci, diq
˘

`
ε

2i , vagyis F pc1
iq ą F pciq ´

ε

2i ; ilyen C 1
i is létezik.

• Tudjuk, hogy

ra, b1
s Ă ra, bq Ă

8
ď

i“1
rci, diq Ă

8
ď

i“1
pc1
i, diq.

• az ra, b1s intervallum kompakt, ezért lefedi az unióból véges sok nyílt pc1
i, diq

is, mondjuk az első n darab.

ra, b1
q Ă ra, b1

s Ă

n
ď

i“1
pc1
i, diq Ă

n
ď

i“1
rc1
i, diq.

αpAq ´ ε ă α
`

ra, b1
q
˘

ď

n
ÿ

i“1
α
`

rc1
i, diq

˘

ă

n
ÿ

i“1

ˆ

αpCiq `
ε

2i

˙

ă

8
ÿ

i“1
αpCiq ` ε.

• Végül ε Ñ 0, kész.

Következmény

Az α additív és relatív külső mérték, I σ-véges, és az A által generált σ-
algebra BpIq, ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint α egyértelműen kiter-
jeszthető Borel-mértékké I-n.

Definíció

• A φα külső mértéket az F megváltozásából származó Lebesgue–Stieltjes
külső mértéknek hívjuk. (Thomas Joannes Stieltjes 1856–1894)

• A φα szerint mérhető halmazokra megszorítva ez az (F megváltozásá-
ból származó) Lebesgue–Stieltjes mérték.

• A Lebesgue–Stieltjes mértékterek teljesek.
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Tétel

Bármely monoton növő F : I Ñ R függvény megváltozása indukál egy
lokálisan véges Lebesgue–Stieltjes mértéket, amelyre nézve minden Borel-
halmaz mérhető.

Tétel

Minden lokálisan véges Borel-mérték egy Lebesgue–Stieltjes mérték megszo-
rítása a Borel-halmazokra.
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11. Lebesgue–Stieltjes mértékek véges di-
menzióban

Addititív téglafüggvény. Eloszlásfüggvény. Folytonossági hipersík. A folytonossá-
gi hipersíkok halmaza megszámlálható. Lebesgue–Stieltjes mérték véges dimenzi-
óban. [Petruska, 69–72. o.]

Additív intervallumfüggvények
Most a világ egy nyílt G Ă Rp halmaz lesz. Téglának vagy intervallumnak az
ra1, b1q ˆ . . . ˆ rap, bpq alakú félig nyílt szorzatokat fogjuk nevezni, amelyeknek a
lezártja is része G-nek, vagyis elég kis ε ą 0 esetén pa1 ´ ε, b1 ` εq ˆ . . . ˆ pap ´

ε, bp ` εq Ă G. A téglák félgyűrűjét jelöljük mondjuk T -vel.
A téglák félgyűrűjén legyen α egy additív, nemnegatív, véges függvény, α :

T Ñ r0,8q. Ezt az additív intervallumfüggvényt szeretnénk kiterjeszteni mérték-
ké.

Eloszlásfüggvény?
Tegyük fel, hogy α : T Ñ r0,8q véges, additív függvény. (Kiköthetjük, hogy
αpHq “ 0, de ez az additivitásból következik.) Milyen G Ñ R függvényt nevez-
hetnénk "α eloszlásfüggvényének"?

2-dimenzióban azt várjuk el, hogy bármely ra, bq ˆ rc, dq téglára

α
`

ra, bq ˆ rc, dq
˘

“ F pb, dq ´ F pa, dq ´ F pb, cq ` F pa, cq,

általában pedig bármely T “

p
ą

i“1
rai, biq téglára

αpT q “
ÿ

ε1,...,εpPt0,1u

p´1q
ε1`...`εpF

ˆ"

b1 ha ε1 “ 1
a1 ha ε1 “ 0

*

, . . . ,

"

bp ha εp “ 1
ap ha εp “ 0

*˙

,

tehát a tégla minden csúcsában vesszük az eloszlásfüggvény értékét, ezeknek sakk-
táblaszerűen pozitív és negatív előjeleket adunk (a legfelső csúcs előjele pozitív),
és összeadjuk.

Ha G vagy α elég szép, mondjuk G az egész tér, akkor tudunk az additív tég-
lafüggvényünkből viszonylag szép, pl. minden koordinátában monoton eloszlás-
függvényt készíteni. Például, ha α a Jordan-térfogat, akkor F pxq “ x1 ¨ . . . ¨xp egy
jó eloszlásfüggvény. Ha G “ Rp és α tetszőleges, akkor lehet F pxq “ ˘α

`

r0, x1q ˆ
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. . .ˆr0, xpq
˘

, ahol a negatív xi esetén r0, xiq helyett az rxi, 0q intervallumot vesszük,
és az előjel attól függ, hogy az x1, . . . , xp koordináták között hány negatív van.

Ha viszont G bonyolult, akkor ... ööö ...

Folytonossági hipersíkok
Inkább nem is fogunk eloszlásfüggvényekkel bíbelődni, csak veszünk egy véges, ad-
ditív α : T Ñ r0,8q téglafüggvényt, és az eloszlásfüggvény folytonossága helyett
közvetlenül az α "folytonosságát" fogjuk vizsgálni.

Definíció (Folytonossági hipersík)

Az x1 “ c hipersík az α : T Ñ R intervallumfüggvénynek folytonossági
hipersíkja, ha minden olyan Rn P T csökkenő téglasorozatra, amelyre

Rn “ run, vnq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq, un Õ c és vn Œ c,

teljesül, hogy αpRnq Ñ 0.
A többi kordinátatengelyre merőlegesen hasonlóan definiáljuk az x2 “ c,
. . . , xp “ c alakú foytonossági hipersíkokat.

Ha α mérték, akkor a mérték folytonossága miatt ez automatikusan teljesül,
szerencsére a kivételes c értékek nincsenek túl sokan...

Lemma

Megszámlálható sok kivétellel minden, a tengelyekkel párhuzamos hipersík
folytonossági hipersík.

Bizonyítás. Nyilván elég az x1 “ c alakú síkokra.
Vizsgáljunk egy olyan kivételes c-t, amire x1 “ c nem folytonossági hipersík.

A c-hez van egy Rn “ run, vnq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq csökkenő téglasorozat,
amelyre limαpRnq ą 0.

A pp´ 1q-dimenziós ra2, b2q ˆ . . .ˆ rap, bpq téglát kicsit meghízlalhatjuk (ezzel
a határérték nem csökken), így az a2, b2, . . . , ap, bp koordinátákat racionális szá-
moknak is választhatjuk. Ezek után válasszunk olyan a1 ă c és b1 ą c racionális
számokat is, amlyekre ra1, b1q ˆ . . . ˆ rap, bpq P T .
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x1

xp x1 = c

a2

b2

x2

a1

b1c

un

ap

bp

vn

Rn

Vizsgáljuk most az

f : ra1, b1s Ñ R, fpxq “ α
´

ra1, xq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq
¯

monoton növő függvényt; erre

αpRnq “ α
`

run, vnq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq
˘

“

“ α
`

ra1, vnq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq
˘

´ α
`

ra1, unq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq
˘

“

“ fpvnq ´ fpunq,

így
limαpRnq “ fpc ` 0q ´ fpc ´ 0q ą 0.

Végül válasszunk egy q P
`

fpc ´ 0q, fpc ` 0q
˘

racionális számot, amelyet az fpxq

függvény a c pontban átugrik. Ezzel minden kivételes c-hez rendeltünk egy raci-
onális számokból álló pa1, b1, . . . , ap, bp, qq, sorozatot.

A sorozatból visszafelé következtetve az fpxq függvény egyértelműen meghatá-
rozott, és csak az x1 “ c pontban ugorja át a q értéket, tehát az pa1, b1, . . . , ap, bp, qq
sorozat egyértelműen meghatározza c-t. Mivel racionális sorozatból csak meg-
számlálható sok van, így kivételes c értékből is. l

A nem folytonossági hipersíkokkal baj van, ezért ezeket a kivételes kordinát-
értékeket nem fogjuk megengedni.

Lemma

Legyen V Ă G az olyan pc1, . . . , cpq pontok halmaza, amelyekre mindegyik
xi “ ci sík folytonossági hipersíkja α-nak, és legyen F az olyan téglák félgyű-
rűje, amelyeknek minden csúcsa V -beli. Ekkor a α függvény σ-szubadditív
a F félgyűrűn.
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Bizonyítás. (Ugyanaz, mint az 1-dimenziós Lebesgue–Stieltjes mértéknél.)

• Először megmutatjuk, hogy α szubadditív. Tegyük fel, hogy az A téglát
lefedik a C1, . . . Cn téglák; az kell, hogy αpAq ď

n
ř

i“1
αpCiq.

• Az A téglát a fedőtéglák lapsíkjai kisebb téglákra bontják: A “ A1\. . .\Ak.

• Minden j “ 1, 2, . . . , k-ra legyen χpi, jq “ 1, ha Aj Ă Ci; egyébként AjXCi “

H és χpi, jq “ 0.
n
ÿ

i“1
αpCiq ě

n
ÿ

i“1
αpCi X Aq “

n
ÿ

i“1
α

ˆ

Ci X

k
ğ

j“1
Aj

˙

“

n
ÿ

i“1
α

ˆ k
ğ

j“1
pCi X Ajq

˙

“

“

n
ÿ

i“1

ˆ k
ÿ

j“1
αpCi X Aj

looomooon

Aj vagy H

q

˙

“

n
ÿ

i“1

ˆ k
ÿ

j“1
χpi, jq ¨ αpAjq

˙

“

“

k
ÿ

j“1

ˆ n
ÿ

i“1
χpi, jq

˙

¨ αpAjq ě

k
ÿ

j“1
1 ¨ αpAjq “ αpAq.

• Most megmutatjuk, hogy α σ-szubadditív.

• Tegyük fel, hogy az A P A téglát lefedik a C1, C2, . . . P A téglák; azt kell
igazolnunk, hogy αpAq ď

8
ř

i“1
αpCiq.

• Vegyünk egy ε ą 0-t.

• Az A felső lapsíkjait befelé toljuk úgy, hogy a kapott A1 téglára clA1 Ă A, és
αpA1q ą αpAq ´ ε legyen. (Lehet, mert a lapsíkok folytonossági hipersíkok.)

• A Ci alsó lapsíkját lefelé (kifelé) toljuk úgy, hogy az így kapott C 1
i téglára

intC 1
i Ą Ci és αpC 1

iq ă αpCiq `
ε

2i legyen.

• Ezek után
clA1

Ă A Ă

8
ď

i“1
Ci Ă

8
ď

i“1
pintC 1

iq.

• A kompatság miatt valamilyen n-re

A1
Ă clA1

Ă

n
ď

i“1
pintC 1

iq Ă

n
ď

i“1
C 1
i

αpAq ´ ε ă αpA1
q ď

n
ÿ

i“1
αpC 1

iq ă

n
ÿ

i“1

ˆ

αpCiq `
ε

2i

˙

ă

8
ÿ

i“1
αpCiq ` ε.
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• Végül ε Ñ 0, kész.

9. előadás, 2023.03.28.

Következmény

Az α additív és relatív külső mérték, G σ-véges, és az A által generált
σ-algebra BpGq, ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint α egyértelműen ki-
terjeszthető Borel-mértékké G-n.

Definíció (p-dimenziós Lebesgue–Stieltjes mérték)

Legyen G Ă Rp nyílt, T azoknak a félig nyílt tégláknak a félgyűrűje, ame-
lyeknek a lezártja is része G-nek, és legyen α : T Ñ r0,8q additív.
Legyen V Ă G az olyan pc1, . . . , cpq pontok halmaza, amelyekre mindegyik
xi “ ci sík folytonossági hipersíkja α-nak, és legyen F az olyan téglák fél-
gyűrűje, amelyeknek minden csúcsa V -beli.
Az α|F -hoz asszociált φ “ φα|F külső mértéket az α-ból származó Lebesgue–
Stieltjes külső mértéknek nevezzük.
A φ-mérhető halmazok M σ-algebrájára megszorítva, µ “ φ|M az α-ból
származó Lebesgue–Stieltjes mérték, pG,M, µq a Lebesgue–Stieltjes mérték-
tér.

Ha G “ Rp és α a Jordan-terület, akkor speciális esetként a Lebesgue-mértéket
kapjuk.

Tétel

Minden lokálisan véges Borel-mérték egy Lebesgue–Stieltjes mérték megszo-
rítása a Borel-halmazokra.

Bizonyítás. Legyen µ0 lokálisan véges Borel-mérték G-n, azaz Rp Borel halma-
zain értelmezett mérték, és legyen továbbra is T a G belsejében fekvő félig nyílt
téglák félgyűrűje. Mivel µ0 lokálisan véges mérték, minden hipersík folytonossági
hipersík, a T -n µ0 véges, additív és σ-szubadditív, tehát a mértékkiterjesztési té-
tel szerint µ0 egyértelműen kiterjeszthető egy µ Lebesgue–Stieltjes mértékké. Az
egyértelműség miatt T által generált σ-algebrán, vagyis BpGq-n µ és µ0 ugyanaz.
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12. Lokálisan véges Borel-mértékek regu-
laritása

Mérhető halmaz közelítése nyílt, zárt, kompakt, Gδ és Fσ halmazokkal. Regula-
ritás. Mérhető halmazok "távolsága". Minden Lebesgue-mérhető halmazhoz van
tetszőlegesen közeli halmaz, ami véges sok (racionális koordinátájú) téglalap uni-
ója. [Petruska, 72–73. o.] [Petruska, 72–75., 59. o.]

Tétel

Tetszőleges pX,M, µq Lebesgue–Stieltjes féle mértéktérre, speciálisan az
pRp,L, λq Lebesgue mértéktérre teljesülnek a következők.

(1) Bármely H P M halmazhoz és ε ą 0-hoz vannak olyan G nyílt és F
zárt halmazok, melyekre F Ă H Ă G Ă X és µpGzF q ă ε.

(2) Tetszőleges H P M halmazra

µpHq “ inftµpGq : H Ă G nyíltu “ suptµpKq : K Ă H kompaktu.

(3) Bármely H P M halmazhoz vannak olyan A P FσpXq és B P GδpXq

halmazok, melyekre A Ă H Ă B és µpBzAq “ 0.

(4)

M “ tA Y N : A P FσpXq, µpNq “ 0u “ tBzN : B P GδpXq, µpNq “ 0u

“ tA Y N : A P BpXq, µpNq “ 0u “ tBzN : B P BpXq, µpNq “ 0u

“ B˚.

A (2) tulajdonsággal rendelkező, a Borel-halmazokat tartalmazó σ-algebrán
értelmezett mértékeket hívjuk regulárisnak.

Bizonyítás.
(1) Először azt látjuk be, hogy van olyan G Ą H nyílt halmaz, amelyre

µpGzHq ă ε{2.
Az alaphalmaz előáll, mint megszámlálható sok kompakt halmaz uniója: X “

Ť

Ki. Mindegyik H X Ki mérhető, a mértéke véges, tetszőleges pontosságal le-
fedhető félig nyílt folytonossági téglákkal, és a téglákat nyílt téglákra hízlalhat-
juk. A meghízlalt fedő téglák uniójaként létezik olyan Gi nyílt halmaz, amelyre
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Kn X H Ă G Ă X és µpGq ă µpH X Kiq `
ε

2i`1 . Legyen G “
Ť

Gi; ekkor

GzH “

8
ď

i“1
pGizHq Ă

8
ď

i“1

`

GizpH X Kiq
˘

és
µpGzHq ď

8
ÿ

i“1
µ
`

GizpH X Kiq
˘

ă

8
ÿ

i“1

ε

2i`1 “
ε

2 .

A komplementerekre áttérve, léteznik olyan F zárt halmaz, amelyre H Ă F Ă X

és µ
`

F zH
˘

ă
ε

2, vagyis F Ă H és µpHzF q ă
ε

2.

(2) Az infimumra vonatkozó állítás ď része világos a monotonitás miatt, ě

pedig (1)-ből következik. A szuprémumra vonatkozó állításból a ě világos, a ď

kompakt helyett elsőre zártra következik (1)-ből. Viszont Rp-ben minden zárt
halmaz kompaktak felszálló uniója, így a mértékek folytonossága miatt a zárt
halmazok kompakt halmazokkal belülről tetszőlegesen jól közelíthetőek µ szerint.

(3) Következik (1)-et ε “ 1{n-re alkalmazva.
(4) Az, hogy M része ezeknek a halmazrendszereknek, következik (3)-ből, a

másik irány pedig abból, hogy M tartalmazza a Boreleket és σ-algebra.

Következmény (lokálisan véges Borel-mértékek regularitása)

Tetszőleges lokálisan véges Borel-mértékre igazak a fenti (1–4) állítások
(M “ B-re).

Megjegyzés

1. Ebben a következményben a lokális végesség nem hagyható el, ezt mu-
tatja például a számosságmérték.
2. A Tétel (4)-es állítása azt adja, hogy a Lebesgue–Stieltjes féle mértékek
épp a lokálisan véges Borel-mértékek teljessé tételével adódó mértékek.

12.1 Lemma (közelítés szép halmazokkal)

A Lebesgue–Stieltjes-, speciálisan a Lebesgue-mérhető halmazok közel van-
nak szép Borel-halmazokhoz: ha pX,M, µq Lebesgue–Stieltjes mértéktér,
A P M, és µpAq ă 8, akkor bármely ε ą 0-hoz van olyan B halmaz, ami
véges sok, racionális sarkú tégla diszjunkt uniója, és µpA△Bq ă ε.
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Bizonyítás. Fedjük le A-t egy téglasorozattal ε{2 pontossággal:

A Ă
ď

Ri,
8
ÿ

i“1
µpRiq ă µpAq ` ε{2.

Legyen n olyan nagy, hogy
ř8

i“n`1 µpRiq ă ε{2, és legyen

B “

n
ď

i“1
Ri.

Ekkor
µpB Ă Aq ď µ

ˆ 8
ď

i“1
RizA

˙

ă ε{2,

és
µpAzBq ď µ

ˆ 8
ď

i“n`1
Ri

˙

ă ε{2.

Megjegyzés

Lehetne a mérhető halmazok között egyfajta félmetrikát csinálni: az A és
B halmazok távolsága λpA△Bq.

A fenti tétel azt is mondja, hogy a Lebesgue–Stieltjes mérhető halmazok majd-
nem ugyanazok, mint a Borel-halmazok: minden mérhető halmaz egy Borel-
halmaz (vagy csak Fσ halmaz) plusz nullmértékű zaj. A lemma szerint pedig
minden véges mértékű mérhető halmaz néhány tégla uniója, plusz-mínusz ε-nyi
zaj...
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III. rész

Mérték szerinti integrál

10

13. Mérhető függvények
Mérhető függvények, a mérhetőség különböző ekvivalens feltételei félegyenesek ős-
képeivel. Mérhetőség és műveletek (min, max, alapműveletek, határérték, kompo-
zíció), megszámlálható sok mérhető függvény pontonkénti szuprémuma, infimuma,
liminfje, limszupja, a konvergenciahalmaz mérhetősége. Luzin tétele.

Emlékszünk, egy f : R Ñ R fügvény akkor és csak akkor folytonos, ha bármely
H Ă R nyílt (zárt) halmazra a H ősképe, f´1pHq nyílt (zárt). Az f : R Ñ R
függvény akkor és csak akkor monoton, ha minden (véges vagy végtelen) I Ă R
intervallum ősképe, f´1pHq is intervallum. A folytonosság és a monotonitás is
nagyon fontos tulajdonság a Riemann-integrálhatóság vizsálata során, de ezek a
tulajdonságok törékenyek, egészen egyszerű műveletek elrontják őket.

Ugyanakkor az ősképképzés egy nagyon kényelmes operáció, felcseréhető az
összes halmazművelettel: (véges vagy végtelen) unió ősképe az ősképek uniója,
metszet ősképe az ősképek metszete, komplementum ősképe az őskép komplemen-
tuma stb.

A mérték szerinti integrálok bevezetése előtt a folytonosság és a monotonitás
egy közös általánosítását tárgyaljuk meg.

Definíció

Legyen pX,Mq és pY,N q mérhető terek és f : X Ñ Y .
Az f leképezés pM,N q-mérhető, ha minden A P N -re f´1pAq P M.
Ha N “ B, akkor M-mérhető vagy csak mérhető.
Ha X, Y topologikus terek, M “ BpXq és N “ BpY q, akkor Borel-mérhető.
Ha M “ LpRpq és N “ BpY q, akkor Lebesgue-mérhető.
Sokszor nem a σ-algebrával, hanem a mértékkel fejezzük ki: µ-mérhető.
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Lemma

Legyen pX,Mq, mérhető tér, Y valamilyen halmaz és f : X Ñ Y . Ekkor

N “ tA Ă Y : f´1
pAq P Mu

σ-algebra Y -on.

Bizonyítás.

• H P N , mert f´1pHq “ H P M.

• Y P N , mert f´1pY q “ X P M.

• N zárt a komplementumképzésre: ha A P N , akkor f´1pAq P M, így
f´1pY zAq “ Xzf´1pAq P M, tehát pY zAq P M.

• N zárt a megszámlálható unióra: ha A1, A2, . . . P N , akkor minden k indexre
f´1pAkq P M, így f´1p

Ť

Akq “
Ť

f´1pAkq P M, tehát p
Ť

Akq P M.

Megjegyzés. A Lemma alapján a mérhetőséget elég az N egy generátorrendsze-
rére ellenőrizni. Például a Borel-halmazokat generálják a r´8, cq vagy a r´8, cs
stb. félegyenesek, és a c végpontokat elég egy sűrű halmazból választani.

Tétel

Legyen pX,Mq mérhető tér, f : X Ñ R, S Ă R sűrű. Ezek ekvivalesek:

• a f függvény Borel-mérhető.

• minden c P S-re f´1pr´8, cqq “ tx : fpxq ă cu P M;

• minden c P S-re f´1pr´8, csq “ tx : fpxq ď cu P M;

• minden c P S-re f´1ppc,8sq “ tx : fpxq ą cu P M;

• minden c P S-re f´1prc,8sq “ tx : fpxq ě cu P M.

• minden G Ă R nyílt halmazra f´1pGq “ tx : fpxq P Gu P M.

Következmény

Speciálisan, minden folytonos R Ñ R függvény Borel-mérhető, és minden
monoton R Ñ R függvény mérhető.
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Lemma

Mérhető függvények kompozíciója mérhető: ha g : px,Mq Ñ pY,N q és
f : pY,N q Ñ pZ,Kq mérhető, akkor f ˝ g : pX,Mq Ñ pZ,Kq is mérhető.
Speciálisan, ha g mérhető és f folytonos, akkor f ˝ g mérhető.

Állítás

Ha f, g : X Ñ R mérhető, akkor cf , f ` g, |f |, maxpf, gq, minpf, gq, f 2,
1{f , fg, f{g is mérhető.

Bizonyítás.

tx : fpxq ` gpxq ă cu “
ď

p,qPQ
p`qăc

´

tx : fpxq ă pu X tx : gpxq ă qu

maxpf, gq “
f ` g ` |f ´ g|

2 ; fg “
pf ` gq2 ´ pf ´ gq2

4 .

Állítás

Ha f1, f2, . . . : X Ñ R mérhető, akkor
(1) sup fn és inf fn mérhető.
(2) lim sup fn és lim inf fn mérhető.
(3) Azon pontok halmaza, ahol lim fn létezik, mérhető, és a lim fn függvény
is mérhető.

Bizonyítás.
␣

x : sup
n
fnpxq ď c

(

“
č

n

tx : fnpxq ď cu;
␣

x : inf
n
fnpxq ă c

(

“
ď

n

tx : fnpxq ă cu. (1)

lim sup fn “ inf
n

´

sup
měn

fm

¯

; lim inf fn “ sup
n

´

inf
měn

fm

¯

. (2)
␣

x : lim inf fnpxq ă lim sup fnpxq
(

“

“
ď

p,qPQ
păq

´

␣

x : lim inf fnpxq ă p
(

X
␣

x : lim sup fnpxq ą q
(

¯

(3)
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Állítás

Ha f1, f2, . . . : X Ñ R mérhető és X az A1, A2, . . . mérhető halmazok uniója,
akkor az

fpxq “

$

’

&

’

%

f1pxq ha x P A1

f2pxq ha x P A2
...

függvény is mérhető, mert bármely B P BpRq Borel-halmazra f´1pBq “
Ť

n

`

f´1
n pBq X An

˘

.

Kérdés

Az alapvető építőköveink, az összes elemi függvény Borel-mérhető; az alap-
műveletek, beleértve az esetszétválasztást és a pontonkénti határértéket,
nem vezetnek ki a Borel-halmazok és Borel-mérhető függvények köréből.
Egyáltalán tudunk nem Borel-mérhető R Ñ R függvényt konstruálni?

Tétel (Luzin)

Ha pRp,M, µq Lebesgue–Stieltjes-mérték, f : Rp Ñ R mérhető és ε ą 0,
akkor létezik olyan folytonos g : Rp Ñ R függvény, hogy

µ
`

tx P Rp : fpxq ‰ gpxqu
˘

ă ε.

Avagy, a Lebesgue–Stieltjes mérhető függvények közel vannak a folytonos
függvényekhez.

Bizonyítás. Az f -et komponálhatjuk egy olyan függvénnyel, amely folytonos
bijekció R és p0, 1q között (például y ÞÑ

y

π
`

1
2), ezért elég az állítást Rp Ñ p0, 1q

függvényekre igazolni.
Minden n-re és 0 ď k ă n esetén legyen

An,k “

"

x P Rp : k
n

ď fpxq ă
k ` 1
n

*

és fnpxq “

n´1
ÿ

k“0

k

n
¨ χAn,k

;

ekkor tehát
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ fnpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
n

, és fnpxq Ñ fpxq egyenletesen.
A µ regularitása miatt minden n-re és k-ra léteznek olyan Zn,k Ă An,k zárt
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halmazok, amelyekre µpAn,kzZn,kq ă
ε

2n ¨ n
; legyen

Zn “

m
ď

k“0
Zn,m és Z “

8
č

n“1
Zn.

A Zn halmazok és a Z halmaz is zárt.
Mindegyik n-re a fnpxq egy olyan egyszerű függvény, amely a Zn,0, . . . , Zn,n´1

diszjunkt zárt halmazok mindegyikén konstans, tehát fnpxq folytonos ezek unió-
ján, Zn-en. A Zn-nek a Z is része, tehát az összes fnpxq függvény folytonos Z-n.
Az egyenletes konvergencia miatt f “ lim fn is folytonos Z-n.

A Tietze féle kiterjesztési tétel szerint a zárt Z-n folytonos f |Z függvény ki-
terjeszthető egy Rp-n folytonos g függvénnyé. Végül,

␣

x P Rp : fpxq ‰ gpxq
(

Ă XzZ “

8
ď

n“1
pXzZnq “

8
ď

n“1

n´1
ď

k“0
pAn,kzZnq “

8
ď

n“1

n´1
ď

k“0
pAn,kzZn,kq,

µ
`

tx P Rp : fpxq ‰ gpxqu
˘

ď

8
ÿ

n“1

n´1
ÿ

k“0
µpAn,kzZn,kq ă

8
ÿ

n“1

n´1
ÿ

k“0

ε

2n ¨ n
“ ε.

85



14. Nemnegatív függvények integrálja
Egyszerű függvények. Nemnegatív mérhető függvény mint egyszerű függvények
monoton növő limesze. Egyszerű függvény integrálja. Nemnegatív mérhető függ-
vény integrálja. Műveletek. [Petruska, 52–57. o.]

Ebben a fejezetben lesz egy közös, rögzített pX,M, µq mértéktér; minden függ-
vény az X-en vagy egy részhalmazán értelmes, és R-be képez. Szeretnénk az eddigi
integrálfogalmakat kiterjeszteni mértékterekre.

Definíció

Megállapodás: most, és a továbbiakban is

0 ¨ 8 “ 8 ¨ 0 “ 0.

Alsó és felső integrálközelítő összegek?
Most is próbálkozhatnánk azzal, hogy az integrált alsó és felső összegekkel defini-
áljuk. Az X halmaz felosztása azt jelentené, hogy az X-et felbontjuk megszám-
lálható sok diszjunkt mérhető halmazra: X “

Ů

Ai. A felosztáshoz tartozó alsó
és felső összeg s “

ř8

i“1
`

infAi
f
˘

¨ µpAiq, illetve S “
ř8

i“1
`

supAi
f
˘

¨ µpAiq.
Ha a függvény pozitív és negatív értékeket is felvehet, akkor az alsó és a felső

összeg nem feltétlenül létezik, mert `8 ´ 8 alakú összegek is előfordulhatnak.
Ezért egyelőre csak nemnegatív értékű függvényeket fogunk integrálni. Az alsó
integrál ezek után lehetne az alsó összegek szuprémuma, a felső integrál a felső
összegek infimuma; az integrál akkor létezik, ha az alsó és a felső integrál meg-
egyezik.

Vegyük azonban észre, hogy az alsó és a felső integrál bármilyen nemnegatív,
mérhető függvény esetén megegyezik. Vegyünk egy q ą 1 számot, és legyen

AN “ f´1`
t0u

˘

“
␣

x : fpxq “ 0
(

,

Aipqq “ f´1`
rqi, qi`1

q
˘

“
␣

x : qi ď fpxq ă qi`1(
pi P Z Y tNuq
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A felosztáshoz tartozó alsó és felső összeg legyen spqq, illetve Spqq; ekkor
ÿ

iPZ
qi ¨ µpAiq ď spqq ď Spqq ď

ÿ

iPZ
qi`1

¨ µpAiq “ q
ÿ

iPZ
qi ¨ µpAiq

és emiatt
ż

fdµ ď

ż

fµ ď Spqq ď q ¨ spqq ď q

ż

fdµ.

Ha q-val tartunk 1-hez, azt kapjuk, hogy
ş

fdµ “
ş

fdµ. Ezek után szükségtelen
alsó és felső integrálokkal és integrálközelítő összegekkel foglalkozni. Csak az alsó
integrált fogjuk használni.

Az alsó összegek esetében pedig elég az összegből véges sok tagot megtartani,
mert az ilyen részletösszegek szuprémuma is kiadja a teljes sor összegét. Tehát:
nemnegatív mérhető függvényekre csak alsó integrál lesz, véges sok tagú alsó össze-
gekkel.

11

Egyszerű függvények integrálja
A véges sok tagú alsó összegek maguk is egy-egy speciális, csak véges sok értéket
felvevő függvénynek egy, intuitívan integrálnak tekinthető mennyisége.
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Definíció (egyszerű függvény)

Legyen pX,Mq mérhető tér.
Az f : X Ñ R egyszerű függvény, ha mérhető, és az értékkészlete véges.
Másképpen: f akkor mérhető, ha vannak olyan A1, . . . , An diszjunkt, mér-
hető halmazok és c1, . . . , cn számok, hogy

f “

n
ÿ

i“1
ci ¨ χAi

.

Állítás

Ugyanannak a függvénynek többféle felírása is lehet, mert a ci értékek között
egyenlők is lehetnek, de a képlet minden felírásra ugyanazt az értéket adja.

Definíció (egyszerű függvény integrálja)

Az f “
n
ř

i“1
ci ¨ χAi

egyszerű függvény µ szerinti integrálja

n
ÿ

i“1
ci ¨ µpAiq, jele

ż

X

f dµ “

ż

X

fpxq dµpxq.

Az f µ szerinti integrálja a H P M halmazon
ż

H

f dµ “

n
ÿ

i“1
ci ¨ µpH X Aiq “

ż

X

pf ¨ χHq dµ.

Példa. Ha X “ t1, 2, . . . , nu, és µ a számlálómérték, akkor a t1, 2, . . . , nu Ñ R
függvények az n hosszú számsorozatok, minden függvény egyszerű, és az integrál a
sorozat összege.
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Lemma

Nemnegatív egyszerű függvényekre

(1) Ha f ď g, akkor
ş

X
f dµ ď

ş

X
g dµ;

(2) Ha µpAq “ 0, akkor
ş

A
f dµ “ 0

(3) A Ă B esetén
ş

A
f dµ “

ş

B
χAf dµ

(4)
ş

A
c dµ “ cµpAq

(5)
ş

pf ` gq “
ş

f `
ş

g;

Bizonyítás. (5) Ha f “
ř

ciχAi
és g “

ř

j djχBj
, akkor

ż

pf ` gq dµ “
ÿ

i,j

pci ` diqµpAi X Bjq “
ÿ

i

ci
ÿ

j

µpAi X Bjq `
ÿ

j

di
ÿ

i

µpAi X Bjq “

“
ÿ

i

ciµpAiq `
ÿ

i

diµpBiq “

ż

f dµ `

ż

g dµ.

Nemnegatív függvények integrálja

Definíció (nemnegatív mérhető függvény integrálja)

Legyen pX,M, µq mértéktér.
Ha f : X Ñ r0,8s mérhető (a 8 értéket is megengedjük), és H mérhető
halmaz, akkor az f függvény µ szerinti integrálja

sup
"
ż

H

hdµ : h egyszerű függvény, 0 ď h ď f

*

.

Jele
ż

H

fdµ “

ż

H

fpxq dµpxq.

Állítás

Ha f nemnegatív egyszerű függvény, akkor a kétféle integrál-definíció ugyan-
azt az eredményt adja.

Bizonyítás. Trivi a Lemma (1) pontjából.
Példa. Ha X “ N, és µ a számlálómérték, akkor az N Ñ R mérhető függvények a
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végtelen számsorozatok, és (egyelőre csak nemnegatív tagú sorozatokra) az integrál
a sor összege.

Tétel

(1) Ha f ď g, akkor
ş

X
fdµ ď

ş

X
gdµ;

(2)
ş

A
cdµ “ cµpAq

(3) Ha µpAq “ 0, akkor
ş

A
fdµ “ 0

(4) A Ă B esetén
ş

A
fdµ “

ş

B
χAfdµ

(5) c ě 0 esetén
ş

cf “ c
ş

f ;
(6)

ş

pf ` gq “
ş

f `
ş

g.

Bizonyítás. (1–5) trivi; az utolsó bizonyítása később.
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15. Nemnegatív függvénysorozatok integ-
rálja

Monoton konvergencia tétel. A MKT. nem igaz csökkenő sorozatra. Összeg in-
tegrálja. Beppo Levi tétele. Végtelen táblázat összege mint a BLT speciális esete.
Fatou-lemma. Példák, amikor a Fatou-lemmában nincs egyenlőség, illetve limsup-
pal egyik irányban sem igaz. [Petruska, 57–60. o.]

Tétel (monoton konvergencia tétel)

Ha pX,M, µq mértéktér, 0 ď f1 ď f2... nemnegatív mérhetőek X-en és
E P M, akkor

ż

E

lim
nÑ8

fndµ “ lim
nÑ8

ż

E

fndµ

(És mindkét határérték létezik.)

Bizonyítás. Feltehető, hogy E “ X, mert áttérhetünk az pE,M|E, µq mérték-
térre vagy XzE pontjaiban a függvényeket a konstans nullának definiálhatjuk.

Vegyük észre, hogy az állításban szereplő határértékek és integrálok mind lé-
teznek, és fn ď f miatt limnÑ8

ş

X
fndµ ď

ş

X
fdµ triviális. A másik irányú

egyenlőtlenséget kell bizonyítanunk.
Vegyünk egy olyan, egyszerű függvényekből álló g1, g2, . . . sorozatot, amelyre

gm ď f és
ş

X
gmdµ Ñ

ş

X
fdµ.

Most egy időre rögzítsük m-et, és vegyünk még egy 0 ă ε ă 1 számot is.
A gm egyszerű függvény, tehát gm “

řk
i“1 ciχAi

valamilyen ci ą 0 számokkal
és páronként diszjunkt, mérhető Ai halmazokkal. Minden n-re legyen Ai,n “ tx P

Ai : fnpxq ą p1 ´ εqciu. A monotonitás, azaz fn`1 ě fn miatt Ai,n`1 Ą Ai,n.
Az Ai halmazon lim fnpxq “ fpxq ě ci ą p1 ´ εqci, ebből következik, hogy

minden x P Ai-hez van olyan n, hogy fnpxq ą p1 ´ εqci, tehát x P Ai,n; ezért
Ť8

n“1 Ai,n “ Ai, és így
lim
nÑ8

µpAi,nq “ µpAiq.

A hn “
řk
i“1p1 ´ εqci ¨ χAi,n

egyszerű függvény és hn ď fn, ezért
ż

fn ě

ż

hn “

k
ÿ

i“1
p1 ´ εqci ¨ µpAi,nq.

Az n Ñ 8 határátmenetből

lim
nÑ8

ż

fn ě

k
ÿ

i“1
p1 ´ εqci ¨ µpAiq “ p1 ´ εq

k
ÿ

i“1
ci ¨ µpAiq “ p1 ´ εq

ż

gm.
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Most ε Ñ 0:
lim

ż

fn ě

ż

gm;

végül m Ñ 8:
lim

ż

fn ě

ż

f.

Példa. Csökkenő sorozatra a MKT nem igaz, pl. R-en fnpxq “ 1
n

vagy p0, 1q-en
gn “ 1

nx
.

Kérdés. Vajon van olyan ellenpélda is, amikor
ş

fn véges?

Tétel

Ha f, g ě 0 mérhetőek, akkor
ş

pf ` gq “
ş

f `
ş

g.

Bizonyítás. Minden pozitív egész n-re legyen

fnpxq “ max
"

k

2n : k P Z, 0 ď
k

2n ď minpfpxq, nq

*

és
gnpxq “ max

"

k

2n : k P Z, 0 ď
k

2n ď minpgpxq, nq

*

Ezek nemnegatív egyszerű függvények, fn Õ f és gn Õ g; a MKT miatt
ż

pf ` gqdµ “ lim
ż

pfn ` gnqdµ “ lim
ˆ
ż

fndµ `

ż

gndµ
˙

“

“ lim
ż

fndµ ` lim
ż

gndµ “

ż

fdµ `

ż

gdµ.

Tétel (Beppo Levi (1875–1961))

Ha f1, f2, . . . ě 0 mérhetők, akkor
ż

X

˜

8
ÿ

n“1
fn

¸

dµ “

8
ÿ

n“1

ż

X

fndµ.

Bizonyítás.
ż

X

˜

8
ÿ

n“1
fn

¸

dµ “

ż

X

˜

lim
NÑ8

N
ÿ

n“1
fn

¸

dµ MKT
“ lim

NÑ8

ż

X

˜

N
ÿ

n“1
fn

¸

dµ “

“ lim
NÑ8

N
ÿ

n“1

ż

X

fndµ “

8
ÿ

n“1

ż

X

fndµ.
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Ha X “ N és µ a számlálómérték, akkor visszakapjuk azt, hogy ha egy végtelen
táblázatban nemnegatív számok vannak, akkor az oszlopösszegek összege egyenlő
a sorösszegek összegével:

Következmény

an,k ě 0 esetén
8
ÿ

n“1

8
ÿ

k“1
an,k “

8
ÿ

k“1

8
ÿ

n“1
an,k

Tétel (Fatou-lemma, Pierre Joseph Louis Fatou (1878–1929))

Ha f1, f2, . . . ě 0 mérhetők, akkor
ż

X

plim inf fnqdµ ď lim inf
ż

X

fndµ.

Bizonyítás. A gnpxq “ infměn fnpxq függvénysorozat pontonként monoton nő,
így

ż

X

plim inf fnqdµ “

ż

X

´

lim
nÑ8

`

inf
měn

fn
˘

¯

dµ mkt
“ lim

nÑ8

ż

X

`

inf
měn

fn
˘

dµ “

“ lim inf
nÑ8

ż

X

`

inf
měn

fn
˘

dµ ď lim inf
nÑ8

ż

X

fndµ.

Példák. 1. Lehetséges, hogy a Fatou-lemmában a két oldal nem egyenlő, pl.
legyen a r0, 2q intervallumon

fn “

#

χ
`

r0, 1q
˘

ha n páros
χ
`

r1, 2q
˘

ha n páratlan.

Bármely x P r0, 2q-re az f1pxq, f2pxq, . . . sorozat felváltva 0 és 1, ezért lim inf fnpxq “

0.
Ugyanakkor

ş

r0,2q
fndλ “ 1 minden n-re, ezért

ż

r0,2q

plim inf fnqdλ “ 0 ă lim inf
ż

X

fndλ “ 1.

2. A Fatou-lemma lim inf helyett lim sup-pal egyik irányban sem igaz.
(2a) Az előző példában lim sup fnpxq “ 1 és

ż

r0,2q

plim sup fnqdλ “ 2 ą lim sup
ż

X

fndλ “ 1.
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(2b) Az X “ R, fn “ 1
n
χp0,nq függvénysorozatra lim fn “ 0 és

ş

fn “ 1, ezért
ż

R
plim sup fnqdλ “ 0 ă lim sup

ż

R
fndλ “ 1.

Egy másik példa: X “ r0, 1s, fn “ n ¨ χp0,1{nq.

Példa. A Fatou-lemmát is érdekes felírni akár csak kéttagú összegekre: tetszőleges
a1, a2, . . . ě 0 és b1, b2, . . . ě 0 számokra

lim inf an ` lim inf bn ď lim infpan ` bnq.

12

15.1 Tétel

Legyen f ě 0 mérhető függvény a pX,M, µq téren, Ekkor az

φ : M Ñ r0,8s, φpAq “

ż

A

f dµ

függvény mérték M-en.

Bizonyítás. Az triviális, hogy φ ě 0 és φpHq “ 0, ezért elég azt igazolni, hogy a
φ halmazfüggvény σ-additív.

Tegyük fel, hogy A “
8
Ů

n“1
Bn, akkor χA “

8
ř

n“1
χBn , és

φpAq “

ż

A

f dµ “

ż

X

pχA ¨ fq dµ “

ż

X

˜

8
ÿ

n“1
χBn ¨ f

¸

dµ “

Beppo Levi
“

8
ÿ

n“1

ż

X

pχBn ¨ fq dµ “

8
ÿ

n“1

ż

Bn

f dµ “

8
ÿ

n“1
φpBnq.
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16. Valós és komplex értékű függvények in-
tegrálja

Előjeles és komplex függvények integrálja. Rögített függvény integrálja, mint elő-
eles/komplex mérték.

Definíció

• Valós értékű mérhető függvényekre
ż

X

f dµ “

ż

X

f` dµ ´

ż

X

f´ dµ

ha kivonhatók egymásból, vagyis ha
ş

X
f` dµ és

ş

X
f´ dµ közül leg-

alább az egyik véges.

• Az f mérhető függvény a µ mérték szerint integrálható, ha
ş

X
f`dµ és

ş

X
f´dµ is véges.

• Komplex értékű mérhető függvényre
ż

X

f dµ “

ż

X

pRe fq dµ ` i

ż

X

pIm fq dµ,

és csak akkor értelmezzük, ha mindkettő véges. (Tehát, egy komplex
értékű függvény integrálja nem lehet végtelen).

Tétel

Tegyük fel, hogy
ş

X
f dµ és

ş

X
g dµ is értelmes.

(1)
ş

X
f dµ véges ô

ş

X
|f | dµ véges.

(2)
ş

X
cf dµ “ c

ş

X
f dµ (komplexre is).

(3)
ş

X
pf ` gq dµ “

ş

X
f dµ `

ş

X
g dµ, ha összeadhatók.

(4)
ˇ

ˇ

ş

X
f dµ

ˇ

ˇ ď
ş

X
|f | dµ.

Bizonyítás. (1) trivi, mert
ş

X
f dµ “

ş

X
f` dµ´

ş

X
f´ dµ és

ş

X
|f | dµ “

ş

X
f` dµ`

ş

X
f´ dµ.
(2a) a valós esetben:
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ha c ě 0, akkor
ż

cf “

ż

pcfq` ´

ż

pcfq´ “ c

ż

f` ´ c

ż

f´ “ c

ˆ
ż

f` ´

ż

f´

˙

“ c

ż

f ;

Ha c ă 0, akkor
ż

cf “

ż

pcfq` ´

ż

pcfq´ “

ż

|c|f´ ´

ż

|c|f` “ ´|c|

ˆ
ż

f` ´

ż

f´

˙

“ c

ż

f.

(3): Elég az valós eset igazolni, utána a komplex eset trivi. Szétbontjuk az
alaphalmazt 6 részre a két függvény előjele és nagysága szerint:

A1 “ tx P X : fpxq ě 0, gpxq ě 0u;
A2 “ tx P X : fpxq ă 0, gpxq ă 0u;
A3 “ tx P X : fpxq ě 0, gpxq ă 0, fpxq ě |gpxq|u;
A4 “ tx P X : fpxq ě 0, gpxq ă 0, fpxq ă |gpxq|u;
A5 “ tx P X : fpxq ă 0, gpxq ě 0, |fpxq| ě gpxqu;
A6 “ tx P X : fpxq ă 0, gpxq ě 0, |fpxq| ă gpxqu.

ż

X

pf ` gq` dµ “

ż

A1YA3YA6

pf ` gq` “

ż

A1

pf` ` g`q `

ż

A3

pf` ´ g´q `

ż

A6

pg` ´ f´q “

“

ż

A1

f` `

ż

A1

g` `

ż

A3

f` ´

ż

A3

g´ `

ż

A6

g` ´

ż

A6

f´,

ż

X

pf ` gq´ dµ “

ż

A2YA4YA5

pf ` gq´ “

ż

A2

pf´ ` g´q `

ż

A4

pg´ ´ f`q `

ż

A5

pf´ ´ g`q “

“

ż

A2

f´ `

ż

A2

g´ `

ż

A4

g´ ´

ż

A4

f` `

ż

A5

f´ ´

ż

A5

g`,

ż

X

pf ` gq dµ “

ż

X

pf ` gq` dµ ´

ż

X

pf ` gq´ dµ “

“

ˆ
ż

A1

f` `

ż

A1

g` `

ż

A3

f` ´

ż

A3

g´ `

ż

A6

g` ´

ż

A6

f´

˙

´

ˆ
ż

A2

f´ `

ż

A2

g´ `

ż

A4

g´ ´

ż

A4

f` `

ż

A5

f´ ´

ż

A5

g`

˙

“

“

˜

ˆ
ż

A1

f` `

ż

A3

f` `

ż

A4

f`

˙

´

ˆ
ż

A2

f´ `

ż

A5

f´ `

ż

A6

f´

˙

¸

`

˜

ˆ
ż

A1

g` `

ż

A5

g` `

ż

A6

g`

˙

´

ˆ
ż

A2

g´ `

ż

A3

g´ `

ż

A4

g´

˙

¸

“

“

ˆ
ż

X

f` ´

ż

X

f´

˙

`

ˆ
ż

X

g` ´

ż

X

g´

˙

“

ż

X

fdµ `

ż

X

gdµ.
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Ezeket az egyenleteket visszafelé is el kell olvasnunk: Ha a végén
ş

X
fdµ és

ş

X
gdµ

létezik és összeadható, akkor az előtte levő kifejezések is értelmesek, mármint nem
szerepel `8 és ´8 is az összegekben.

(2b) A komplex esetben kibontjuk valós és képzetes részekre: legyen u “ Re f ,
v “ Im f , d “ Re c, e “ Im c;
ż

cf “

ż

pd ` eiqpu ` ivq “

ż

´

pdu ´ evq ` pdv ` euqi
¯

“

ż

pdu ´ evq ` i

ż

pdv ` euq “

“ d

ż

u ´ e

ż

v ` di

ż

v ` ei

ż

u “ pd ` eq

ˆ
ż

u ` i

ż

v

˙

“ c

ż

f.

(4) Először elforgatjuk f -et úgy, hogy
ş

X
fdµ pozitív valós legyen; egy alkalmas

egységnyi ω komplex számmal
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

X

fdµ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ Re
ˆ

ω

ż

X

fdµ
˙

“ Re
ˆ
ż

X

pωfqdµ
˙

“

ż

X

Repωfqdµ ď

ż

X

|f |dµ.

Az integrál, mint előjeles mérték

Tétel

Legyen f valós vagy komplex értékű függvény a pX,M, µq téren, amelyre
ş

X
f dµ létezik. Ekkor az

φ : M Ñ r0,8s, φpAq “

ż

A

f dµ

függvény előjeles, iletve komplex mérték M-en.

Bizonyítás. Elég a valós esetet igazolni; komplex mérték esetén külön-külön igaz
a tétel a valós és a képzetes részre.

Ismét csak φpHq “ 0, és azt kell igazolni, hogy a φ függvény σ-additív.
Legyen φ`pAq “

ş

A
f` dµ és φ´pAq “

ş

A
f´ dµ; a 15 tétel szerint ezek mérté-

kek, és
ş

f definíciója miatt φ “ φ` ´ φ´.
Ha A “

8
Ů

n“1
Bn, akkor

8
ÿ

n“1
φ`pBnq “ φ`

ˆ 8
ğ

n“1
Bn

˙

“ φ`pAq “

ż

A

f`dµ és
8
ÿ

n“1
φ´pBnq “

ż

A

f´dµ
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közül legalább az egyik véges, ezért a két sor tagonként kivonható egymásból:
8
ÿ

n“1
φpBnq “

8
ÿ

n“1

`

φ`pBnq ´ φ´pBnq
˘

´

8
ÿ

n“1
φ´pBnq “

“ φ`pAq ´ φ´pAq “ φpAq.

Közelítés szép függvényekkel

Lemma

Legyen G Ă Rp nyílt, pG,B, µq Lebesgue–Stieltjes mérték, f integrálha-
tó és ε ą 0 tetszőleges. Ekkor létezik olyan h függvény, amely véges sok
folytonossági téglán konstans, azokon kívül 0, és

ş

G
|f ´ h|dµ ă ε.

Avagy, az integrálható függvények vektorterében sűrűn vannak az olyan
"szép" függvények, amelyek véges sok téglán konstansok, azokon kívül az
értékük 0.

Bizonyítás. Elég G Ñ r0,8s függvényekre bizonyítani, mert utána külön-külön
kereshetünk megfelelő függvényeket a pRe fq`, pRe fq´, pIm fq`, pIm fq´ függvé-
nyekhez és ε{4-hez. A továbbiakban f : G Ñ r0,8s, µ-integrálható.

Az integrál definíciója szerint van olyan g “
řn
k“1 cn ¨ χAk

egyszerű függvény,
amelyre 0 ď g ď f és

ş

G
pf ´ gqdµ ă ε{2. Az f integrálhatósága miatt mindegyik

µpAkq véges.
A 12 Lemma miatt vannak olyan Bk "szép" halmazok, amelyek véges sok foly-

tonossági tégla uniói, és µpAk△Bkq ă
ε

2n|ck|
. Ezek után legyen h “

řn
k“1 cn ¨χBk

.
A h egy "szép" függvény, és
ż

G

|f ´ h|dµ ď

ż

G

|f ´ g|dµ `

ż

G

|g ´ h|dµ “
ε

2 `

ż

G

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1
ckpχAk

´ χBk
q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dµ ă

ă
ε

2 `

n
ÿ

k“1
|ck| ¨ µpAk△Bkq ă

ε

2 `

n
ÿ

k“1
|ck| ¨

ε

2n|ck|
“ ε.
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17. Függvénysorozatok integrálja
Fatou-Lebesgue tétel. Korlátos kovergencia tétel. Dominált konvergencia tétel.
Az integrál kiterjesztése majdnem mérhető függvényekre. Ha

ř

||fn||1 konvergens,
akkor fn Ñ 0 m.m. [Petruska, 57–60. o.]

Tétel (Fatou–Lebesgue tétel)

Ha g ě 0 integrálható, és |fn| ď g, akkor
ż

X

plim inf
nÑ8

fnq dµ ď lim inf
nÑ8

ż

X

fn dµ ď lim sup
nÑ8

ż

X

fn dµ ď

ż

X

plim sup
nÑ8

fnq dµ.

Bizonyítás. A g felveheti a 8 értéket, de csak egy nullmértékű halmazon. Ezt
a halmazt elhagyjuk X-ből, és a maradékon bizonyítunk, ahol az összes függvény
értéke véges. A nullmértékű halmaz elhagyása nem változtatja meg az integrálok
értékét.

1. Fatou-lemma a g ` fn ě 0 függvényre:
ż

X

plim inf
nÑ8

fnq dµ “

ż

X

`

lim inf
nÑ8

pg ` fnq
˘

dµ ´

ż

X

g dµ ď

Fatou
ď lim inf

nÑ8

ż

X

pg ` fnq dµ ´

ż

X

g dµ “ lim inf
nÑ8

ż

X

fn dµ.

2. A középső egyenlőtlenség triviális.
3. Fatou-lemma a g ´ fn ě 0 függvényre:
ż

X

plim sup
nÑ8

fnq dµ “

ż

X

g dµ ´

ż

X

`

lim inf
nÑ8

pg ´ fnq
˘

dµ ě

Fatou
ď

ż

X

g dµ ´ lim inf
nÑ8

ż

X

pg ´ fnq dµ “ lim sup
nÑ8

ż

X

fn dµ.

Tétel (nagy Lebesgue-tétel; dominált konvergencia tétel)

Ha g ě 0 integrálható, |fn| ď g és fn Ñ f pontonként, akkor
ż

X

f dµ “ lim
ż

X

fn dµ,

avagy
ż

X

plim fnq dµ “ lim
ż

X

fn dµ.

A g a domináns függvény.
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Bizonyítás. A Fatou-Lebesgue tételből következik a DKT, mert lim inf fn “

lim sup fn “ lim fn.

Tétel (kis Lebesgue-tétel; korlátos konvergencia tétel)

Ha µpXq véges, fn egyenletesen korlátos, és fn Ñ f pontonként, akkor
ż

X

f dµ “ lim
ż

X

fn dµ,

avagy
ż

X

plim fnq dµ “ lim
ż

X

fn dµ.

Bizonyítás. Következik a DKT-ből: ha |fn| ď M minden n-re, akkor g “ M jó
domináns.

Egyszer valaki megkérdezte az előadáson, hogy mi a különbség domináns és a
sorokra vonatkozó Weierstrass-kritériumban szereplő majoráns között. A domine
az úr (isten), a mayor a polgármester.

13

Megjegyzés. A konvergenciatételeinket (mkt, BL, Fl, kkt, dkt) csak sorozatos
formában mondtuk ki, de az átviteli elvek segítségével ezeket könnyedén átírhatjuk
folytonos paraméterezésű paraméteres integrálokra. Például, ha pX,M, µq véges
mértéktér, I P R intervallum, f : X ˆ I Ñ R korlátos függvény, minden t P

I esetén az x ÞÑ fpx, tq szekciófüggvény mérhető, és minden x P X esetén a
t ÞÑ fpx, tq szekciófüggvény folytonos, akkor az F ptq “

ş

X
fpx, tqdµ paraméteres

integrál folytonos.
A folytonosságra vonatkozó átvteli elv miatt a folytonosság bizonyításához elég

azt ellenőrizni, hogy a, t1, t2, . . . P I, tn Ñ a esetén F ptnq Ñ F paq, vagyis

lim
nÑ8

ż

X

fpx, tnqdµpxq “

ż

X

fpx, aqdµpxq “

ż

X

ˆ

lim
nÑ8

fpx, tnq

˙

dµpxq;

ez pedig éppen a KKT a gnpxq “ fpx, tnq függvénysorozatra.
Ugyanez dominált konvergenciatétellel: Ha pX,M, µq mértéktér, I P R inter-

vallum, f : X ˆ I Ñ R függvény, minden t P I esetén az x ÞÑ fpx, tq szekciófügg-
vény mérhető, és minden x P X esetén a t ÞÑ fpx, tq szekciófüggvény folytonos,
továbbá g : X Ñ r0,8s integrálható és minden x P X, t P I esetén

ˇ

ˇfpx, tq
ˇ

ˇ ď gpxq,
akkor az F ptq “

ş

X
fpx, tqdµ paraméteres integrál folytonos.

Félre: Látjuk már, hogy a paraméteres integrálokról szóló további tételeink át-
írásához az X ˆ I szorzaton kell majd integrálni...
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Majdnem mindenhol mérhető függvények

Definíció (majdnem mindenütt teljesülő tulajdonság)

Legyen pX,M, µq mértéktér és T : X Ñ tigaz, hamisu. A T tulajdonság
az A halmazon µ-majdnem mindenütt, rövitítve µ-m.m. vagy csak m.m.
teljesül, ha van olyan N nullmértékű halmaz, hogy AzN -en T konstans
igaz.
Teljes mértéktéren a definíció egyszerűbb: az a halmaz, ahol T hamis, µ-
nullmértékű.

Definíció (majdnem mérhető függvény)

Legyen pX,M, µq mértéktér. Az f függvény µ-majdnem mérhető, ha egy
nullmértékű halmazon megváltoztathatjuk/definiálhatjuk úgy, hogy mérhe-
tő legyen.

Lemma

Ha f és g mérhetők az pX,M, µq téren és f “ g µ-m.m., akkor
ş

X
f “

ş

X
g.

(Ha az egyik létezik, akkor a másik is.)

Triviális.

Következmény

Az eddigi integrálfogalmakat egyértelműen kiterjeszthetjük majdnem mér-
hető függvényekre.
A különböző konvergenciatétekeink igazak maradnak majdnem mérhető
függvényekre is.

Példa

Van, amikor egy állítás csak m.m. igaz:

(1) Ha f ě 0 mérhető függvény az pX,M, µq téren, és
ş

X
fdµ “ 0, akkor

f “ 0 µ-m.m.

(2) Ha f1, f2, . . . mérhető függvények az pX,M, µq téren, és
8
ř

n“1

ş

X
|fn|dµ ă 8, akkor

8
ř

n“1
fnpxq µ-m.m. x-re konvergens.
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Bizonyítás. (1) Minden n-re µpf ă 1
n

q “ 0, különben az integrál pozitív lenne,
ezért

µpf ą 0q “ limµpf ą 1
n

q “ 0.

(2) Legyen g “
ř

|fn|. A Beppo Levi tétel miatt
ż

X

gdµ “
ÿ

ż

X

|fn|dµ ă 8,

ezért g ă 8 m.m.. Akkor viszont
ř

fnpxq m.m. x-re abszolút konvergens, tehát
konvergens.
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18. Félig folytonos függvények
Függvéy alsó és felső burkolója. A burkoló függvények félig folytonosak, ezért
Borel-mérhetők. [Petruska, 76–80. o.]

Definíció

Legyen A az R vagy Rp vagy egy más metrikus tér részhalmaza és f : A Ñ R.
Az f függvény felső és alsó burkolója

fpaq “ inf
rą0

´

sup f
`

Bpa, rq X A
˘

¯

“ lim
rÑ`0

´

sup f
`

Bpa, rq X A
˘

¯

“ max
´

lim sup
xÑa

fpxq, fpaq

¯

,

illetve

fpaq “ sup
rą0

´

inf f
`

Bpa, rq X A
˘

¯

“ lim
rÑ`0

´

inf f
`

Bpa, rq X A
˘

¯

“ min
´

lim inf
xÑa

fpxq, fpaq

¯

.

Lemma

(1) f ď f ď f ;

(2) fpaq “ fpaq akkor és csak akkor, ha fpaq véges, és f folytonos a-ban.

Bizonyítás.
(1) triviális, mert

fpaq “ min
´

lim inf
xÑa

fpxq, fpaq

¯

ď fpaq ď max
´

lim sup
xÑa

fpxq, fpaq

¯

“ fpaq.

(2) Ha fpaq “ fpaq, akkor az (1) miatt fpaq értéke is ugyanez, és

lim sup
xÑa

fpxq ď max
´

lim sup
xÑa

fpxq, fpaq

¯

“ fpaq “ fpaq “ fpaq “

“ min
´

lim inf
xÑa

fpxq, fpaq

¯

ď lim inf
xÑa

fpxq ď lim sup
xÑa

fpxq;

ezeknek mind egyenlőknek kell lenni, tehát lim inf
xÑa

fpxq “ lim sup
xÑa

fpxq “ fpaq,
tehát f folytonos a-ban.
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Megfordítva, ha f folytonos a-ban, akkor lim inf
xÑa

fpxq “ lim sup
xÑa

fpxq “ fpaq,
ezért

fpaq “ max
´

lim sup
xÑa

fpxq, fpaq

¯

“ fpaq és fpaq “ min
´

lim inf
xÑa

fpxq, fpaq

¯

“ fpaq.

Definíció

Legyen A az R vagy Rp vagy egy más metrikus tér részhalmaza és f : A Ñ R.
Az f függvény felülről félig folytonos (f.f.f.) az a P A pontban, ha fpaq “

fpaq; ezzel ekvivalens, hogy

@c ą fpaq Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ă c.

Az f függvény alulról félig folytonos (a.f.f.) az a P A pontban, ha

@c ă fpaq Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ą c.

Megjegyzés. Ha fpaq véges, akkor c helyett fpaq ˘ ε-t is írhatunk:

f f.f.f. a-ban ô @ε ą 0 Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ă fpaq ` ε,

illetve

f a.f.f. a-ban ô @ε ą 0 Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ą fpaq ´ ε.

Lemma

(1a) f : A Ñ R akkor és csak akkor f.f.f., ha bármely c P R-re f´1`r´8, cqq

relatív nyílt.

(1b) f : A Ñ R akkor és csak akkor a.f.f., ha bármely c P R-re f´1`pc,8sq

relatív nyílt.

(2) A felső burkoló f.f.f., az alsó burkoló a.f.f..

Következmény

Az alsó és a felső burkoló is Borel-mérhető.

Bizonyítás. (1a) ñ: Tegyük fel, hogy f f.f.f.. Legyen c P R tetszőleges, majd
a P f´1`r´8, cqq tetszőleges.

Ekkor fpaq P r´8, cq, vagyis fpaq “ fpaq ă c. A 18 definíció szerint van
olyan r ą 0, hogy bármely x P Bpa, rq X A esetén fpxq ă c. Ezért Bpa, rq X
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A Ă f´1`r´8, cqq, vagyis a az f´1`r´8, cqq halmaznak relatív belső pontja. Ez
minden a-re igaz, tehát f´1`r´8, cqq relatív nyílt.

(1a) ð: Tegyük fel, hogy bármely c P R-re f´1`pc,8sq relatív nyílt, és le-
gyen a P A tetszőleges; azt kell igazolnunk, hogy f f.f.f. az a pontban, vagyis
lim sup
xÑa

fpxq ď fpaq.
Vegyünk egy tetszőleges c ą fpaq számot, ekkor a P f´1`pc,8sq. Ez a halmaz

relatív nyílt, tehát van olyan r ą 0, hogy Bpa, rqXA Ă f´1`pc,8sq. Átfogalmazva,
az Bpa, rqXA halmaz pontjaiban f ă c. Ebből következik, hogy lim sup

xÑa
fpxq ď c.

Ezek után a c Ñ fpaq ` 0 határátmenetből kapjuk, hogy lim sup
xÑa

fpxq ď fpaq.

(2) f f.f.f.: Legyen c P R tetszőleges; azt kell igazolni, hogy f´1`pc,8sq relatív
nyílt. Kérjünk az ellenségtől egy tetszőleges a P f´1`pc,8sq pontot; az kell, hogy
a ennek relatív belső pontja.

A feltétel szerint fpaq ă c. Válasszunk egy c1 számot is, amelyre fpaq ă c1 ă c.
Ismét a 18 definíció szerint van olyan r ą 0, hogy bármely x P Bpa, rq XA esetén
fpxq ă c1. Ennek a környezetnak bármely b pontjában fpbq ă c1 és lim sup

xÑb
fpxq ď

c1, tehát fpbq ď c1 ă c, tehát b P f´1`pc,8sq. Ez minden b-re igaz, tehát
Bpa, rq X A Ă f´1`pc,8sq, kész.

14

Lemma

Ha I1, I2, . . . intervallumsorozat, amelyeknek a közös belső pontja, és |In| Ñ

0, akkor inf fpIn X Aq Ñ fpaq és sup fpIn X Aq Ñ fpaq.
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19. A Riemann- és Riemann-Stieltjes in-
tegrál létezésének feltételei

Kapcsolat az alsó és felső Stieltjes integrállal. A Riemann-Stieltjes integrál lé-
tezésének feltétele. A Riemann-integrálhatóság Lebesgue-féle ekvivalens feltétele.
[Petruska, 76–80. o.]

A továbbiakban G Ă R nyílt intervallum és g : G Ñ R monoton növekvő; µ a
g megváltozásából származtatott LS-mérték. Továbbá ra, bs Ă G és f : ra, bs Ñ R
korlátos, és feltételezzük, hogy f -nek és g-nek az ra, bs intervallumra megszorítva
nincs közös szakadási helye.

Definíció (felosztás, alsó és felső összegek, alsó és felső integrál)

• Az ra, bs intervallum felosztása: a “ x0 ă x1 ă . . . ă xn “ b; az
x1, . . . , xn´1 pontok g-nek folytonossági pontjai.

• Alsó és felső integrálközelítő összegek:

sF “

n
ÿ

i“1

´

inf f
`

rxi´1, xis
˘

¯

`

gpxiq ´ gpxi´1q
˘

,

SF “

n
ÿ

i“1

´

sup f
`

rxi´1, xis
˘

¯

`

gpxiq ´ gpxi´1q
˘

• Az f függvénynek a g függvény szerinti alsó és felső Riemann–Stieltjes
integrálja:
ż b

a

fdg “ sup
!

sF : F felosztás
)

,

ż b

a

fdg “ inf
!

SF : F felosztás
)
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Lemma

(1) Ha F2 finomítása F1-nek, akkor sF1 ď sF2 ď
şb

a
fdg és SF1 ě SF2 ě

şb

a
fdg.

(2)
şb

a
fdg ď

şb

a
fdg.

(3) Minden ε ą 0-hoz van olyan δ ą 0, hogy bármely, δ-nál finomabb F

felosztásra sF ą
şb

a
fdg ´ ε és SF ă

şb

a
fdg ` ε.

(4) A RS-integrál akkor és csak akkor létezik, ha
şb

a
fdg “

şb

a
fdg; ilyenkor

persze
şb

a
fdg “

şb

a
fdg “

şb

a
fdg.

A bizonyítás ugyanaz, mint a Riemann-integrálnál, házi feladat végiggondolni.

Lemma

Létezik olyan Fn felosztássorozat, amiben

(1) Mindegyik felosztásnak finomítása a következő felosztás;

(2) δpFnq Ñ 0;

(3) sFn Ñ
şb

a
fdg és SFn Ñ

şb

a
fdg.

Bizonyítás. Rekurzívan, F0 “ pa, bq. Ha Fn´1 már van: vegyünk egy-egy olyan
G1, G2, G3 felosztást, amire δpG1q ă 1

n
; sG2 ą

şb

a
fdg ´ 1

n
; SG3 ă

şb

a
fdg ` 1

n
. Ezek

után legyen Fn az Fn´1, G1, G2, G3 egy közös finomítása.

Tétel

Tegyük fel, hogy g balról folytonos a-ban és jobbról folytonos b-ben.
Legyen µ a g megváltozásából származtatott LS-mérték. Ekkor

ż b

a

fdg “

ż

ra,bs

fdµ és
ż b

a

fdg “

ż

ra,bs

fdµ.

Bizonyítás. Az integrálok léteznek, mert a burkolók Borel-mérhetők.
Vegyük az előbbi felosztássorozatot; az Fn felosztásból készített alsó és felső

lépcsősfüggvény legyen αnpxq, illetve βnpxq.
A finomodás miatt αn ď αn`1 és βn ě βn`1.
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Majdnem minden P ra, bs pontra ráhúzódnak a felosztások intevallumai, így
αnpxq Ñ fpxq és βnpxq Ñ fpxq, kivéve azokat a pontokat, amik valamelyik fel-
osztásnak belső osztópontjai.

A belső osztópontok a g-nek folytonossági pontjai, ezért az összes belső osz-
tópontok halmaza µ-nullmértékű. A felosztás belső intervallumainak mértéke
µppxi, xjqq “ gpxjq ´ gpxiq. A végpontokban g a külső odalról folytonos, ezért
µpra, x1sq “ gpx1q ´ gpaq és µppxi, bsq “ gpbq ´ gpxiq. Tehát αn Ñ f és βn Ñ f ,
µ-m.m., és

ż b

a

fdg “ lim sFn “ lim
ż

ra,bs

αndµ kkt
“

ż

ra,bs

fdµ

és
ż b

a

fdg “ limSFn “ lim
ż

ra,bs

βndµ kkt
“

ż

ra,bs

fdµ

Tétel

Tegyük fel, hogy g balról folytonos a-ban és jobbról folytonos b-ben, és
legyen µ a g megváltozásából származtatott LS-mérték.

(1) Az
şb

a
fdg Riemann-Stieltjes integrál akkor és csak akkor létezik, ha

nincs olyan pont, ahol f és g is szakad, és az f függvény µ-m.m.
folytonos.

(2) Ha az
şb

a
fdg Riemann-Stieltjes integrál létezik, akkor az f függvény

µ-mérhető, és
şb

a
fdg “

ş

ra,bs
fdµ.

Következmény

(1) Az
şb

a
fdx Riemann-integrál akkor és csak akkor létezik, ha az ra, bs

intervallumon az f függvény λ-m.m. folytonos.

(2) Ha az
şb

a
fdx Riemann-integrál létezik, akkor az f függvény λ-mérhető,

és
şb

a
fdx “

ş

ra,bs
fdλ.

Bizonyítás.
(1) A RS integrál létezik ô

şb

a
fdg “

şb

a
fdg ô

ş

ra,bs
fdµ “

ş

ra,bs
fdµ ô

ş

ra,bs
pf´

fqdµ “ 0 ô f ´ f “ 0 µ-m.m. ô f µ-m.m. folytonos.
(2) Ha a RS integrál létezik, akkor f “ f µ-m.m., tehát f µ-majdnem Borel-

mérhető.

Megjegyzés. Abból, hogy az
şb

a
f Riemann-integrál létezik, nem következik, hogy
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f Borel-mérhető. Például a Jordan-nullmértékű Cantor-halmaznak létezik nem
Borel-mérhető N részhalmaza (mert csak kontinuum sok Borel-hamaz létezik). A
χN függvény Riemann-integrálható, de nem Borel-mérhető.

Megjegyzés. A bizonyítások átvihetők például a többdimenziós Jordan-mérték
szerinti integrálokra. Ha A Ă Rp Jordan-mérhető és f : A Ñ R korlátos, akkor az
ş

A
f Riemann-integrál akkor és csak akkor létezik, ha f az A λ-m.m. pontjában

folytonos, ilyenkor f Lebesgue-mérhető is, és a Riemann- és a Lebesgue-integrál
értéke ugyanaz.
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IV. rész

Mértékek differenciálása

20. Előjeles mértékek variációi
Előjeles és komplex mértékek. Előjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.
Majoráns mérték. Pozitív, negatív és totális variáció. A totális variáció majorálja
a pozitív és a negatív variációt. [Petruska, 85–89. o.]

Eddig olyan mértékekkel foglalkoztunk, amelyeknek minden értéke nemnega-
tív. Most egy kicsit az olyan σ-additív halmazfüggvényeket fogjunk megvizsgálni,
amelyek negatívak (sőt, komplexek) is lehetnek, mint például a gazdasági növeke-
dés vagy az intelligencia.

Mindig ugyanazon az pX,Mq mérhető téren fogunk játszani.

Definíció (előjeles és komplex mérték, újra)

ϑ : M Ñ R előjeles mérték, ha ϑpHq “ 0 és a ϑ függvény σ-additív.
ϑ : M Ñ C komplex mérték, ha ϑpHq “ 0 és a ϑ függvény σ-additív. (Az
értéke csak véges lehet.)

Példák. Hogy gyárthatunk előjeles és komplex mértékeket?
Pl. előjeles mértéket készíthetünk úgy, hogy vesszük két mérték különbségét:

ϑ “ µ1 ´ µ2. Fontos, hogy µ1pXq és µ2pXq közül legalább az egyik véges legyen,
hogy mindig el lehessen végezni a kivonást.

A komplex mértékeknek a valós és a képzetes része is egy-egy véges előjeles
mérték. Ennek a mintájára gyárthatunk vektorértékű mértékeket is: minden koor-
dináta egy-egy előjeles mérték...

Egy másik, nagyon fontos lehetőség, ha egy függvényt integrálunk: vegyünk egy
f mérhető függvényt, egy µ mértéket, és legyen ϑpAq “

ş

A
fdµ.

Tétel

Előjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.
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Bizonyítás. Ha pX,M, ϑq előjeles mérték, és felveszi a `8 értéket, tehát ϑpP q “

8 valamilyen P Ă X halmazra, akkor az additivitás miatt ϑpXq “ ϑpP q `

ϑpXzP q “ 8 (a jobboldalon csak összeadható mennyiségek lehetnek.)
Ha pedig ϑpNq “ ´8 valamilyen N Ă X halmazra, akkor az additivitás miatt

ϑpXq “ ϑpNq ` ϑpXzNq “ ´8.

Definíció (marjoráns mérték)

Az pX,M, µq mérték majorálja az pX,M, ϑq előjeles/komplex mértéket, ha
minden A P M-re

ˇ

ˇϑpAq
ˇ

ˇ ď µpAq.

15

Variációk

Definíció (előjeles vagy komplex mérték totális variációja)

Az pX,M, ϑq előjeles mérték totális variációja

τpAq “ sup
␣

|ϑpBq| ` |ϑpCq| : B,C Ă A, B X C “ H
(

“ sup
" n
ÿ

k“1
|ϑpBkq| : n P N, Bk Ă A, Bk X Bℓ “ H

*

“ sup
" 8
ÿ

k“1
|ϑpBkq| : Bk Ă A, Bk X Bℓ “ H

*

.

Az pX,M, ϑq komplex mérték totális variációja

τpAq “ sup
" n
ÿ

k“1
|ϑpBnq| : n P N, Bk Ă A, Bk X Bℓ “ H

*

“ sup
" 8
ÿ

k“1
|ϑpBnq| : n P N, Bk Ă A, Bk X Bℓ “ H

*
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Definíció (előjeles mérték pozitív és negatív variációi)

Az pX,M, ϑq előjeles mérték pozitív és negatív variációja

πpAq “ suptϑpBq : B Ă Au,

illetve
νpAq “ supt´ϑpBq : B Ă Au.

Tétel

Legyen ϑ előjeles vagy komplex mérték, a totális variációja τ ; ha előjeles
mérték, akkor a pozitív és negatív variációi π, illetve ν.

1. τ , π, ν mértékek.

2. τ majorálja ϑ-t.

3. Ha ϑ előjeles mérték, akkor τ majorálja π-t és ν-t.

4. A τ a legkisebb mérték, ami majorálja ϑ-t.

Bizonyítás. (1a) π mérték: trivi, hogy πpAq ě ϑpHq “ 0, tehát π ě 0. Az is
trivi, hogy πpHq “ 0. Azt kell bizonyítani, hogy π σ-additív. Tegyük fel, hogy
A1, A2, . . . P M diszjunktak és A “

Ů

An. Azt kell igazolnunk, hogy πpAq “
ř

πpAnq.
Mindegyik n-hez vegyünk egy olyan Bn,1, Bn,2, . . . Ă An sorozatot, amelyre

0 ď ϑpBn,kq Ñ πpAnq. Ekkor minden k-ra és N -re

N
ÿ

n“1
ϑpBn,kq “ ϑ

ˆ N
ğ

n“1
Bn,k

˙

ď πpAq.

Most k Ñ 8, majd N Ñ 8 határátmenet:

N
ÿ

n“1
πpAnq ď πpAq

8
ÿ

n“1
πpAnq ď πpAq. p˚q
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Megfordítva, legyen C1, C2, . . . Ă A olyan sorozat, amelyre ϑpCkq Ñ πpAq, és
legyen Cn,k “ An X Ck. Ekkor

ϑpCkq “ ϑ

ˆ 8
ğ

n“1
Cn,k

˙

“

8
ÿ

n“1
ϑpCn,kq ď

8
ÿ

n“1
πpAnq;

A k Ñ 8 határátmenetből

πpAq “ lim
kÑ8

ϑpCkq ď

8
ÿ

n“1
πpAnq. p˚˚q

Az p˚q és p˚˚q együtt azt adja, hogy πpAq “
ř

πpAnq.

(1b) τ mérték: τpHq “ 0, és triviális, hogy τpAq ě ϑpHq “ 0; most is a
σ-additivitás kell; Legyen megint A “

Ů

An.
Mindegyik An-hez és mindegyik k-hoz vegyük τpBnq-nek egy közelítő összegét

úgy, hogy ezek k Ñ 8 esetén τpBnq-hez tartsanak, vagyis vegyük Bn,k,ℓ Ă An hal-
mazok sorozatának egy sorozatát úgy, hogy mindegyik n, k-ra a Bn,k,1, Bn,k,2, . . . Ă

An halmazok diszjunktak, és limkÑ8

ř8

ℓ“1 |ϑpBn,k,ℓq| “ τpAnq. Rögzített k-ra a
Bn,k,ℓ halmazok diszjunkt részei A-nak, ezért minden N -re

N
ÿ

n“1

˜

8
ÿ

ℓ“1
|ϑpBn,k,ℓq|

¸

ď τpAq.

k Ñ 8:
N
ÿ

n“1
τpAnq ď τpAq.

N Ñ 8:
8
ÿ

n“1
τpAnq ď τpAq.
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A megfordításhoz vegyük τpAq közelítő összegeinek egy sorozatát, vagyis Ck,ℓ Ă

A halmazokat úgy, hogy rögzített k-ra Ck,1, Ck,2, . . . diszjunktak, és limkÑ8

ř8

ℓ“1 |ϑpCk,ℓq| “

τpAq. Legyen Cn,k,ℓ “ An X Ck,ℓ.

8
ÿ

ℓ“1
|ϑpCk,ℓq| “

8
ÿ

ℓ“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϑ

ˆ 8
ğ

n“1
Cn,k,ℓ

˙

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

8
ÿ

ℓ“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

8
ÿ

n“1
ϑpCn,k,ℓq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ď

8
ÿ

ℓ“1

8
ÿ

n“1

ˇ

ˇϑpCn,k,ℓq
ˇ

ˇ “

8
ÿ

n“1

ˆ 8
ÿ

ℓ“1

ˇ

ˇϑpCn,k,ℓq
ˇ

ˇ

˙

ď

8
ÿ

n“1
τpAnq

k Ñ 8:
τpAq ď

8
ÿ

n“1
τpAnq.

Az triviális, hogy τ majorál, és a legkisebb.
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21. Előjeles mértékek felbontási tételei
Előjeles mérték szerint létezik maximális és minimális mértékű halmaz. Hahn-
felbontás. Jordan-felbontás. τ “ π ` ν. [Petruska, 85–89. o.]

1 Lemma. Minden előjeles mértéknek van maximuma és minimuma, avagy:
Ha ϑ előjeles mérték, akkor léteznek olyan A,B Ă X halmazok, amelyekre

ϑpAq “ πpXq és ϑpBq “ ´νpXq.

Azt eddig is tudtuk, hogy ´νpXq ď ϑpAq ď πpXq; az a kérdés, hogy ϑ felveszi-
e a πpXq és ´νpXq értékeket.
Bizonyítás. A π-re bizonyítunk.

1. eset: πpXq “ 8, azaz ϑ nem korlátos felülről. Olyan A halmazt keresünk,
amelyre ϑpAq “ 8.

Nevezzünk egy V P M halmazt "végtelennek", ha πpV q “ 8, és egy végtelen V
halmazt "bonthatónak" (v.ö. "Rontom-bontom, kisnyulacska!"1), ha vannak olyan
E és W diszjunkt részhalmazai, amelyekre ϑpEq ě 1 és πpW q “ 8.

Vegyük észre, hogy nem bontható végtelen halmaznak a végtelen részhalmazai
sem bonthatók.

1a. eset: Minden végtelen halmaz bontható, beleértve az X-et is. Ekkor
bontva és tovább bontva

X Ą E1 \ V1 Ą E1 \ pE2 \ V2q Ą E1 \ pE2 \ pE3 \ V3qq Ą . . . ;

de akkor E1, E2, . . . diszjunkt halmazok, mindegyikre ϑpEnq ě 1, így az A “
Ť

En
halmazra ϑpAq “

ř

ϑpEnq “ 8 “ πpXq.

1b. eset: Van nem bontható végtelen halmaz. Legyen V0 egy ilyen.
0.4Narancs Indirekt tegyük fel, hogy ϑ értéke soha sem 8.

1Ez a fenyegetés annyit tesz, mint "Agyonverlek és kibelezlek, nyuszikám"; inkább ne mondjuk
a gyerekünknek. :-)
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Készítünk egy V0 Ą V1 Ą V2 Ą . . . sorozatot nem bontható végtelen halmazok-
ból. V0 már megvan.

Ha Vn már megvan, akkor válasszunk egy olyan Vn`1 Ă Vn halmazt, amelyre
ϑpVn`1q ą maxpϑpVnq ` 1, 1q; ilyen halmaz biztosan létezik, mert ϑpVnq véges és
πpVnq “ 8.

A Vn halmaz két fele a Vn`1 és VnzVn`1. Mivel π additív, valamelyik fél halmaz
végtelen. Az első felére ϑpVn`1q ě 1. Mivel a Vn nem bontható, a másik fél nem
lehet végtelen. Tehát Vn`1 is végtelen halmaz, ráadásul része a nem bontható
Vn-nek, tehát ő sem bontható.

Most legyen Kn “ VnzVn`1; ekkor

ϑpKnq “ ϑpVnq ´ ϑpVn`1q ă ´1,

az N “
Ť8

n“1 Kn halmazra ezért ϑpNq “
ř

ϑpKnq “ ´8. Az N és V1 halmazokra
N Ă V1, ϑpNq “ ´8 és ϑpV1q ą 0, de az lehetetlen, hogy a pozitív mértékű V0-nak
legyen egy ´8 mértékű részhalmaza, ellentmondás. 0.4EUkek

2. eset: πpXq véges, azaz ϑ felülről korlátos.
Szükségünk lesz a következő becslésre: ha ϑpHq ě πpXq ´ ε, és R Ă H, akkor

ϑpRq “ ϑpHq ´ ϑpHzRq ě pπpXq ´ εq ´ πpXq “ ´ε.

Vegyünk minden n pozitív egészhez egy Pn P M halmazt, amire ϑpPnq ě

maxpπpXq ´
1
2n , 0q. Legyen Qk “

Ť8

n“k Pn (a Qn sorozat csökkenő) és A “
Ş8

k“1 Qk. 2

Bármely k-ra

Qk “ Pk Y

´

Pk`1zPk

¯

Y

´

Pk`2zpPkYPk`1q

¯

Y

´

Pk`3zpPkYPk`1 YPk`2q

¯

Y . . .

2A lim sup Pn “
Ş8

k“1
`
Ť8

n“k Pn

˘

halmazt hívjuk a Pn halmazsorozat limesz szuperiorának:
azokból a pontokból áll, amelyek végtelen sok Pn halmaznak elemei.

A sorozat limesz inferiora lim inf Pn “
Ť8

k“1
`
Ş8

n“k Pn

˘

, ez azokból a pontokból áll, amelyek
véges sok kivétellel minden Pn halmaznak elemei.
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ezért

πpXq ě ϑpQkq “ ϑpPkq`

8
ÿ

n“k`1
ϑ

ˆ

Pnz

n´1
ď

ℓ“k

Pℓ

˙

ą

ˆ

πpXq´
1
2k

˙

`

8
ÿ

n“k`1

´1
2n “ πpXq´

2
2k

Ezek után

0 ď πpXq ´ ϑpAq ă

ˆ

ϑpQkq `
2
2k

˙

´ ϑpAq “ ϑpQkzAq `
2
2k “

“ ϑ

ˆ 8
ď

n“k

pQnzQn`1q

˙

`
2
2k “

8
ÿ

n“k

`

ϑpQnq ´ ϑpQn`1q
˘

`
2
2k ă

ă

8
ÿ

n“k

ˆ

πpXq ´

´

πpXq ´
2

2n`1

¯

˙

`
2
2k “

ˆ 8
ÿ

n“k

2
2n`1

˙

`
2
2k “

4
2k .

Végül k Ñ 8: látjuk, hogy ϑpAq “ πpXq.

Következmény

πpXq és νpXq közül legalább az egyik véges.

Bizonyítás. A 1 lemma szerint πpXq és ´νpXq is értéke ϑ-nak, de a 20 tétel
szerint nem lehet mindkettő végtelen.

Tétel (Hahn-felbontás (Hans Hahn, 1879–1934))

Ha ϑ előjeles mérték az pX,Mq mérhető téren, akkor X felbontható két
diszjunkt részre: X “ P Y N úgy, hogy a P mérhető részhalmazain ϑ ě 0,
és az N mérhető részhalmazain ϑ ď 0.
Avagy, ha a ϑ pozitív és negatív variációi π és ν, akkor πpNq “ 0 és νpP q “ 0.

Bizonyítás. 1. eset: πpXq ă 8.
Legyen P Ă X olyan halmaz, amelyre ϑpP q “ πpXq és legyen N “ XzP .
Tetszőleges H Ă P esetén ϑpHq “ ϑpP q ´ ϑpP zHq ě πpXq ´ πpXq “ 0, így

valóban νpP q “ 0.
Tetszőleges H Ă N esetén ϑpHq “ ϑpP YHq ´ ϑpP q ď πpXq ´ πpXq “ 0, így

valóban πpNq “ 0.
2. eset: πpXq “ 8. Ekkor νpXq véges, felcseréljük P és N definícióját.

1 Kérdés. Egyértelmű-e a Hahn-felbontás?
Nem, de τ -majdnem: ha X “ P1 Y N1 “ P2 Y N2 két Hahn-felbontás, akkor

a P1△P2 “ N1△N2 “ pP1 Y P2q X pN1 Y N2q halmazon π “ ν “ 0, vagyis
τpP1△P2q “ 0; a szimetrikus differencia részhalmazain ϑ konstans 0.
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Következmény

πpAq “ ϑpA X P q és νpAq “ ´ϑpA X Nq.

Bizonyítás. Bármilyen B Ă A-ra

ϑpBq “ ϑpB X P q ` ϑpB X Nq ď ϑpB X P q ` ϑppA X B X P q ` 0 “ ϑpA X P q.

Ha B “ A X P , akkor egyenlőség van. Tehát

πpAq “ max
␣

ϑpBq : B Ă Au “ ϑpA X P q.

16

Következmény (Jordan-felbontás (Marie Ennemond Camille Jor-
dan 1838–1922))

Ha ϑ előjeles mérték, a pozitív és negatív variációi π és ν, akkor

ϑ “ π ´ ν.

Bizonyítás. Legyen a Hahn-felbontás X “ P Y N . Bármilyen H mérhető hal-
mazra

ϑpHq “ ϑpH X P q ` ϑpH X Nq “ πpHq ´ νpHq.

Következmény

Ha ϑ előjeles mérték, a pozitív, negatív és totális variációi π, ν és τ , akkor

τ “ π ` ν.

Bizonyítás. Legyen a Hahn-felbontás X “ P Y N . Bármilyen H mérhető hal-
mazra és bármilyen A,B Ă H diszjunkt részeire
ˇ

ˇϑpAq
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇϑpBq
ˇ

ˇ ď

´

ˇ

ˇϑpA X P q
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇϑpA X Nq
ˇ

ˇ

¯

`

´

ˇ

ˇϑpB X P q
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇϑpB X Nq
ˇ

ˇ

¯

“

“
`

πpAq ` νpAq
˘

`
`

πpBq ` νpBq
˘

“ πpA Y Bq ` νpA Y Bq ď πpHq ` νpHq;

például ha A “ H X P és B “ H X N , akkor egyenlőség van. Ezért

τpHq “ max
␣

|ϑpAq| ` |ϑpBq| : A,B Ă H diszjunktak
(

“ πpHq ` νpHq.

Következmény

ϑpXq akkor és csak akkor véges, ha πpXq és νpXq véges.
Minden komplex mérték totális variációja véges.
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Példa. Tegyük fel, hogy f mérhető az pX,M, µq mértéktéren és minden A P M
esetén ϑpAq “

ş

A
f dµ. Ekkor

• pX,M, ϑq Hahn-felbontása P “ tx : fpxq ě 0u, N “ tx : fpxq ă 0u.

• πpAq “
ş

A
f` dµ és νpAq “

ş

A
f´ dµ ,

• τpAq “
ş

A
|f | dµ “

ş

A
pf` ` f´q dµ “ πpAq ` νpAq,

• ϑpAq “
ş

A
f dµ “

ş

A
pf` ´ f´q dµ “ πpAq ´ νpAq.

Az előjeles mérték, mint integrál

Következmény

Ha ϑ előjeles mérték, a pozitív, negatív és totális variációi π, ν és τ , akkor
bármely A P M mérhető halmazra

ϑpAq “

ż

A

pχP ´ χNq dτ.

Tehát, minden előjeles mérték előáll, mint egy függvény integrálja valami-
lyen mérték szerint.

Kérdés. Vajon igaz-e valami hasonló összefüggés komplex mértékekre? Avagy,
ha ϑ komplex mérték, akkor létezik-e olyan mérhető f függvény, amelyre |f | “ 1,
és bármely A mérhető halmazra

ϑpAq “

ż

A

f dτ?
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22. Lebesgue-felbontás
Mérték tartója. Abszolút folytonos és szinguláris mértékek. Adott mértéknél
nem nagyobb maximális szinguláris mérték. Lebesgue-felbontás. Egyértelműség.
[Petruska, 90–91. o.]

A következő fejezetekben azt fogjuk vizsgálni, hogy milyen előjeles és komplex
mértékek írhatók fel, mint valamilyen függvény integrálja egy megadott mérték
szerint.

Vegyük elő újra azt az esetet, amikor mértéket valamilyen függvény integrál-
jaként definiáltunk: mondjuk pX,M, µq mértéktér, f olyan mérhető függvény,
amelynek létezik integrálja X-en, és bármely A P M-re ϑpAq “

ş

A
fdµ. Spe-

ciálisan, ha f : R Ñ R Borel-mérhető, és létezik a Lebesgue-integrálja, akkor
ϑpAq “

ş

A
fdλ egy előjeles Borel-mérték.

Könnyű mutatni olyan mértéket, amely nem áll elő Lebesgue-integrál alakban,
pl. a számlálómérték, vagy a Dirac-delta (δpAq “ 1, ha 0 P A, egyébként 0).
Nincs olyan Borel- vagy Lebesgue-mérhető f függvény, amelyre

ş

A
fdλ “ |A|

vagy
ş

A
fdλ “ δpAq teljesülhetne.

Mindkét példánkban közös, hogy van egy olyan λ-nullmértékű A halmaz,
amelyben ϑpAq ‰ 0. Márpedig nullmértékű halmazon az integrál is nulla.

Abszolút folytonos és szinguláris mértékek
Most is egy közös pX,Mq mérhető téren fogunk dolgozni.

Definíció (előjeles/komplex mérték tartója)

Az A P M halmaz a ϑ előjeles/komplex mértéknek tartója, ha (ezek ekvi-
valensek):

• az XzA halmazon ϑ konstans 0

• bármely H P M halmazra ϑpHq “ ϑpH X Aq.

Például az X “ P YN Hahn-felbontásban π-nek a P , a ν-nek N egy tartója.
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Definíció (abszolút folytonos és szinguláris mértékek)

Legyen α és β két mérték az pX,Mq mérhető téren.

(1) Az α abszolút folytonos a β-ra nézve, ha bármely H P M esetén, ha
βpHq “ 0, akkor αpHq “ 0. Jele: α ! β.

(2) Az α és a β szinguláris egymásra nézve, ha (ezek ekvivalensek):

– α-nak van β-nullmértékű tartója
– β-nak van α-nullmértékű tartója
– X felbomlik két diszjunkt halmazra, X “ A Y B úgy, hogy az
α-nak A, a β-nak B tartója, vagyis α|B “ 0 és β|A “ 0.

Jele: α K β.

(3) Ha előjeles vagy komplex mértékekről van szó, akkor azt követeljük
meg, hogy az α totális variációja legyen abszolút folytonos, illetve
szinguláris a β totális variációja szerint. Ez megfelel annak, hogy
ha egy előjeles mérték a H halmaz minden részén 0, akkor a totális
variációja is 0.

Példák. Ha f : X Ñ R mérhető függvény, és µ mérték, akkor a φpAq “
ş

A
fdµ

előjeles mérték abszolút folytonos µ-re nézve.
Ha µ majorálja a ϑ előjeles mértéket, akkor ϑ ! µ.
Ha ϑ előjeles mérték, és a variációi τ , π és ν, akkor τ ! ϑ, π ! τ , ν ! τ ,

π ! ϑ, ν ! ϑ, π K ν.

Lemma

1. Ha α ! β és α K β, akkor α “ 0.

2. Ha α ! β és β ! γ, akkor α ! γ. (! egy tranzitív reláció, mint
például az osztója, a részhalmaza vagy a megette.)

3. Ha α1, α2, . . . ě 0 mértékek, akkor α1 !
ř

αk.

4. Ha α1, α2, . . . ! β és ϑ “
ř8

k“1 αk előjeles mértékek, akkor ϑ ! β.

5. Ha α ! β és β K γ, akkor α K γ.

6. Ha α1, α2, . . . K β és ϑ “
ř8

k“1 αk előjeles mértékek, akkor ϑ K β.

Bizonyítás. 1. Legyen α és β egy-egy, diszjunkt tartója A, illetve B. Bármely
H-ra αpHzAq “ 0, mert az A halmaz tartója α-nak; továbbá βpH XAq “ 0, mert
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A diszjunkt β tartójától. De α ! β miatt ebből következik, hogy αpH X Aq “ 0.
Így αpHq “ αpHzAq ` αpH X Aq “ 0.

2. Ha γpHq “ 0, akkor βpHq “ 0, de akkor αpHq “ 0.
3. A tagot majorálja az összeg.
4. Ha βpHq “ 0, akkor minden k-ra αkpHq “ 0, de akkor ezek összege is 0.
5. Legyen β és γ egy-egy diszjunkt tartója B, illetve C. A B-n kívül β konstans

0, de akkor α is. Ezért B az α mértéknek is tartója.
6. Mindegyik αn-nek van egy τβ-nullmértékű An tartója. Az A “

Ť

An halmaz
tartója a

ř

αn mértéknek, és β-nullmértékű.

Lebesgue-felbontás

Tétel (Lebesgue-felbontás)

Legyen ϑ σ-véges előjeles vagy komplex mérték, µ ě 0 mérték a közös
pX,Mq mérhető téren.
Ekkor ϑ egyértelműen felbontható egy µ-re nézve abszolút folytonos és egy
µ-re nézve szinguláris előjeles, illetve komplex mérték összegére, azaz egy-
értelműen vannak olyan α és β előjeles, illetve komplex mértékek úgy, hogy

ϑ “ α ` β, α ! µ és β K µ.

Megjegyzés. A tételben azt is ki szokták kötni, hogy µ σ-véges, de erre nem lesz
szükségünk.

Bizonyítás.
1. eset: ϑ véges.
Konstruálunk egy maximális szinguláris mértéket; ez lesz β, a maradék pedig

α.
Legyen ϑ totális variációja τ , legyen N “ tN P M : µpNq “ 0u a µ-

nullmértékű halmazok gyűrűje, és legyen

s “ suptτpNq : N P N u.

A jobboldalon a halmazban szerepel a 0 “ τpHq, így a definíció értelmes, és s ě 0.
Az is igaz, hogy bármely N P N -re τpNq ď τpXq, így s ď τpXq, ami véges.

A szuprémumot tetszőleges pontossággal megközelíthetjük: minden pozitív
egész n-hez van egy olyan Zn P N halmaz, amelyre τpZnq ą s ´ 1

n
. Legyen Z “

Ť

Zn; ez megszámlálható sok µ-nullmértékű halmaz uniója, ez is µ-nullmértékű:
Z P N .
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Bármely n-re Zn Ă Z; a τ monotonitása miatt

@n s ´
1
n

ă τpZnq ď τpZq ď s,

az n Ñ 8 határátmenetből
τpZq “ s.

Tehát a szuprémum valójában maximum.
Ezek után legyen H P M esetén

αpHq “ ϑpHzZq, βpHq “ ϑpH X Zq,

Az világos, hogy αpHq ` βpHq “ ϑpHq.
A Z halmaz a β mértéknek µ-nullmértékű tartója, tehát β K µ.
Annak igazolásához, hogy α ! µ, vegyünk egy tetszőleges µ-nullmértékű N

halmazt. Erre N Y Z is µ-nullmértékű, és

0 ď
ˇ

ˇαpNq
ˇ

ˇ “
ˇ

ˇϑpNzZq
ˇ

ˇ ď τpNzZq “ τpN Y Zq ´ τpZq ď s ´ s “ 0.

Tehát, ha µpNq “ 0, akkor αpNq “ 0; tényleg α ! µ.
Az egyértelműség bizonyítása:
Tegyük fel, hogy kétféle Lebesgue-felbontás is van:

ϑ “ α1 ` β1 “ α2 ` β2.

Ekkor az
α1 ´ α2 “ β2 ´ β1

mérték egyszerre abszolút folytonos és szinguláris, vagyis konstans 0.
2. eset: ϑ σ-véges.
Bontsuk fel az alaphalmazt megszámlálható sok, páronként diszjunkt ϑ-véges

cellára: X “
Ť8

n“1 Xn. Mindegyik Xn cellán a ϑ
ˇ

ˇ

Xn
mérték véges, így van egy

egyértelmű Lebesgue-felbontása: ϑ
ˇ

ˇ

Xn
“ αn ` βn. Ezeket próbáljuk — kellő óva-

tossággal — összeadni.
Az αn és βn-nek diszjunkt tartója is létezik: legyen αn tartója An Ă Xn,

a βn tartója Bn Ă Xn, ekkor tehát H Ă Xn esetén αnpHq “ ϑpH X Anq és
βnpHq “ ϑpH X Bnq.

Ezek után legyen A “
Ť

An, B “
Ť

Bn,

αpHq “ ϑpH X Aq “

8
ÿ

n“1
ϑpH X Anq “

8
ÿ

n“1
αnpH X Xnq,

βpHq “ ϑpH X Bq “

8
ÿ

n“1
ϑpH X Bnq “

8
ÿ

n“1
βnpH X Xnq.
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Világos hogy ez a definíció értelmes, α ` β “ ϑ, α ! µ és β K µ.
Az egyértelműséghez tegyük fel, hogy α1 `β1 és α2 `β2 is Lebesgue-felbontás;

ekkor mindegyikXn-re megszorítva a ϑ
ˇ

ˇ

Xn
mértéknek Lebesgue-felbontása a α1

ˇ

ˇ

Xn
` β1

ˇ

ˇ

Xn

és α2
ˇ

ˇ

Xn
` β2

ˇ

ˇ

Xn
. A véges esetben a felbontás egyértelmű, ezért α1

ˇ

ˇ

Xn
“ α2

ˇ

ˇ

Xn

és β1
ˇ

ˇ

Xn
“ β2

ˇ

ˇ

Xn
; de ezeket összeadva visszakapjuk az eredeti mértékeket.

Megjegyzés. Ha ϑ nem σ-véges, akkor nem biztos, hogy létezik Lebesgue-felbontás.
Legyen például X “ R, M “ B, µ “ λ és ϑ a számlálómérték. Bármely
pont Lebesgue-mértéke 0, a számlálómértéke poztív, így az abszolút folytonos rész
tartója csak az üres halmaz lehetne. A szinguláris rész tartója csak Lebesgue-
nullmértékű lehet. Ez a kettő együtt nem adhatja ki a teljes R-et.
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23. Radon–Nikodym derivált
Radon–Nikodym derivált. Radon–Nikodym tétel. Helyettesítéses integrálás. A
totális variáció szerinti RN derivált. Előjeles és komplex mérték szerinti integrál
definíciói. [Petruska, 91–95. o.]

Definíció (Radon–Nikodym derivált)

Legyen µ ě 0 mérték, és legyen ϑ előjeles vagy komplex mérték az pX,Mq

mérhető téren. Az f : X Ñ R, illetve f : X Ñ C mérhető függvényt
a ϑ mérték µ szerinti Radon–Nikodym deriváltjának nevezzük, ha bármely
H P M-re ϑpHq “

ş

H
fdµ.

Használatos az f “
dα
dµ jelölés is:

ş

H

dα
dµdµ “

ş

H
dα.

Megjegyzés. A Radon–Nikodym-derivált létezésének triviális szükséges feltétele,
hogy ϑ ! µ legyen, mert nullmértékű halmazokon az integrál is mindig nulla.

Ugyanakkor az abszolút folytonosság önmagában nem elég. Pl. R Borel-halmazain
nem létezik a Lebesgue-mértéknek Radon–Nikodym-deriváltja a számlálómérték
szerint, mert

ż

H

fd|.| “
ÿ

aPH

fpaq,

és az egyelemű halmazokra ez azt adja, hogy f konstans 0, de a konstans 0 integ-
rálja minden halmazon 0.

Tétel (Radon–Nikodym)

Legyen pX,M, µq szigma-véges mérték, és legyen α előjeles vagy komplex
mérték az pX,Mq mérhető téren, és tegyük fel, hogy α ! µ.
Ekkor létezik a dα

dµ Radon–Nikodym derivált, vagyis létezik olyan f : X Ñ

R, illetve X Ñ C µ-mérhető függvény, amelyre bármely H P M esetén
αpHq “

ş

H
fdµ.

A Radon–Nikodym derivált µ-majdnem egyértelmű, vagyis ha f és g is
Radon–Nikodym derivált, akkor f “ g µ-m.m.

Bizonyítás. I.a eset: α ě 0, mindkét mérték véges.
Legyen

Φ “

"

f : X Ñ r0,8s mérhető, f ě 0, @H P M
ż

H

fdµ ď αpHq

*
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a sehol sem túl nagy függvények halmaza, és

s “ sup
"
ż

X

fdµ : f P Φ
*

Világos, hogy 0 ď s ď αpXq.
(1) 0 P Φ (trivi).
(2) Ha g, h P Φ, akkor m “ maxpg, hq P Φ.
Biz. Legyen A “ Xpg ě hq és B “ Xpg ă hq. Bármely H-ra

ż

H

mdµ “

ż

HXA

gdµ `

ż

HXB

hdµ ď αpH X Aq ` αpH X Bq “ αpHq.

(3) Ha g1, g2, . . . P Φ és g1 ď g2 ď . . ., akkor h “ lim gn P Φ.
Biz. Bármely H P M-re és n-re

ż

H

gndµ ď αpHq;

A monoton konvergencia tételből
ż

H

hdµ mkt
“ lim

ż

H

gndµ ď αpHq.

(4) Van olyan f P Φ, amelyre
ş

X
fdµ “ s. Avagy, a szuprémum maximum is.

Biz. Vegyünk egy olyan g1, g2, . . . P Φ sorozatot, amelyre
ş

X
gndµ Ñ s, és

legyen
fn “ maxpg1, . . . , gnq P Φ. Ekkor 0 ď gn ď fn ď fn`1; legyen f “ lim fn. Ekkor
ş

X
gndµ ď

ş

X
fndµ ď s; a rendőr-elv miatt

ş

X
fndµ Ñ s. A monoton konvergencia

tétel miatt
ş

X
fdµ “ lim

ş

X
fndµ “ s.

(5) s “ αpXq.
Biz: indirekt. tegyük fel, hogy s ă α. Ekkor van olyan ε ą 0 amire ε ¨µpXq ă

αpXq ´ s “ αpXq ´
ş

X
fdµ.

Legyen

φpHq “ αpHq ´

ż

H

pf ` εqdµ “ αpHq ´

ż

H

fdµ ´ ε ¨ µpHq.

Ekkor φ előjeles mérték, φ ! µ és φpXq ą 0.
Legyen φ Hahn-felbontása X “ P Y N . Ekkor tehát bármely H Ă P esetén

φpHq ě 0, azaz
ş

H
pf ` εqdµ ď αpHq.

Mivel φpXq ą 0, ezért φpP q ą 0; viszont φ ! µ miatt ebből következik, hogy
µpP q ą 0.
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Legyen most g “ f ` ε ¨ χP . Ez a függvény Φ-beli, mert bármely H P M-re
ż

H

gdµ “

ż

HXN

fdµ `

ż

HXP

pf ` εqdµ ď αpH X Nq ` αpH X P q “ αpHq.

Ugyanakkor
ż

X

gdµ “

ż

X

fdµ ` ε ¨ µpP q ą

ż

X

fdµ “ s,

ellentmondás.
(6) Ha

ş

X
fdµ “ s, akkor minden H-ra αpHq “

ş

H
fdµ.

Biz. φpHq “ αpHq ´
ş

H
fdµ ě 0 mérték, de φpXq “ 0, tehát φ “ 0.

I.b eset: α véges előjeles mérték.
Vegyük α Jordan-felbontását: α “ π ´ ν, végesek. Mivel π, ν ! α ! µ, a

pozitív és negatív variációnak is létezik Radon–Nikodym deriváltja.
I.c eset: α véges komplex mérték.
Az α valós és képzetes része is véges, abszolút folytonos mérték, van Radon–

Nikodym deriváltjuk.
Egyértelműség:
Elég a valós esetre. Ha f és g is Radon–Nikodym derivált, akkor legyen A “

Xpf ą gq és B “ Xpf ă gq. Ekkor
ż

A

pf ´ gqdµ “

ż

A

fdµ ´

ż

A

gdµ “ αpAq ´ αpAq “ 0;

A baloldalon az integrandus pozitív; az integrál csak úgy lehet 0, ha µpAq “ 0.
Hasonlóan látjuk, hogy µpBq “ 0. Így hát f “ g µ-m.m.

II.a eset: α előjeles, és σ-véges.
Legyen α Jordan-felbontása α “ π ´ ν.
Osszuk fel a teret diszjunkt cellákra: X “

Ť

Xn úgy, hogy minden cellán α és
µ is véges. Mindegyik Xn cellán van π-nek és ν-nek is Radon–Nikodym deriváltja;
legyenek ezek

gn “
d π|Xn

dµ|Xn

és hn “
d ν|Xn

dµ|Xn

;

ezekből készítsünk egy-egy nagy közös g, illetve h függvényt, amelynek a cellákra
vett megszorításai a RND-k:

gpxq “ gnpxq ha x P Xn; hpxq “ hnpxq ha x P Xn.

Azt állítjuk, hogy f “ g ´ h jó lesz.
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Bármely H-ra

πpHq “

8
ÿ

n“1
πpH X Xnq “

8
ÿ

n“1

ż

HXXn

gndµ “

8
ÿ

n“1

ż

HXXn

gdµ “

ż

H

gdµ

és ugyanígy
νpHq “

ż

H

hdµ.

A πpXq és νpXq közül az egyik véges, ezért g és h közül valamelyik µ-m.m. véges,
ezért

αpHq “ πpHq ´ νpHq “

ż

H

gdµ ´

ż

H

hdµ “

ż

H

pg ´ hqdµ “

ż

H

fdµ.

Egyértelműség: az f µ-majdnem egyértelmű mindegyik cellán, tehát a meg-
számlálható sok cellán együtt is.

II.b eset: α komplex, σ-véges.
Külön-külön létezik és m. egyértelmű a valós és a képzetes rész Radon–

Nikodym deriváltja.
III. eset: α nem σ-véges.
Feltehetjük, hogy αpXq “ 8 (a másik eset a ´8 lenne). Azt állítjuk, hogy X

felbontható két részre: X “ S Y V úgy, hogy S-en α σ-véges, a V részhalmazain
pedig αpHq “ 8 ha µpHq ą 0.

A teret felcellázzuk olyan cellákra, amelyeken µ véges; vegyük észre, hogy az
állításunkat elég egy cellára igazolni. Tehát azt is feltehetjük, hogy µpXq véges.

Minden n-re legyen φn “ α´n ¨µ; ez előjeles mérték, a Hahn-felbontása legyen
X “ Pn YNn. A definíció miatt φn`1 ď φn, így Pn`1 Ă Pn és Nn`1 Ą Nn. Legyen
S “

Ť

Nn és V “
Ş

Pn.
Mivel 0 ě φnpNnq “ αpNnq ´ n ¨ µpNnq, ezért ´8 ă αpNnq ď n ¨ µpNnq ă 8

vagyis αpNnq véges. Ezért α valóban σ-véges S-en.
Ha H Ă V “

Ş

Pn és µpHq ą 0, akkor minden n-re H Ă Pn; akkor φnpHq ě 0,
αpHq ě n ¨ µpHq. Ez minden n-re igaz, tehát αpHq “ 8.

Ezek után a Radon–Nikodym deriváltat előállíthatjuk a σ-véges S részen úgy
mint eddig, a V halmazon pedig legyen f “ 8.

Egyértelműség: az S-en az egyértelműséget már tudjuk; azt kell igazolni, hogy
a V halmazon csak a (µ-m.m.) konstans 8 lehet a RND. Legyen tehát f RND
a V halmazra megszorítva; ekkor tehát minden H Ă V és µpHq ą 0 esetén
ş

H
fdµ “ 8.
Legyen Vn “ V pf ď nq. Mivel αpVnq “

ş

Vn
fdµ ď µpVnq ¨n ă 8 véges, ez csak

úgy lehet, ha µpVnq “ 0. De ekkor a V pf ă 8q “
Ť

Vn halmaz µ-nullmértékű.
Tehát a V halmazon f “ 8 µ-m.m.
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23.1 Tétel

Legyenek α ! β (pozitív) mértékek pX,Mq-en, g “ dα
dβ , és f integrálható

X-en. Ekkor
ż

X

f dα “

ż

X

fg dβ.

Bizonyítás. Ha f egyszerű függvény, akkor trivi, majd monoton konvergencia.

Megjegyzés. A Radon-Nikodym derivált formulájának megjegyzési módja ugyan-
az, mint a helyettesítéses integrálásnál:

ż

X

f dα “

ż

X

f ¨
dα
dβ ¨ dβ.

Lemma

Legyen pX,M, µq mérték, f mérhető függvény, amelyre létezik
ş

X
fdµ. Ek-

kor a ϑpHq “
ş

H
fdµ előjeles/komplex mérték totális variációja

τpHq “

ż

H

|f |dµ.

Bizonyítás. Trivi, hogy bármely H Ă X-re

ˇ

ˇϑpHq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

H

fdµ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ż

H

|f |dµ.

A másik irányhoz vegyünk egy n ě 4 egészt, és k “ 1, . . . , n esetén legyen
Ak “

!

x P H : 2πpk´1q

n
ď arg fpxq ă 2πk

n

)

.

τpHq ě

n
ÿ

k“1

ˇ

ˇϑpAkq
ˇ

ˇ “

n
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

Ak

fdµ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

n
ÿ

k“1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

e´ 2πki
n

ż

Ak

fdµ
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ě

n
ÿ

k“1
Re

ˆ

e´ 2πki
n

ż

Ak

fdµ
˙

“

“

n
ÿ

k“1

ż

Ak

Re
`

e´ 2πki
n f

˘

dµ ě

n
ÿ

k“1

ż

Ak

|f | cos 2π
n

dµ “ cos 2π
n

n
ÿ

k“1

ż

Ak

|f |dµ “ cos 2π
n

ż

H

|f |dµ.

Így hát
cos 2π

n

ż

H

|f |dµ ď τpHq ď

ż

H

|f |dµ,

és n Ñ 8-vel kész.
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Tétel

Ha ϑ komplex mérték pX,Mq-en, és a totális variációja τ , akkor van olyan
f függvény, amelyre |f | “ 1 és

ϑpHq “

ż

H

fdτ.

Bizonyítás. Legyen g “ dϑ
dτ , avagy ϑpHq “

ş

H
gdτ . Az előző lemma szerint

τpHq “
ş

H
|g|dτ , vagyis

ş

H
p|g| ´ 1qdτ “ 0 minden H-ra, ami azt jelenti, hogy

|g| “ 1 τ -mm. Ahol g nem egységnyi, ott tetszés szerint megváltoztathatjuk...

Definíció (előjeles/komplex mérték szerinti integrál)

Ha ϑ előjeles/komplex mérték és a totális variációja τ , akkor legyen
ż

H

fdϑ :“
ż

H

f
dϑ
dτ dτ.

Alternatív definícó: Ha ϑ előjeles mérték és a variációi π, ν, akkor
ż

H

fdϑ :“
ż

H

fdπ ´

ż

H

fdν.
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V. rész

Borel-mértékek differenciálása

Most Rp-beli lokálisan véges előjeles Borel-mértékeket fogunk deriválni.

24. Differenciálbázisok; előjeles mérték de-
riváltja

Differenciálbázis. Alsó és felső deriváltak. Szimmetrikus, közönséges és erős deri-
vált.

Definíció (differenciálbázis)

Legyen G Ă Rp nyílt, B “ BpGq. A D Ă Gˆ B halmaz differenciálbázis, ha
minden pa,Aq P D esetén A korlátos, λpAq ą 0, és a P G és ε ą 0 esetén
létezik olyan pa,Aq P D, amelyre A Ă Bpa, εq.
A D differenciálbázis reguláris, ha minden a P G P D-hez van olyan ϱpaq ą 0
sűrűség, hogy minden pa,Aq-ra van olyan r, hogy AzBpa, rq nullmértékű és
λpAq ě ϱpaq ¨ λpBpa, rqq, vagyis ha vesszük a legkisebb, az A-t majdnem
tartalmazó gömböt, akkor az A a gömbnek legalább a ϱpaq részét kitölti.
A D differenciálbázis egyenletesen reguláris, ha a ϱpxq függvény konstans.
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Definíció (differenciálbázis szerinti derivált)

Legyen ϑ előjeles Borel-mérték G-n, D differenciálbázis.

• A ϑ D szerinti alsó deriváltja az a P G pontban

DDϑpaq “ lim
rÑ0`

inf
"

ϑpAq

λpAq
: pa,Aq P D, A Ă Bpa, rq

*

,

illetve

• a ϑ D szerinti felső deriváltja az a P G pontban

DDϑpaq “ lim
rÑ0`

sup
"

ϑpAq

λpAq
: pa,Aq P D, A Ă Bpa, rq

*

.

• Azt mondjuk, hogy a D bázis differenciálja ϑ-t az a pontban, ha az alsó
és a felső derivált egyenlő és véges. Ilyenkor DDϑpaq-val is jelöljük.
Ezzel ekvivalensen, a D bázis differenciálja ϑ-t az a pontban, és a
derivált értéke DDϑpaq “ b P R, ha

@ε ą 0 Dr ą 0 @pa,Aq P D, A Ă Bpa, rq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ϑpAq

λpAq
´ b

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε.

• Egy ϑ komplex mérték akkor differenciálható, ha a valós és a kép-
zetes része is differenciálható, és persze DDϑpaq “ DDpReϑpaqq ` i ¨

DDpImϑpaqq. A komplex mértékek definícióját az előző képlettel is
definiálhatjuk.

Példák. 1. Legyen ϑ egydimenziós Lebesgue-Stieltjes mérték, aminek az elosz-
lásfüggvénye F .

A D1 “ tpa, ra, a ` rqq : a P G, r ą 0u bázis szerinti derivált

DD1ϑpaq “ lim
rÑ`0

ϑ
`

ra, a ` rq
˘

λ
`

ra, a ` rq
˘ “ lim

rÑ`0

F pa ` rq ´ F paq

r
“ F 1

pa ` 0q;

a D2 “ tpa, ra ´ r, aqq : a P G, r ą 0u bázis szerinti derivált

DD2ϑpaq “ lim
rÑ`0

ϑ
`

ra ´ r, aq
˘

λ
`

ra ´ r, aq
˘ “ lim

rÑ`0

F paq ´ F pa ´ rq

r
“ F 1

pa ´ 0q;

a D3 “ D1 Y D2 bázis szerinti derivált F 1paq.
2. Szimmetrikus bázis: D “ tpa,Bpa, rqq : r ą 0u, a szimmetrikus bázis

szerinti derivált a szimmetrikus derivált.
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3. Kockabázis: D “ tpa,Qq : Q Q a tengelypárhuzamos, zárt kockau, ebből lesz
a közönséges derivált.

4. Téglabázis: D “ tpx, T q : T Q x tengelypárhuzamos, zárt téglau, ebből lesz
az erős derivált.

A szimetrikus és a kockabázis egyenletesen reguláris, a téglabázis nem reguláris.

Megjegyzés. Bár természetes lenne, de a differenciálbázis definíciójában nem
kötjük ki, hogy az a pont benne legyen a halmazban; például a D2 “ ta, ra´ r, aq :
a P G, r ą 0u differenciálbázisban a halmazok nem tartalmazzák az a pontot.

Lemma

Dpϑ1 ` ϑ2q ď Dϑ1 ` Dϑ2

Dpϑ1 ` ϑ2q ě Dϑ1 ` Dϑ2

Ha ϑ1 és ϑ2 is differenciálható a D bázisban, akkor

Dpϑ1 ` ϑ2q “ Dϑ1 ` Dϑ2.

Bizonyítás. A lim sup szub-, illetve a lim inf szuperadditivitásából következik

A továbbiakban D a szimmetrikus bázis, a legtöbb helyen nem is fogjuk kiírni.
Sőt, egy darabig csak pozitív mértéket (ami majd a ϑ totális variációja lesz) fogjuk
deriválni.

Először is azt fogjuk megmutatni, hogy Borel-mértékek deriváltjai Borel-mérhető
függvények.

Lemma

Ha µ ě 0 Borel-mérték G-n, és 0 ă t ď 8 rögzített, akkor az

f tpxq “ sup
"

µpBpx, rqq

λpBpx, rqq
: 0 ă r ă t

*

függvény a.f.f., az

gtpxq “ inf
"

µpBpx, rqq

λpBpx, rqq
: 0 ă r ă t

*

függvény f.f.f., ezért mindkettő Borel-mérhető.

Bizonyítás. (a) Rögzítsünk egy a P G pontot és egy c ă f tpaq számot tetszőle-
gesen.

Vegyünk egy olyan c1-et, amelyre c ă c1 ă f tpaq. Ehhez létezik olyan A “
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Bpa, rq úgy, hogy r ă t és µpAq

λpAq
ą c1.

Ha δ ď t´r
2 és x P Bpa, δq, akkor Bpa, rq Ă Bpx, r`δq Ă Bpa, r`2δq Ă Bpa, tq,

f tpxq ě
µpBpx, r ` δqq

λpBpx, r ` δqq
ě

µpBpa, rqq
`

r`δ
r

˘p
λpBpa, rqq

ą

ˆ

r

r ` δ

˙p

c1 ą c,

az utolsó előtti egyenlőtlenség akkor igaz, ha δ elég kicsi.
Tehát bármely c ă f tpaq esetén van olyan kicsi δ ą 0, hogy a Bpa, δq környe-

zetben f t ą c. Vagyis az f t függvény a.f.f.
(b) Ugyanígy, vegyünk egy a P G pontot és egy c ą gtpaq számot tetszőlegesen,

majd ezekhez egy c1-et, amelyre c ą c1 ą gtpaq. Ehhez létezik olyan A “ Bpa, rq

úgy, hogy r ă t és µpAq

λpAq
ă c1.

Ha δ ă r és x P Bpa, δq, akkor Bpx, r ´ δq Ă Bpa, rq Ă Bpa, tq, és

gtpxq ď
µpBpx, r ´ δqq

λpBpx, r ´ δqq
ď

µpBpa, rqq
`

r´δ
r

˘p
λpBpa, rqq

ă

ˆ

r

r ´ δ

˙p

c1 ă c,

az utolsó egyenlőtlenség most is csak elég kicsi δ esetén igaz.
Tehát bármely c ą gtpaq esetén van olyan kicsi δ ą 0, hogy a Bpa, δq környe-

zetben gt ă c. Vagyis a gt függvény f.f.f.

Lemma

Ha µ ě 0 Borel-mérték G-n, akkor Dµ és Dµ Borel-mérhető.

Bizonyítás. Az előző lemma jelöléseivel

Dµpxq “ lim
tÑ`0

f tpxq “ lim
nÑ8

f 1{n
pxq és Dµpxq “ lim

tÑ`0
gtpxq “ lim

nÑ8
g1{n

pxq,

ahol f tpxq illetve gtpxq az előző lemma szerint a.f.f. illetve f.f.f., tehát Borel-
mérhetőek, és Borel-mérhetők pontonkénti limesze is Borel-mérhető.
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25. A maximális operátor tétele
Maximális operátor. A maximális operátor, az alsó és a felső derivált mérhetősége.
A maximális operátor tétele. Lokálisan véges mérték alsó és felső deriváltja m.m.
véges.

Definíció (maximális operátor, maximális függvény)

Legyen ϑ előjeles vagy komplex Borel-mérték, a totális variációja τ , és legyen
0 ă t ď 8. Ekkor legyen

M tϑpxq “ sup
"

τpBpx, rqq

λpBpx, rqq
: 0 ă r ă t

*

.

Ha t “ 8, akkor a jelölésből elhagyhatjuk a t indexet: Mϑ. Ha ϑ az
f függvény integrálja, akkor írhatjuk azt is, hogy M tf vagy Mf . Vagyis

Mfpxq “ sup
#
ş

Bpx,rq
|f |dλ

λpBpx, rqq
: 0 ă r

+

Az M t neve maximális operátor (mert mértékhez vagy függvényhez rendel
függvényt), az M tϑ a maximális függvény.

Triviális, hogy ha ϑ előjeles mérték, akkor ´Mϑ ď Dϑ ď Dϑ ď Mϑ (lim inf
és lim sup az inf és sup között van).

Lemma

Az M tϑ maximális függvény a.f.f., tehát Borel-mérhető.

Bizonyítás. A 24 lemma első fele a τ mértékre.

Lemma

Véges sok gömb közül kiválaszthatóak páronként diszjunktak úgy, hogy
a háromszorosuk az összes gömböt fedje (A Bpa, rq gömb háromszorosa
3Bpa, rq “ Bpa, 3rq).

Bizonyítás. Legyen a gömbök B1, . . . , Bn sorrendje olyan, hogy r1 ě . . . ě rn ą 0
A gömbök közül kiválasztunk néhányat, amelyek páronként diszjunktak. Mo-

hón, a gömbök mindegyikét sorban vagy kiválasztjuk, vagy nem. A B1-et kivá-
lasztjuk. A B2-t akkor választjuk ki, ha nem metszi B1-et. Ha a B1, . . . , Bk´1
gömbökről már eldöntöttük, hogy kiválasztjuk-e: a Bk gömböt akkor választjuk
ki, ha nem metszi egyik korábban kiválasztott gömböt sem.

Legyenek a kiválasztott gömbök Bi1 , . . . , BiN ; ezek páronként diszjunktak. Azt
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állítjuk, hogy a 3-szorosra nagyított Bpxi1 , 3ri1q, . . . , pxiN , 3riN q gömbök lefedik
Ťn
i“1 Bi-t. Vegyünk egy tetszőleges x P

Ťn
i“1 Bi pontot; ezt valamelyik Bk gömb

lefedi. Ha Bk kiválasztott gömb, akkor ennek 3-szoros nagyítása is fedi x-et. Ha
Bk nem kiválasztott, akkor belemetsz egy nála korábban kiválasztott, tehát egy
nála nem kisebb kiválasztott gömbbe: legyen ez Bj, és legyen y a Bk és Bj gömbök
egy közös pontja. Ekkor |x´xj| ď |x´xk|`|xk´y|`|y´xj| ă rk`rk`rj ď 3rj,
így x P Bpxj, 3rjq.

Lemma (A maximális operátor tétele)

Ha ϑ véges előjeles vagy komplex mérték a G Ă Rp halmazon, és t ą 0,
akkor

λpMϑ ą tq ď
3pτpGq

t
.

Bizonyítás. Ha K Ă GpMϑ ą tq kompakt, akkor minden x P K-hoz van olyan
r “ rpxq sugár, amelyre τpBpx,rqq

λpBpx,rqq
ą t.

Ť

xPK Bpx, rpxqq lefedi K-t; a kompaktság
miatt kiválasztható közülük egy véges fedés; ezt a sugarak szerint csökkenő sor-
rendbe tesszük. Tehát vannak olyan x1, . . . , xn P K pontok és r1 ě . . . ě rn ą 0
sugarak, avagy Bk “ Bpxk, rkq gömbök, amelyek fedik K-t.

Ezek után alkalmazzuk az előző lemmát a gömbökre, kapunk olyan diszjunkt
Bi1 , . . . , BiN gömböket, amelyekre K Ă

ŤN
k“1 3Bik . Tehát

λpKq ď

N
ÿ

k“1
λpBpxik , 3rikqq “ 3p

N
ÿ

k“1
λpBpxik , rikqq ă 3p

N
ÿ

k“1

τpBpxik , rikqq

t
ď

3pτpGq

t
.

Ez minden kompakt K Ă G-re igaz, tehát a Lebesgue-mérték regularitása
miatt a GpMϑ ą tq halmazra is.

Következmény

Ha ϑ lokálisan véges, akkor Dϑ és Dϑ is λ-m.m. véges.

Bizonyítás. AG felbomlik megszámlálható sok olyanG1, G2, . . . gömbre, amelyen
τ véges. Legyen ϑnpHq “ ϑpH XGnq; ez egy véges előjeles mérték; az Gn gömbön
belül ϑ és ϑn alsó és felső deriváltja megegyezik.

Mivel ´Mϑn ď Dϑn ď Dϑn ď Mϑn, bármely t ą 0 esetén

λp|Dϑn| “ 8q ď λpMϑn “ 8q ď λpMϑn ą tq ď
3pτnpGq

t
.

Az t Ñ 8 határátmenetből
λp|Dϑn| “ 8q “ 0.

A Gn belsejében tehát Dϑ m.m. véges, tehát a gömbök unióján is.
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26. Borel-mértékek differenciálása
Lokálisan véges Borel-mérték akkor és csak akkor szinguláris, ha a deriváltja m.m.
0. Lebesgue-pont. Abszolút folytonos mérték m.m. differenciálható, és a deriváltja
megegyezik a Radon–Nikodym deriválttal. Mérhető burok. Alsó és felső sűrűség.
Sűrűségi tétel. [Petruska, 100–105. o.]

Lebesgue-pontok

Definíció

Legyen H Ă Rp, f : H Ñ R vagy f : H Ñ C mérhető. Az x0 P intH pont
az f függvénynek Lebesgue-pontja, ha

lim
rÑ0`

ş

Bpx0,rq
|f ´ fpx0q|dλ

λpBpx0, rqq
“ 0.

Trivi, hogy minden folytonossági pont Lebesgue-pont.

Definíció

Az f függvényt lokálisan integrálhatónak nevezzük H-n, ha minden pontnak
van olyan környezete, amelyen az integrál véges, vagy ezzel ekvivalensen,
minden K Ă H kompakt halmazon az integrál véges.

Tétel

Ha f lokálisan integrálható H-n, akkor H m.m. belső pontja Lebesgue-
pontja H-nak.

Bizonyítás. A H-t lefedhetjük olyan gömbökkel, amelyeken f integrálható, így
elég integrálható f -re bizonyítani, vagyis f P L1 esetén.

Rögzítsünk két pozitív egészt, k-t és m-et.
Az integrálható függvények terében sűrűn vannak az olyan "szép" függvények,

amelyek véges sok téglalapon konstansok, azokon kívül az értékük 0. Legyen g
egy olyan szép függvény, amelyre

ş

G
|f ´ g|dλ ă 1

k
, és legyen h “ f ´ g; ekkor

tehát
ş

G
|h|dλ ă 1

k
.

Ha egy x pont nem esik egyik téglalap határára sem, akkor x egy kis környe-
zetében g konstans, és így

ż

Bpx,rq

|f ´ fpxq|dλ “

ż

Bpx,rq

|h ´ hpxq|dλ ď

ż

Bpx,rq

`

|h| ` |hpxq|
˘

dλ,
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ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ď |hpxq| `

ş

Bpx,rq
|h|dλ

λpBpx, rqq
ď |hpxq| ` Mhpxq,

lim sup
rÑ0`

ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ď |hpxq| ` Mhpxq.

Ha az x pontban lim suprÑ0`

ş

Bpx,rq
|f´fpxq|dλ

λpBpx,rqq
ą 1

m
, akkor ott |hpxq| és Mhpxq va-

lamelyike legalább 1
2m . Ezért

λ

˜

lim sup
rÑ0`

ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ą

1
m

¸

ď λ

ˆ

|h| ą
1

2m

˙

` λ

ˆ

Mh ą
1

2m

˙

ď

ď

ş

|h|dλ
1{2m `

3p
ş

|h|dλ
1{2m “ 2mp1 ` 3pq

ż

G

|h|dλ ă
2mp1 ` 3pq

k
.

Ebből k Ñ 8, majd m Ñ 8 határátmenettel

λ

˜

lim sup
rÑ0`

,

ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ą

1
m

¸

“ 0,

λ

˜

lim sup
rÑ0`

,

ş

Bpx,rq
|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq
ą 0

¸

“ 0.

19

Derivált és Radon–Nikodym derivált

Lemma

Ha µ ě 0 lok. véges, szinguláris Borel-mérték, akkor Dµ “ 0 m.m.

Bizonyítás. A 25. következményhez hasonlóan elég zárt gömbök belsejére bizo-
nyítani, ezért az is feltehető, hogy µ véges.

Rögzítsünk két pozitív egészt, k-t és m-et.
Legyen H a β egy Lebesgue-nullmértékű tartója. A µ lok. véges Borel-mérték,

tehát reguláris; van olyan K Ă H kompakt halmaz, amelyre µpGzKq ă 1
k
.

Legyen ϑpAq “ µpAzKq; ekkor persze ϑ totális variációja µpAzKq. A K
komplementuma nyílt, ezen ϑ és µ alsó és felső deriváltja ugyanaz, tehát Dϑ “ Dµ
és Dϑ “ Dµ λ-m.m.

Ezek után

λ

ˆ

Dµ ą
1
m

˙

“ λ

ˆ

Dϑ ą
1
m

˙

ď λ

ˆ

Mϑ ą
1
m

˙

ď
3pµpGzKq

1{m
ă

3pm
k
.
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k Ñ 8 majd m Ñ 8,
@m λ

ˆ

Dµ ą
1
m

˙

“ 0

λ
`

Dµ ą 0
˘

“ 0.

Következmény

Legyen D reguláris differenciálbázis, β lok. véges, szinguláris előjeles vagy
komplex mérték. Ekkor DDβ “ 0 λ-m.m.

Bizonyítás. 1. eset: β ě 0 mérték. Ha px0, Aq P D, A Ă Bpx0, rq és λpAq ą

ρ ¨ λpBpx0, rqq, akkor
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

βpAq

λpAq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
βpBpx0, rqq

ϱ ¨ λpBpx0, rqq
Ñ

1
ϱ
Dµpx0q “ 0 m.m. x0-ra.

2. eset: β előjeles mérték, a Jordan-felbontása π ´ ν. Az előző rész szerint
Dπ “ Dν “ 0 m.m.

3. eset: β komplex mérték. Ekkor DpRe βq “ DpIm βq “ 0 m.m.

26.1 Tétel (Mértékek differenciálásának fő tétele)

Legyen D reguláris differenciálbázis, ϑ lok. véges előjeles vagy komplex
mérték, a Lebesgue-felbontása ϑ “

ş

fdλ ` β. Ekkor DDϑ “ f λ-m.m.

Bizonyítás. Legyen α “
ş

fdλ; megmutatjuk, hogy az f minden Lebesgue-
pontjában Dα “ f . Mivel Dβ “ 0 m.m., ez elég is.

Legyen tehát x0 Lebesgue-pont, és 0 ă ρ “ ρpx0q ď 1 a differenciálbázis
regularitásában szereplő arány. Ha A Ă Bpx0, rq és λpAq ą ρ ¨ λpBpx0, rqq, akkor
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

αpAq

λpAq
´ fpx0q

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ş

A
pf ´ fpx0qqdλ

λpAq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

ş

A
|f ´ fpx0q|dλ

λpAq
ď

ş

Bpx0,rq
|f ´ fpx0q|dλ

ρ ¨ λpBpx0, rqq
Ñ 0.

26.2 Tétel

Egy β lok. véges előjeles vagy komplex mérték akkor és csak akkor szingu-
láris, ha Dβ “ 0 λ-m.m.
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27. A sűrűségi tétel

Definíció

H Ă Rp-nek A mérhető burka, ha A P LpRpq, A Ą H és p˚q minden B P

LpRpq, B Ą H-ra λpAzBq “ 0, avagy, minden B P LpRpq, H Ă B Ă A-ra
λpAzBq “ 0.

Lemma

1. Minden halmaznak létezik mérhető burka; még Gδ is.
2. Ha M1 és M2 is mérhető burok, akkor λpM1△M2q “ 0.
3. Ha M mérhető burok és A mérhető, akkor M XA mérhető burka H XA-
nak.

Bizonyítás. 1. Tekintsünk egy tetszőleges H Ă Rp halmazt; ehhez konstruálunk
mérhető burkot.

Osszuk fel a teret korlátos kockákra: Rp “
Ť8

n“1 Kn, és legyen a H halmaznak
az n-edik kockába eső része Hn “ H X Kn .

Vegyünk minden k-hoz és n-hez egy olyan Gn,k nyílt halmazt, ami 1{k-nál
pontosabban fedi a Hn halmazt: Hn Ă Gn,k, λpGn,kq ă λpHXKnq ` 1

k
. Ezek után

legyen

Mn “

8
č

k“1
Gn,k, M “

8
ď

n“1
Mn.

Azt állítjuk, hogy M mérhető burka H-nak. Az trivi, hogy M is mérhető, Mn Ą

Hn és M Ą H.
A p˚q ellenőrzéséhez vegyünk egy tetszőleges B Ą H mérhető halmazt. A Kn

kockában Hn Ă B X Mn Ă Mn, ezért minden k-ra

λpHnq ď λpB X Mnq ď λpMnq ď λpGn,kq ă λpHnq `
1
k

;

A k Ñ 8 határátmenetből

λpB X Mnq “ λpMnq “ λpHnq,

a kettő különbségéből λpMnzBq “ 0, végül

λpMzBq “

8
ÿ

n“1
λpMnzBq “ 0.

Ez így még nem feltétlenül Gδ, de a regularitás miatt vehetjük a mérhető burok
Gδ burkát.
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2. Mivel M1 és M2 Ą H, a mérhető burok definíciójából λpM2zM1q “ 0. Az
M1,M2 felcserélésével λpM1zM2q “ 0.

3. Az világos, hogy M X A mérhető és tartalmazza H X A-t; ismét csak p˚q-t
kell ellenőrizni. Tegyük fel, hogy B mérhető és B Ą H XA. Mivel B fedi a H XA
halmazt, Az M pedig a teljes H halmazt, H-nak nem lehet eleme az pM XAqzB
atomban:

Akkor viszont H-t fedi az Mz
`

pM X AqzB
˘

, és így, mivel M mérhető burka
H-nak,

λ
´

pM X AqzB
¯

“ 0.

Definíció

Legyen H Ă Rp, a mérhető burka M , és tekintsük a µpAq “ λpA X Hq “

λpA X Mq mértéket. A H halmaz alsó és felső sűrűsége az x P Rp pontban

dpx,Hq “ Dµpxq “ lim sup
rÑ0`

λpBpx, rq X Hq

λpBpx, rqq
,

illetve
dpx,Hq “ Dµpxq “ lim inf

rÑ0`

λpBpx, rq X Hq

λpBpx, rqq
,

sűrűsége

dpx,Hq “ Dµpxq “ lim
rÑ0`

λpBpx, rq X Hq

λpBpx, rqq
.

Az x a H-nak sűrűségi pontja, ha dpx,Hq “ 1.

Tétel (Lebesgue-féle sűrűségi tétel)

(a) m.m. x P H sűrűségi pont.
(b)H akkor és csak akkor Lebesgue-mérhető, ha m.m. x R H-ra dpx,Hq “ 0.

Bizonyítás. (a) Legyen M mérhető burka H-nak és f “ χM . Ekkor µpAq “

λpA X Mq “
ş

A
fdλ. Ezért Dµ “ χM m.m.; speciálisan m.m.x P H Ă M -re

Dµpxq “ 1.
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(b) Legyen N az RpzH mérhető burka, νpAq “ λpA X Nq és g “ χN .
Ha H mérhető, akkor lehet M “ H és N “ RpzH, és a két sűrűség is komple-

mentere egymásnak.
Ha H nem mérhető, akkor λpM X Nq ą 0. Ugyanis RpzN Ă H Ă M , vagyis

H két mérhető halmaz közé esik, ezek különbsége nem lehet nullmértékű. A
különbség viszont éppen M X N . A metszet pontjaiban H sűrűsége 1 m.m.
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28. Abszolút folytonos függvények
Abszolút folytonos függvény. A Lipschitz-tulajdonság, az abszolút folytonosság és
a folytonosság kapcsolata. Monoton növő függvény abszolút folytonosságának át-
fogalmazása a megváltozásból származó mértékkel és Radon–Nikodym deriválttal.

Most azzal fogunk játszani, hogy a Borel-mértékek differenciálásáról szóló té-
teleinket átírjuk az eloszlásfüggvényeikre.

Definíció (abszolút folytonos függvény)

• Egy f : ra, bs Ñ R függvényt abszolút folytonosnak mondunk, ha min-
den ε ą 0-hoz van olyan δ ą 0, hogy bármely n és a ď x1 ă y1 ď x2 ă

y2 ď . . . ď xn ă yn ď b,
ř

pyi ´ xiq ă δ esetén
ř

|fpyiq ´ fpxiq| ă ε.

• Egy I nyílt intervallumon értelmezett függvényt abszolút folytonosnak
mondunk, ha minden ra, bs Ă I intervallumon abszolút folytonos.

Trivialitás

F Lipschitz ñ F abszolút folytonos ñ F folytonos.

2 Lemma. Legyen I Ă R intervallum, F : I Ñ R monoton növő, φF a megválto-
zásából származó Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:

(1) F abszolút folytonos.
(2) A φF mérték abszolút folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.
(3) Van olyan f ě 0 mérhető függvény, aminek F integrálfüggvénye, és f “ F 1

m.m.

20
Bizonyítás. p1q ùñ p2q: Tekintsünk egy tetszőleges N Ă I nullmértékű halmazt;
azt kell igazolnunk, hogy φF pNq “ 0. A φF reguláris, ezért elég ezt az N kompakt
részeire igazolni. Legyen tehát K Ă I kompakt, λpKq “ 0. A K benne van egy
ra, bs Ă I intervallum belsejében: K Ă pa, bq Ă ra, bs Ă I.

Tetszőleges ε-hoz vegyünk egy, az (1) tulajdonságnak megfelelő δ-t. Fedjük
le K-t nyílt intervallumokkal, amelyek Lebesgue-összmértéke δ-nál kisebb. Ebből
válasszunk ki egy véges fedést. A fedésben lehetnek többszörösen fedett részek,
de a fedés uniója mindenképpen véges sok diszjunkt relatív nyílt intervallumból
áll; legyenek ezek px1, y1q, . . . , pxn, ynq. A fedés Lebesgue-mértéke

n
ÿ

i“1
pyi ´ xiq ă δ,
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a (3) tulajdonság alapján

φF pKq ď

n
ÿ

i“1
φF

`

pxi, yiq
˘

ď

n
ÿ

i“1
φF

`

F pyiq ´ F pxiq
˘

ă ε.

Az ε Ñ 0 határátmenetből φF pKq “ 0.
p2q ùñ p3q: Először is φF ! λ, ezért minden pont mértéke 0, és ezért F

folytonos.
Legyen f “

dφF

dλ , ekkor tehát a F a f -nek integrálfüggvénye.
A D “

␣

rx, x ` rq, rx ´ r, xq : x P I, r ą 0
(

reguláris differenciálbázisban a 26
tétel szerint F 1 “ DDφF “ f m.m.

p3q ùñ p1q: Legyen ra, bs Ă I és ε ą 0 adott, ezekhez szeretnénk megfelelő
δ ą 0 számot találni.

Az f függvény integrálható ra, bs-n, ezért van olyan szép g : ra, bs Ñ r0,8q

függvény, amely tehát véges sok szakaszon konstans, és
ş

ra,bs
|f´g|dλ ă ε

2 . Legyen
K “ max g ` 1. Azt állítjuk, hogy δ “ ε

2K jó lesz.
Tekintsünk egy tetszőleges a ď x1 ă y1 ď x2 ă y2 ď . . . ď xn ă yn ď b

intervallumsorozatot, amelyre
řn
i“1pyi ´ xiq ă δ. Erre a sorozatra

n
ÿ

i“1

`

F pyiq ´ F pxiq
˘

“

n
ÿ

i“1

ż

rxi,yiq

fdλ ď

n
ÿ

i“1

ż

rxi,yiq

`

g ` |f ´ g|
˘

dλ ď

ď

n
ÿ

i“1

ż

rxi,yiq

Kdλ `

ż

ra,bs

|f ´ g|dλ ď

n
ÿ

i“1
Kpyi ´ xiq `

ε

2 ă Kδ `
ε

2 “ ε.

Megjegyzés. Nyílt intervallumon a terminológia nem egyértelmű. Sokan ott
is ugyanezt az epszilon-deltás tulajdonságot követelik meg, és lokálisan abszolút
folytonos-nak hívják azt, amit mi abszolút folytonosnak hívunk.

A https: // en. wikipedia. org/ wiki/ Absolute_ continuity Wikipédia ol-
dalon például az a definíció, hogy bármlyen I intervallumon f : I Ñ R ak-
kor abszolút folytonos, ha minden ε ą 0-hoz van olyan δ ą 0, hogy bármely
pa1, b1q, . . . , pan, bnq Ă I, páronként diszjunkt intervallumok és

ř

pyi ´ xiq ă δ
esetén

ř

|fpbiq ´ fpaiq| ă ε. Majd (hamisan) azt állítják, hogy ezzel ekvivalens,
hogy f 1 m.m. létezik, és f az f 1 integrálfüggvénye. Érdemes kipróbálni mondjuk
az fpxq “ x2 függvényre.
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29. Szinguláris függvények
Szinguláris függvény. Monoton növő függvény szingularitásának átfogalmazása a
megváltozásból származó mértékkel. Lebesgue-felbontás. Minden monoton függ-
vény m.m. differenciálható. Fubini-tétel monoton függvények összegének tagon-
kénti differenciálásáról. Newton–Leibniz formula.

Definíció

Legyen I Ă R intervallum. Egy F : I Ñ R függvényt szingulárisnak neve-
zünk, ha F 1 “ 0 m.m.

3 Lemma. Legyen I Ă R intervallum, F : I Ñ R monoton növő, φF a megválto-
zásából származó Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:

(1) F szinguláris.
(2) A φF mérték abszolút szinguláris a Lebesgue-mértékre nézve.

Bizonyítás. A 26 tételt akarjuk alkalmazni. Legyen D “
␣

rx, x ` rq, rx ´ r, xq :
x P I, r ą 0

(

és DφF ; Vegyük észre, hogy

φF prx ´ r, x ` rqq

2r ď max
ˆ

φF prx ´ r, xqq

r
,
φF prx, x ` rqq

r

˙

ď 2φF prx ´ r, x ` rqq

2r .

Az r Ñ `0 határátmenetből

0 ď DφF pxq ď F 1
pxq ď F 1pxq ď 2DφF pxq.

Ezért F szinguláris ô F 1 “ 0 m.m. ô DφF “ 0 m.m. ô φF szinguláris.

Megjegyzés. Itt sem egyértelmű a terminológia. Van, aki csak folytonos függ-
vényekre definiálja a szingularitást, itten kezdve baj lesz a Lebesgue-felbontással.
Van aki a konstans nulla függvényt nem hívja szingulárisnak, szerinte a szinguláris
függvények nem alkotnak vektorteret.

Példa. A cpxq Cantor-függvény folytonos, és szinguláris, nem abszolút folytonos.
(A függvényt definiáljuk úgy, hogy a p´8, 0s intervallumon 0, az r1,8q interval-
lumon konstans 1 legyen.) A cpxq a szinguláris Cantor-mérték eloszlásfüggvénye.

Végtelen sok szinguláris, folytonos mérték összegéből nyerhetünk szigorúan mo-
noton, folytonos, szinguláris függvényt: ha q1, q2, . . . a racionális számok egy fel-
sorolása, akkor az

F pxq “

8
ÿ

k“1

1
2k c

`

x ´ qk
˘

szingorúan monoton növő, az egyenletes konvergencia miatt folytonos, és szingulá-
ris is, mert φF megszámlálható sok szinguláris mérték összege. Szóval f folytonos,
monoton nő, és majdnem mindenhol 0 a deriváltja...
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Lebesgue-felbontás

Tétel (Lebesgue-felbontás)

Minden monoton növő függvény felbomlik egy abszolút folytonos és egy
szinguláris függvény összegére.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy F : I Ñ R monoton nő, x0 egy folytonossági pontja,
és legyen φF Lebesgue-felbontása φF “ α ` β.

Vegyük α-nak és β-nak egy-egy apxq, illetve bpxq eloszlásfüggvényét úgy, hogy
apx0q ` bpx0q “ fpx0q. Ekkor bármely x ą x0 folytonossági pontban

F pxq “ F px0q `φF prx0, xqq “ apx0q ` bpx0q `αprx0, xqq `βprx0, xqq “ apxq ` bpxq.

Az f szakadási pontajban b értékét megváltoztathatjuk úgy, hogy f “ a ` b
mindenhol teljesüljön.

Tétel

Ha F monoton, akkor m.m. differenciálható.

Bizonyítás. Az F abszolút folytonos és a szinguláris része is m.m. differenciál-
ható.

Tétel (Fubini)

Ha I Ă R intervallum, Fn : I Ñ R monoton növő és
ř

Fn minden pontban
konvergens, akkor

˜

8
ÿ

n“1
Fn

¸1

“

8
ÿ

n“1
F 1
n m.m.

Bizonyítás. Legyen az Fn megváltozásából származó LS mérték és ennek Lebesgue-
felbontása φn “ αn ` βn, az αn RN deriváltja fn ě 0, és legyen φ “

ř

φn,
α “

ř

αn (ami absz. folyt.) és β “
ř

βn (ami szinguláris).
Az S “

ř

Fn függvény a φ “ α` β mértéknek eloszlásfüggvénye, mert Spbq ´

Spaq “
ř
`

Fnpbq ´ Fnpaq
˘

“
ř

φn
`

ra, bq
˘

.

α “
ÿ

αn “
ÿ

ż

fndλ BL
“

ż
ˆ

ÿ

fn

˙

dλ,

vagyis φ abszolút folytonos részének Radon–Nikodym deriváltja
ř

fn. A 26. tétel
szerint

S 1
“

dφ
dλ “

ÿ

fn “
ÿ

F 1
n λ-m.m.
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Newton–Leibniz formula

Lemma

Ha F monoton nő, szinguláris és nem konstans, akkor van olyan pont, ahol
F 1 “ 8.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy F paq ă F pbq és legyen φF az F megváltozásából
kapott Lebesgue-Stieltjes mérték. Mivel φF szinguláris, ezért van olyan nullmér-
tékű H Ă ra, bs halmaz, amelyre φF pHq “ φF pra, bsq “ F pbq ´ F paq ą 0. Fedjük
le H-t nagyon kis összhosszússágú intervallumokkal. Ekkor valamelyikben nagy
lesz F meredeksége a két végpont között. Erre az intervallumra ugyanezt el-
játszva, majd ezt ismételgetve, az intervallumok metszetében kapunk egy pontot,
amelyben végtelen a felső derivált.

Tétel (Newton–Leibniz formula)

Ha F monoton nő, mindenhol differenciálható, akkor abszolút folytonos, és
F pbq ´ F paq “

ş

ra,bs
F 1dλ.
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Korlátos változású függvények
A korlátos változású függvényekre ezek könnyen kiterjeszthetőek. A továbbiakban
F lokálisan korlátos változású lesz.

Definíció

Legyen I Ă R intervallum, f : I Ñ R. Az f függvény lokálisan korlátos
változású, ha I minden kompakt részintervallumán korlátos változású.

Lemma

Egy f : I Ñ R függvény akkor és csak akkor lokálisan korlátos változású,
ha két mononton növő függvény különbsége.

Bizonyítás. Válasszunk egy x0 P I kezdőpontot, és legyen

gpxq “

#

V pf, rx0, xsq x ě x0

´V pf, rx, x0sq x ă x0
, hpxq “ gpxq ´ fpxq.

Következmény

Legyen F : I Ñ R (vagy F : I Ñ C), ekkor
F Lipschitz ñ F abszolút folytonos ñ F folytonos és lok. k.v.

Lemma

Ha F : I Ñ R (vagy F : I Ñ C) korlátos változású, akkor az F folytonossá-
gi intervallumain értelmezett φpra, bqq “ F pbq ´ F paq intervallumfüggvény
kiterjeszthető előjeles (komplex) Borel-mértékké.

Bizonyítás. Az F felbomlik két montoton növekvő függvény különbségére. Ezek-
ből egy-egy véges LS mértéket készíthetünk, ezek különbsége egy előjeles mérték,
ami az F megváltozásának kiterjesztése.

Következmény

Legyen I Ă R intervallum, F : I Ñ R lok. k.v, φF a megváltozásából
származó előjeles/komplex Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:
(1) F abszolút folytonos.
(2) A φF mérték abszolút folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.
(3) Van olyan f mérhető függvény, aminek F integrálfüggvénye, és f “ F 1

m.m.
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Következmény

Az F : I Ñ C lok.kv. függvény akkor és csak akkor szinguláris, ha az F
megváltozásából származó előjeles/komplex Lebesgue–Stieltjes mérték szin-
guláris.

Következmény

Minden lok. k.v. függvény felbomlik egy abszolút folytonos és egy szingu-
láris függvény összegére.

Következmény

Ha F lokásan korlátos változású, akkor m.m. differenciálható.
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VI. rész

Szorzatmértékek

30. Véges sok mértéktér szorzata
σ-additivitás két mértéktér direkt szorzatán. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel
(bizonyítás nélkül). Véges sok mértéktér szorzata. [Petruska, 121, 123–124. o.]

Két mértéktér szorzata
4 Lemma. Legyen pX,M, µq és pY,N , νq két mértéktér.

(a) A T “ tA ˆ B : A P M, B P N u, a "téglák" halmaza félgyűrű;
(b) A T félgyűrűn az αpA ˆ Bq “ µpAq ¨ νpBq halmazfüggvény σ-additív, σ-

szubadditív, és additív.

Bizonyítás. (a) Ahhoz, hogy T félgyűrű legyen, három dolog kell: H P T ,
bármely két tégla metszete tégla, és bármely két tégla különbsége előáll, mint
véges sok tégla diszjunkt uniója; mindhárom triviális. Az ábrán a T X U és T zU
felbontása látható.
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Az üres halmaz is tégla, például H ˆ H P T .
(b) Tegyük fel, hogy a T “ A ˆ B tégla felbomlik a Tn “ An ˆ Bn téglák

(n “ 1, 2, . . .) diszjunkt uniójára. Ekkor x P X, y P Y esetén

χApxq χBpyq “ χT px, yq “

8
ÿ

n“1
χTnpx, yq “

8
ÿ

n“1
χAnpxq χBnpyq.

Előbb x, majd y szerint integrálva,

µpAq χBpyq “

ˆ
ż

X

χApxq dµpxq

˙

χBpyq “

ż

X

χApxq χBpyq dµpxq “

ż

X

˜

8
ÿ

n“1
χAnpxqχBnpyq

¸

dµpxq
Beppo Levi

“

8
ÿ

n“1

ż

X

χAnpxqχBnpyqdµpxq “

8
ÿ

n“1
µpAnqχBnpyq

αpT q “ µpAq νpBq “

ż

Y

µpAq χBpyq dνpyq “

ż

Y

˜

8
ÿ

n“1
µpAnq χBnpyq

¸

dµpxq “

Beppo Levi
“

8
ÿ

n“1

ż

Y

µpAnqχBnpyqdµpxq “

8
ÿ

n“1
µpAnqνpBnq “

8
ÿ

n“1
αpTnq

tehát α tényleg σ-additív (és persze additív is).
A σ-szubadditivitás következik abból, hogy T félgyűrű: a szokott módon min-

den fedés kicserélhető diszjunkt téglákkal való fedésre, és elmetszhető a lefedett
téglával.

A 4. Lemma biztosítja mértékkiterjesztés feltételeit: az α téglafüggvény kiter-
jeszthető mértékké a téglák által generált σ-algebrára.

Definíció

Az pX,M, µq és pY,N , νq mértékterek szorzata a pZ,S, φq mértéktér, ahol
Z “ X ˆ Y , φα a lemmabeli α-hoz asszociált külső mérték a Z halmazon,
S a φα szerint mérhető halmazok rendszere, és φ az φα megszorítása S-re.
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Véges sok mértéktér szorzata
A lemma és a definíció minden nehézség nélkül kiterjeszthető n mértéktér szorza-
tára is.

Definíció

(véges sok mértéktér szorzata)
Ha pXk,Mk, µkq (k “ 1, 2 . . . , n) mértékterek, akkor T “ tA1 ˆ . . . ˆ An :
A1 P M1, . . . , An P Mnu a téglák félgyűrűje, ezen az αpA1 ˆ . . . ˆ Anq “

µ1pA1q ¨ . . . ¨ µnpAnq függvény σ-additív. A mértékterek szorzata pZ,S, φq,
ahol Z “ X1 ˆ . . .ˆXn halmazon, φα : Z Ñ r0,8s az α-hoz asszociált külső
mérték, S a φα szerint mérhető halmazok rendszere, és φ a φα megszorítása
S-re.

A σ-additivitásának bizonyítása ugyanúgy megy, mint a 4 lemmában, csak a
Beppo Levi tételt nem kétszer, hanem k-szor kell alkalmazni.

Példa. Ha µ a p-dimenziós, ν a q-dimenziós Lebesgue-mérték, akkor a szorzat
a pp ` qq-dimenziós Lebesgue-mérték. Ez majdnem triviális, a valamelyik mérték
szerint nullmértékű halmazokat kell egy kicsit diszkutálni: minden mérhető halmaz
egy Fσ halmaz és egy nullmértékű halmaz uniója stb.

A szorzatmérték szerinti integrál átírása több-
szörös integrállá

Tétel (Fubini)

Legyen a pZ,S, φq az pX,M, µq és pY,N , νq mértékterek szorzata, és f φ-
m.mérhető Z-n. Ha f (végesen) integrálható, vagy ha Z σ-véges és

ş

Z
fdφ

létezik, akkor
(a) µ-m.m. x-re létezik a gpxq “

ş

Y
fpx, yqdνpyq paraméteres integrál;

(b)
ş

X
gdµ “

ş

Z
fdφ, avagy

ż

Z

fpx, yqdφpx, yq “

ż

X

ˆ
ż

Y

fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq.

Megjegyzés. Az f ě 0 esetet szokás Tonelli-tételnek is nevezni.

Bizonyítás. A komplex értékű függvények esetében külön vehetjük a valós és a
képzetes részt, ezért elég csak a valós értékű függvényekre bizonyítani.
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Az f függvényt nevezzük Fubini-félének, ha
ş

Z
fdφ létezik, és f -re teljesül a tétel,

vagyis az (a) és a (b) tulajdonság. Jelölje Φ a Fubini-féle függvények családját.
Szép sorban egyre többféle függvényről bizonyítjuk be, hogy Fubini-féle.

(I) Bármely T “ A ˆ B P T tégla esetén χT P Φ.
A φ definíciója alapján trivi:

ż

X

ˆ
ż

Y

χT px, yq dνpyq

˙

dµpxq “

ż

X

ˆ
ż

Y

χApxqχBpyq dνpyq

˙

dµpxq “

“

ż

X

ˆ

χApxq

ż

Y

χBpyq dνpyq

˙

dµpxq “

ż

X

χApxqνpBq dµpxq “

“ νpBq

ż

X

χApxq dµpxq “ νpBqµpAq “ φpT q “

ż

Z

χT dφ.

(II) Ha f P Φ és c P R, akkor c ¨ f P Φ.
ż

X

ˆ
ż

Y

c fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq “

ż

X

ˆ

c

ż

Y

fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq “

“ c

ż

X

ˆ
ż

Y

fpx, yq dνpyq

˙

dµpxq “ c

ż

Z

fpx, yq dφ “

ż

Z

´

c fpx, yq

¯

dφ.

(III) Ha f1, f2 P Φ és
ş

Z
f1 dφ `

ş

Z
f2 dφ létezik, akkor f1 ` f2 P Φ.

A két integrál összeadható, és (II) miatt f megszorozható p´1q-gyel, ezért felte-
hetjük, hogy egyik sem ´8. Legyen gipxq “

ş

Y
fipx, yq dνpyq (i “ 1, 2). Mivel

ż

X

gipxq dµpxq “

ż

Z

fi dφ ą ´8,

az is igaz, hogy µ-m.m. x-re gipxq létezik, és az értéke nem ´8. Akkor viszont
g1pxq és g2pxq µ-m.m. x-re összeadható. Minden egyes ilyen x értékre

ż

Y

fipx, yq dνpyq “ gipxq ą ´8,

ezért ν-m.m. y-ra fipx, yq ą ´8, vagyis értelmes az f1px, yq ` f2px, yq összeg, így

g1pxq ` g2pxq “

ż

Y

f1px, yq dνpyq `

ż

Y

f2px, yq dνpyq “

ż

Y

`

f1px, yq ` f2px, yq
˘

dνpyq “ gpxq,

és most már jogos a µ-m.m. x-re létező gpxq-ről beszélni.
Mivel

ż

X

g1pxq dµpxq “

ż

Z

f1 dφ és
ż

X

g2pxq dµpxq “

ż

Z

f2 dφ

összeadható,
ż

X

gpxq dµpxq “

ż

X

g1pxq dµpxq `

ż

X

g2pxq dµpxq “

ż

Z

f1 dφ `

ż

Z

f2 dφ “

ż

Z

f dφ.
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(IV) Ha 0 ď f1 ď f2 ď . . . nemnegatív Fubini-féle függvények egy növekvő soro-
zata, akkor ezek limesze, f “ lim fn is Fubini-féle.
Legyen gnpxq “

ş

Y
fnpx, yq dνpyq; ez (a) miatt µ-m.m. x-re létezik, ezért µ-m.m.

x-re az összes gnpxq létezik, és 0 ď g1pxq ď g2pxq ď . . .. Legyen most g “ lim gn;
a MKT miatt

gpxq “ lim gnpxq “ lim
ż

Y

fnpx, yq dνpyq
mkt
“

ż

Y

fpx, yq dνpyq (µ-m.m. x-re),
ż

Z

f dφ
mkt
“ lim

ż

Z

fn dφ
fn P Φ

“ lim
ż

X

gnpxq dµpxq
mkt
“

ż

X

gpxq dµpxq.

(V) Ha 0 ď f1 ď f2, f2 P Φ és
ş

Z
f2 dφ “ 0, akkor f1 P Φ.

Világos, hogy

0 ď

ż

Z

f1dφ ď

ż

Z

f2dφ “ 0, így
ż

Z

f1dφ “ 0.

Abból, hogy
ż

X

ˆ
ż

Y

f2px, yq dνpyq

˙

dµpxq “

ż

Z

f2dφ “ 0,

látjuk, hogy

µ-m.m x-re
ż

Y

f2px, yq dνpyq “ 0;

µ-m.m x-re
ˆ

ν-m.m y-ra f2px, yq “ 0
˙

;

µ-m.m x-re
ˆ

ν-m.m y-ra f1px, yq “ 0
˙

;

µ-m.m x-re
ż

Y

f1px, yq dνpyq “ 0;
ż

X

ˆ
ż

Y

f1px, yq dνpyq

˙

dµpxq “ 0 “

ż

Z

f1dφ.

(VI) Ha A “
Ť

Tk megszámlálható sok tégla uniója, akkor χA P Φ.
Mivel a téglák félgyűrűt alkotnak, a szokásos módon kicserélhetjük az unióban
szereplő téglákat diszjunkt téglákra. Mostantól a tégláink diszjunktak, ezért χA “
ř

χTk
.

Legyen fn “ χT1Y...YTn “ χT1 `. . .`χTn ; Ekkor 0 ď f1 ď f2 ď . . ., és lim fn “ χA.
Ezután (III) miatt fn P Φ, majd (IV) miatt χA “ lim fn P Φ.

(VII) Tegyük fel, hogy A1, A2, . . . P S, mindegyikük megszámlálható sok tégla
egyesítése, φpA1q véges, és A “

Ş

An. Ekkor χA P Φ.
Először is, vegyük észre, hogy ha B “

Ť

k Bk és C “
Ť

ℓ Cℓ is megszámlálható sok
tégla uniója, akkor B X C “

Ť

k,ℓpBk X Cℓq is megszámlálható sok tégla uniója.
Ezért A2-t kicserélhetjük az A1 XA2 halmazra, utána A3-at kicserélhetjük A2 XA3-
ra. . . ; ezek után feltehetjük, hogy A1 Ą A2 Ą . . .. Ekkor χA “ lim χAn

.
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Legyen fn “ χA1 ´ χAn
. (VI) miatt χAn

P Φ, (II+III) miatt fn P Φ. Mivel
0 ď fn ď fn`1, (IV) miatt χA1zA “ lim fn P Φ. Mivel

ş

Z
χA1dφ “ φpA1q véges,

(II+III) miatt χA “ χA1 ´ χA1zA P Φ.

(VIII) Ha φpAq “ 0, akkor χA P Φ és µ-m.m. x-re ν˚pAxq “ 0 (itt Ax “ ty :
px, yq P Au az A halmaz x szerinti szekciója, ν˚ pedig ν teljessé tétele).
Minden n-re fedjük le A-t egy olyan Bn halmazzal, amely megszámlálható sok
tégla uniója és φpBnq ă 1

n , és legyen C “ XBn. Ekkor persze φpCq “ 0 mert
minden n-re φpCq ď φpBnq ă 1

n .
(VII) szerint χC “ χXBn

P Φ, végül 0 ď χA ď χC és (V) miatt χA P Φ.
Már csak azt kell belátni, hogy φpAq “ 0, χA P Φ ñ µ-m.m. x-re ν˚pAxq “ 0.
Itt Φ definíciója miatt

ş

Z
χA dφ “

ş

X
p
ş

Y
χA dνq dµ, továbbá φpAq “ 0 miatt

ş

Z
χA dφ “ 0. A kettőt összevetve

ş

X
p
ş

Y
χA dνq dµ “ 0, ahonnan következik,

hogy µ-m.m. x-re
ş

Y
χAx

dνpyq “
ş

Y
χApx, yq dνpyq “ 0. Itt Ax lehet, hogy nem

mérhető ν szerint, de ν˚ szerint már biztosan az; tehát ν˚pAxq “ 0.

(IX) Ha A P S és φpAq véges, akkor χA P Φ.
Válasszunk minden n-re olyan Bn halmazt, amely megszámlálható sok tégla uniója,
fedi A-t és φpBnq ă φpAq ` 1

n . Legyen C “ XBn. Ekkor az N “ CzA halmazra
φpNq “ 0; (VII) miatt χC P Φ, (VIII) miatt χN P Φ, végül (II+III) miatt χA “

χC ´ χN P Φ.

(X) Ha A P S és A σ-véges φ szerint, akkor χA P Φ. Valóban, mivel A “ \Aj ,
φpAjq ď 8, ezért (III+IV+IX) miatt χA “

ř

χAj
P Φ.

(XI) Legyen f ě 0 mérhető. Ha
ş

Z
fdφ véges, vagy ha φ σ-véges, akkor f P Φ.

Valóban, ha egy g “
ř

ckχAk
ě 0 egyszerű függvény integrálja véges, vagy ha φ

σ-véges, akkor (II+III+X) miatt g P Φ. (IV) alapján ugyanez mondható f -re is,
mert monoton limesze egyszerű függvényeknek.
(Itt χk “ χAk

,
Ť˚

Ak “ Z)

(XII) Legyen f majdnem mérhető és f ě 0 m.m. Ha
ş

Z
fdφ véges, vagy ha

φ σ-véges, akkor f P Φ. Legyen f1 ě 0, és f1 “ f φ-m.mindenhol. Legyen
A :“ tz P Z : f ‰ g1u, ekkor φpAq “ 0 és (VIII) szerint m.m. x-re ν˚pAxq “ 0.
Rögzítve egy x-et fpx, yq “ f1px, yq m.m. y-ra, vagyis gpxq “

ş

Y
fpx, yqdνpyq “

ş

Y
f1px, yqdνpyq :“ g1pxq is m.m. x-re létezik, és az egyenlőség fennáll. Ekkor

pedig (XI) szerint
ş

X
gdµ “

ş

X
g1dµ “

ş

Z
f1dφ “

ş

Z
fdφ.

(XIII) Legyen f majdnem mérhető. Ha
ş

Z
fdφ véges, vagy ha φ σ-véges és

ş

Z
fdφ

létezik, akkor f P Φ. Az eddigiek szerint ha az első feltétel teljesül készen vagyunk
(f`, f´ ě 0). A második esetben f, f`, f´ majdnem mérhetők, és nemnegatívak,
(II+XII) szerint f`, ´f´ P Φ, az integrál definíciója, és (III) miatt f P Φ is teljesül.

A Fubini-tétel lehetőséget ad az integrálok felcserélgetésére, feltéve, hogy a
szorzatmérték szerinti integrál létezik.
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Példa. A Jordan-mérték szerinti integráloknál szokott szerepelni ez a példa: A
r0, 1s ˆ r0, 1s négyzeten legyen

fpx, yq “

$

&

%

x2 ´ y2

px2 ` y2q2 ha x, y ą 0

0 ha x “ 0 vagy y “ 0.

Erre a függvényre
ż 1

0

ˆ
ż 1

0

x2 ´ y2

px2 ` y2q2 dy
˙

dx “
π

4 , de
ż 1

0

ˆ
ż 1

0

x2 ´ y2

px2 ` y2q2 dx
˙

dy “ ´
π

4 .

A két integrál azért lehet különböző, mert f` és f´ integrálja is végtelen, így a
Fubini-tétel feltételei nem teljesülnek.

Megjegyzés. Az ilyen példák után szokott eljönni az a kérdés, hogy tudunk-e
olyan korlátos vagy nemnegatív f : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ r0,8q függvényt mondani,
amelyre

ş1
x“0

´

ş1
y“0 fpx, yqdy

¯

dx és
ş1
y“0

´

ş1
x“0 fpx, yqdx

¯

dy is létezik, de az ér-
tékük különböző. A Fubini-tétel miatt korlátos vagy nemnegatív, Lebesgue-, spe-
ciálisan Borel-mérhető függvényekre a két integrál mindig egyenlő, mi pedig csak
Borel-mérhető függvényeket tudunk felírni. Nem mérhető függvények konstruálá-
sához muszáj a kiválasztási axiómát használni.

Példa. Tegyük fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és legyen ă a r0, 1s halmaz
egy ω1 típusú jólrendezése. Tekintsük a következő függvényt:

fpx, yq “

#

1 x ă y

0 x ľ y

Bármely x-re csak megszámlálható sok olyan y van, amely megelőzi x-et a jól-
rendezésünkben. Ezért bármely rögzített x-re fpx, yq “ 1 m.m. y-ra, és így
ş

r0,1s
fpx, yqdλpyq “ 1, tehát

ż

xPr0,1s

ˆ
ż

yPr0,1s

fpx, yq dλpyq

˙

dλpxq “ 1.

Megfordítva, bármely y P r0, 1s-hez csak megszámlálható sok x ĺ y létezik, tehát
rögzített y esetén fpx, yq “ 0 m.m. x-re, ezért

ż

yPr0,1s

ˆ
ż

xPr0,1s

fpx, yq dλpxq

˙

dλpyq “ 0.
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Tétel (Friedman, 1980)

A ZFC-vel konzisztens a következő állítás: Legyen f : r0, 1s2 Ñ

r0,8q tetszőleges függvény. Ha az
ş

xPr0,1s

´

ş

yPr0,1s
fpx, yqdλpyq

¯

dλpxq és
ş

yPr0,1s

´

ş

xPr0,1s
fpx, yqdλpxq

¯

dλpyq kettős integrálok léteznek, akkor egyen-
lők. [Friedmann]

Tehát, ha akarjuk, legalábbis pozitív függvények esetén, szabadon szabad cse-
rélgetni a többszörös szummákat és Lebesgue-integrálokat. Ha akarjuk, létezik
olyan eset, amikor nem, de nem tudunk konkrét ellenpéldát felírni a ZFC-nél
erősebb plusz feltételek felhasználása nélkül.
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31. Végtelen sok mértéktér szorzata
Akárhány valószínűségi mértéktér szorzata. Bizonyítás a σ-szubadditivitásra. [Petruska,
121, 124–126. o.]

Ha a szorzatmértékek definícióját végtelen sok mértéktér szorzatára akarjuk
átvinni, többféle nehézségbe ütközünk: biztosítanunk kell, hogy a tégláink mér-
tékét kifejező — most már végtelen sok tényezős — szorzatok sorrendfüggetlenek
legyenek; ráadásul végtelen sok σ-algebra direkt szorzata nem lesz félgyűrű. Az
is előfordulhat, hogy megszámlálható soknál több mértékteret szeretnénk össze-
szorozni, mert éppen olyanunk van, hogy 22ℵ0 független valószínűségi változót
szeretnénk konstruálni.

Ezeknek a nehézségeknek egy lehetséges feloldása az, hogy csak valószínűsé-
gi mértéktereket szorzunk össze, amelyekben a teljes tér mértéke 1, (r0, 1s-beli
számok végtelen szorzata már nem függ a sorrendtől), továbbá csak olyan téglá-
kat használunk, amelyeknek véges sok kivétellel minden éle a megfelelő teljes tér
(hasonlóan például a topologikus terek szorzatához).

Egy következő állomás lehetne az olyan téglák megengedése, amelyeknek meg-
számlálható sok kivétellel minden éle az egész tér, de az ilyenek úgyis benne lesznek
a generált σ-algebrában.

Mostantól tehát legyen I tetszőleges számosságú, de azért nem üres indexhal-
maz, és minden i P I-re pXi,Mi, µiq valamilyen valószínűségi mértéktér.

A leendő szorzatmérték alaphalmaza az Xi halmazok szorzata, Z “
Ś

iPI Xi

lesz. Ez tekinthető az olyan, I-n értelmezett függvények halmazának, amelyek
minden i P I-hez Xi-beli pontot rendelnek. Ha I “ N, akkor a Z “

Ś

iPI Xi “
Ś8

i“1 Xi halmaz elemei végtelen sorozatok.
A téglák az olyan T “

Ś

iPI Ai "hengerhalmazok" lesznek, amelyekben minden
i P I-re Ai P Mi, és véges sok i index kivételével Ai “ Xi. Az Ai halmazt (így,
egymás közt, nem hivatalosan) a T tégla i-edik "oldalának" fogjuk hívni.

A tégláink halmazát jelölje most is T , tehát

T “

#

ą

iPI

Ai : @i P I Ai P Mi, és ti P I : Ai ‰ Xiu véges
+

.

A T “
Ś

iPI Ai téglához hozzárendeljük a

αpT q “
ź

iPI

µipAiq

számot. A szorzatban véges sok i kivételével minden tényező 1, így vehetjük csak
az 1-nél kisebbek szorzatát, vagy a véges részszorzatok minimumát.
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Lemma

(a) T félgyűrű.
(b) Az α : T Ñ r0, 1s téglafüggvény additív.
(c) Az α : T Ñ r0, 1s téglafüggvény σ-szubadditív.

Bizonyítás. (a) Ahhoz, hogy T félgyűrű legyen, három dolog kell: H P T ,
bármely két tégla metszete tégla, és bármely két tégla különbsége előáll, mint
véges sok tégla diszjunkt uniója.

Az üres halmaz is tégla, az egyik Ai-t választhatjuk H-nek.
Legyen T “

Ś

iPI Ai és U “
Ś

iPI Bi két tégla. Legyen J Ă I az olyan
indexek halmaza, amelyekre Ai ‰ Xi vagyBi ‰ Xi. Átindexelve, feltehetjük, hogy
J “ t1, 2, . . . , nu. Innen pedig minden ugyanúgy megy, mint a 30 definícióban. :-)

(b) Tegyük fel, hogy egy T tégla az U1, . . . , Un téglák diszjunkt uniója. Legyen
J Ă I az olyan i indexek halmaza, amelyekre valamelyik téglánk i-edik éle nem
az egész tér; ez véges sok véges indexhalmaz uniója, vagyis J véges. Ismét csak
átindexelve, feltehetjük, hogy J “ t1, 2, . . . , Nu Innen pedig minden ugyanúgy
megy, mint a 30 definícióban. :-)

(c) Indirekt tegyük fel, hogy α nem σ-szubadditív, vagyis van olyan T tégla,
ami lefedhető az U1, U2, . . . téglák uniójával úgy, hogy

ř8

n“1 αpUnq ă αpT q. Nyil-
ván mindegyik Un-et lecserélhetjük az UnXT téglával, így a fedés tovább csökken.
Tehát feltehetjük, hogy Un Ă T .

Az itt szereplő téglák élei összesen megszámlálható sok irányban lehetnek ki-
sebbek, mint a megfelelő mértéktér; ezeket átindexelhetjük pozitív egészekkel. Az
összes többi irányban minden szorzat minden tényezője 1. Tehát feltehetjük, hogy
átindexelés után I “ N, a direkt szorzatok elemei sorozatok.

Legyen T “
Ś8

i“1 Ai és minden n-re Un “
Ś8

i“1 B
n
i . Mivel Un Ă T , az is igaz,

hogy minden i indexre Bn
i Ă Ai. Az indirekt feltevés szerint

8
ÿ

n“1
αpUn

q ă αpT q,

vagyis
8
ÿ

n“1

˜

8
ź

i“1
µipB

n
i q

¸

ă

8
ź

i“1
µipAiq. p1q

Rekurzívan konstruálunk egy olyan t “ pa1, a2, . . .q P T pontot, ami a követ-
kezőt fogja tudni:

8
ÿ

n“1

˜

k
ź

i“1
χBn

i
paiq ¨

8
ź

i“k`1
µipB

n
i q

¸

ă

8
ź

i“k`1
µipAiq minden k “ 0, 1, 2, . . . esetén.

p2q
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Ha k “ 0, akkor az első produktum üres, ezt most is 1-nek definiáljuk.
A p2q szemléletes jelentése a következő. Vegyük az x1 “ a1, . . . , xk “ ak hipersí-
kot, és az összes tégláink "nyomát" — metszetét a hipersíkkal. A baloldalon az első
produktum értéke 0 vagy 1 attól függően, hogy az Un tégla elmetszi-e a hipersíkot.
A másik két produktum a hipersíkra eső vetületek módosított mértéke, amit ért-
hetően az első k koordináta nélkül számolunk, ezért megy az index pk ` 1q-től. A
p2q formula tehát azt fejezi ki, hogy az Un téglák nyomának összege a hipersíkon
kisebb, mint a T tégla nyoma.

A k “ 0 esetben p2q egybeesik p1q-gyel, tehát igaz.
Ha k pozitív egész, és a1, . . . , ak´1 már megvan, akkor vizsgáljuk a következő

függvényt:

fpxq “

8
ÿ

n“1

˜

k´1
ź

i“1
χBn

i
paiq ¨ χBn

k
pxq ¨

8
ź

i“k`1
µipB

n
i q

¸

(vagyis p2q baloldalán az ak helyére az x változót tettük). Olyan ak P Ak pontra
van szükségünk, amelyre fpakq ă

8
ś

i“k`1
µipAiq.

Az Ak halmazon integrálva,
ż

Ak

fpxqdµkpxq
B.L.
“

8
ÿ

n“1

ż

Ak

˜

k´1
ź

i“1
χBn

i
paiq ¨ χBn

k
pxq ¨

8
ź

i“k`1
µipB

n
i q

¸

dµkpxq

“

8
ÿ

n“1

˜

k´1
ź

i“1
χBn

i
paiq ¨

8
ź

i“k

µipB
n
i q

¸

(2) pk ´ 1q-re
ă

8
ź

i“k

µipAiq “

ż

Ak

˜

8
ź

i“k`1
µipAiq

¸

dµkpxq.
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Az f integrálja kisebb, tehát az Ak halmaz egy pozitív mértékű részén f ă
ś8

i“k`1 µipAiq; ebből a pozitív mértékű részből válasszunk egy ak pontot.
Ezzel megkonstruáltuk a p2q-nak eleget tevő t “ pa1, a2, . . .q sorozatot.

Az indirekt feltevésünk szerint a t pontot fedi valamelyik Um tégla, vagyis
minden i-re χBm

i
paiq “ 1. Az Um egy hengerhalmaz, tehát véges sok i index

kivételével Bm
i “ Xi, ezért elég nagy k esetén

1 “

k
ź

i“1
χBm

i
paiq¨

8
ź

i“k`1
µipB

m
i q ď

8
ÿ

n“1

˜

k
ź

i“1
χBn

i
paiq ¨

8
ź

i“k`1
µipB

n
i q

¸

p2q

ă

8
ź

i“k`1
µipAiq ď 1,

ellentmondás. Tehát α tényleg σ-szubadditív.

Definíció

Az pXi,Mi, µiq valószínűségi mértékterek (i P I) szorzata a pZ,S, φq mér-
téktér, ahol Z “

Ś

iPI Xi, φα az α-hoz asszociált külső mérték a Z halmazon,
S a φα szerint mérhető halmazok rendszere, és φ a φα megszorítása S-re.
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VII. rész

Kitekintések

22

32. Lp-terek
Lp-normák. Valós és komplex ℓp és Lp terek. Konjugált kitevők, Hölder- és
Minkowski-egyenlőtlenség. Faktorizálás a m.m. 0 függvények terével. Sűrű al-
terek Lp-terekben (egyszerű, szép (véges sok, téglán konstans), kompakt tartójú
folytonos függvények alterei). [Petruska, 127–130. o.]

Egy rögzített pX,M, µq mértéktéren majdnem mérhető függvényekkel fogunk
dolgozni. A képhalmaz R vagy C is lehet, tehát vannak "valós Lp terek" és "komp-
lex Lp terek" is.

Definíció

Egy majdnem mérhető függvény p-edik normája az pX,M, µq téren:
0 ă p ă 8 esetén

}f}p “

ˆ
ż

X

|f |
pdµ

˙1{p

;

p “ 8 esetén

inf }f}8 “ ess sup |f | “ mintK : |f | ď K µ-m.m.u.

(lényeges szuprémum)

Tétel (Hölder-egyenlőtlenség)

Ha p, q ě 1 konjugált kitevők, azaz 1
p

` 1
q

“ 1, és f, g majdnem mérhető
függvények, akkor

}f}p ¨ }g}q ě }fg}1.
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Bizonyítás. Triviális esetek:

• Ha }f}p “ 0 vagy }g}q “ 0, akkor f “ 0 µ-m.m, illetve g “ 0 µ-m.m,
ilyenkor mindkét oldal 0.

• Ha }f}p és }g}q egyike sem 0, és legalább az egyik 8, akkor a baloldal
végtelen.

• Ha p “ 1, akkor q “ 8, és

}f}p ¨ }g}q “

ż

X

|f |dµ ¨ ess sup |g| ě

ż

X

|f | ¨ |g| dµ “ }fg}1.

• Ugyanígy trivi, ha p “ 8 és q “ 1.

A továbbiakban feltesszük, hogy 1 ă p, q ă 8, 0 ă }f}p ă 8 és 0 ă }g}q ă 8.
Sőt, a homogenitás miatt A két függvényt normálhatjuk, ezért azt is feltehetjük,
hogy }f}p “ }g}q “ 1.

A súlyozott számtani-mértaniból

1
p

¨ |f |
p

`
1
q

¨ |g|
q

ě

´

|f |
p
¯

1
p

¨

´

|g|
q
¯

1
q

“ |f | ¨ |g|,

és ez az olyan pontokban is igaz, ahol |f | “ 8 vagy |g| “ 8. Integrálva

}f}p ¨ }g}q “ 1 “
1
p

}f}
p
p `

1
q

}g}
q
q “

ż

X

ˆ

1
p

|f |
p

`
1
q

|g|
q

˙

dµ ě

ż

X

|f | ¨ |g|dµ “ }fg}1.

Következmény (Cauchy–Schwarz–Bunyakovszkij egyenlőtlenség)

Ha f, g majdnem mérhető függvények, akkor

}f}2 ¨ }g}2 ě }fg}1.

Tétel (Minkowski-egyenlőtlenség)

Ha 1 ď p ď 8, és f, g majdnem mérhető, összeadható függvények, akkor

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p.

Bizonyítás. Triviális esetek:

• Ha p “ 1, akkor

}f ` g}1 “

ż

X

|f ` g|dµ ď

ż

X

|f |dµ ď `

ż

X

|f |dµ “ }f}1 ` }g}1.
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• Ha p “ 8, akkor

}f ` g}8 “ ess sup |f ` g| ď ess sup |f | ` ess sup |g| “ }f}8 ` }g}8.

• Ha }f}p “ 8, }g}p “ 8 vagy }f ` g}p “ 0.

A továbbiakban 1 ă p ă 8, a p-hez tartozó konjugált kitevő q “
p
p´1 , }f}p és

}g}p is véges, és }f ` g}p ą 0.
Egy triviális becslés:

ż

X

|f`g|
pdµ ď

ż

X

´

2 max
`

|f |, |g|
˘

¯p

dµ ď 2p
ż

X

`

|f |
p
`|g|

p
˘

dµ “ 2p
`

}f}p
p
`}g|p

p
˘

ă 8,

tehát }f ` g}p egy véges, pozitív szám; szabad vele egyenlőtlenségeket szorzni és
osztani.

A Hölder-egyenlőtlenséget a q, p kitevőkkel fogjuk alkalmazni, és kihasználjuk,
hogy p ´ 1 “

p
q
.

}f ` g}p
p

“

ż

X

|f ` g|
pdµ ď

ż

X

|f ` g|
p´1

¨
`

|f | ` |g|
˘

dµ ď

ď

ż

X

|f ` g|
p{q

¨ |f |dµ `

ż

X

|f ` g|
p{q

¨ |g|dµ

Hölder
ď

›

›

›
|f ` g|

p{q
›

›

›

q
}f}p `

›

›

›
|f ` g|

p{q
ˇ

ˇ

q
}g}p “

“ }f ` g}p
p{q
`

}f}p ` }g}pq “ }f ` g}p
p´1`

}f}p ` }g}pq.

Ezt elosztva }f ` g}p
p´1-nel, kész vagyunk.

Következmény

Minden egyes 1 ď p ď 8 esetén, az olyan majdnem mérhető f függvények,
amelyekre }f}p véges, vektorteret alkotnak.

Definíció

1 ď p ď 8 esetén LppX,M, µq a véges p-normájú függvények tere, faktori-
zálva a m.m. nulla függvények alterével. Ezen a }.}p tényleg norma, tehát
Lp egy normált vektortér.

Példák. 1. Ha X “ t1, 2, . . . , du és µ a számlálómérték, akkor L2pXq a d-
hosszúságú sorozatokból áll, éppen az Rn euklideszi tér.

2. Ha X “ N, akkor a tér a végtelen számsorozatokból áll, a neve (valós vagy
komplex) ℓp tér. Van, amikor praktikus negatív indexeket is megengedni, tehát
X “ Z, a tér elemei minkét irányban végtelen sorozatok; pl. Fourier-soroknál.
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3. Ha X az Rd egy pozitív mértékű részhalmaza, és µ a Lebesgue-mérték.
Ilyenkor csak az alaphalmazt adjuk meg: L2pXq; L2

`

ra, bs
˘

stb.

Megjegyzés. A különböző p értékekre különböző függvényosztályokat kapunk,
általában egyik sem része a másiknak. Például ha X “ p0,8q és p ă q ă

8, akkor az f “

#

x´1{q x P p0, 1q

0 x P r1,8q
függvény Lp-beli, de nem Lq-beli. A g “

#

0 x P p0, 1q

x´1{p x P r1,8q
függvény Lq-beli, de nem Lp-beli.

Ha µpXq véges, akkor p ă q-ból például a Hölder egyenlőtlenség miatt követke-
zik, hogy Lq Ă Lp: ha f P Lq, akkor

ż

X

|f |
p

ď
›

›|f |
p
›

›

q
p

¨
›

›1
›

›

q
q´p

“ }f}q
p

¨
`

µpXq
˘

q´p
q ă 8.

Tétel

Lp-ben sűrű az egyszerű függvények altere.
Ha p véges, akkor

LppRd
q

sűrű altér
Ź egyszerű függvények

sűrű altér
Ź "szép" függvények

sűrű részhalmaz
Ą rac. "szép" függvények

ahol a szép függvények a véges sok téglán konstans, azon kívül nulla függ-
vények; a rac. "szép" függvények a racionális értékű, véges sok racionális
téglán konstans, azon kívül 0 függvények.
Ha p véges, akkor

LppRd
q

sűrű altér
Ź kompakt tartójú folytonos függvények.

Következmény

Ha p véges, akkor LppRdq szeparábilis.

Példa. L8pRq nem szeparábilis, mert a χpc,8q (c P R) alakú függvényekből kon-
tinuum sok van, és bármelyik kettő távolsága 1, tehát az 1

2 sugarú környezeteik
diszjunktak.
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33. Riesz–Fischer tétel
Példák pontonként és Lp-ben (nem) konvergens sorozatokra. Teljesség, Riesz-
Fischer-tétel. Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.) [Petruska, 127–130. o.]

Példák. Az új metrika új konvergenciafogalmat is jelent; a pontonkénti és az
Lp-beli konvergencia nem következik egymásból:

1. Az fn “ χrn,n`1q függvénysorozatra fn Ñ 0 pontonként, de fn
Lp

­Ñ 0.
2. Legyen n “ 2k ` r, 0 ď r ă 2k esetén gn “ χr r

2k ,
r`1
2k q, tehát először a

nagyra nőtt Jeff, majd egyre kisebb vakondok dugják ki a fejüket, de r0, 1q min-
den pontjában végtelen sok alkalommal. Ha p ă 8, akkor gn

Lp
Ñ 0, de gn ­Ñ 0

pontonként.
3. Az L8-beli konvergencia a majdnem egyenletes konvergenciát jelenti, tehát

egy nullmértékű halmazt elhagyva a függvénysorozat egyenletesen konvergál.
5 Lemma. Ha f1, f2, . . . ě 0 majdnem mérhető függvények, akkor

›

›

›

›

›

8
ÿ

n“1
fn

›

›

›

›

›

p

ď

8
ÿ

n“1
}fn}p.

Bizonyítás. Ha p “ 8: m.m. x-re
8
ÿ

n“1
fnpxq ď

8
ÿ

n“1
}fn}8.

Ha p ă 8, akkor
›

›

›

›

›

8
ÿ

n“1
fn

›

›

›

›

›

p

“

˜

ż

X

ˆ 8
ÿ

n“1
fn

˙p

dµ
¸1{p

“

˜

ż

X

ˆ

lim
NÑ8

N
ÿ

n“1
fn

˙p

dµ
¸1{p

“

xp folyt.
“

˜

ż

X

lim
NÑ8

ˆ N
ÿ

n“1
fn

˙p

dµ
¸1{p

m.k.
“

˜

lim
NÑ8

ż

X

ˆ N
ÿ

n“1
fn

˙p

dµ
¸1{p

“

x1{p folyt.
“ lim

NÑ8

˜

ż

X

ˆ N
ÿ

n“1
fn

˙p

dµ
¸1{p

“ lim
NÑ8

›

›

›

›

›

N
ÿ

n“1
fn

›

›

›

›

›

p

ď

Minkowski
ď lim

NÑ8

N
ÿ

n“1
}fn}p “

8
ÿ

n“1
}fn}p.

Tétel (Riesz–Fischer)

Az LppX,M, µq metrikus tér teljes, azaz minden Cauchy-sorozat konver-
gens.
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Bizonyítás. A program: Kérjünk egy tetszőleges Cauchy-tulajdonságú pfnq so-
rozatot az ellenségtől; ehhez konstruálunk limeszfüggvényt. Abban nem remény-
kedhetünk, hogy a pfnq sorozat pontonként konvergens, de lesz egy alkalmas rész-
sorozata, ami m.m. pontban konvergens. A részsorozat pontonkénti limesze lesz
az Lp érteleben vett limeszfüggvény.

A Cauchy-tulajdonság ε “ 1
2k -ra azt mondja, hogy

@k P N Dnk @m,n ě nk }fn ´ fm}p ă
1
2k .

Az nk indexeket tetszés szerint megnövelhetjük, ezért még azt is azt is feltehetjük,
hogy n1 ă n2 ă n3 ă . . ..

Legyen gk “ fnk
(k “ 1, 2, . . .). A következőket bizonyítjuk erről a részsoro-

zatról:
1. A gk sorozat m.m. pontban konvergens; a limeszfüggvényét jelölje g.
2. g P Lp és gk

Lp
Ñ g.

3. fn
Lp
Ñ g.

1. Legyen h1, h2, . . . az a függvénysorozat, amelyre gk “ h1 ` h2 ` . . . ` hk,
tehát h1 “ g1, és i ě 2 esetén hi “ gi ´ gi´1. Legyen d “

ř8

i“1 |hi|.
Az nk´1 definíciója miatt

}hk}p “ }fnk
´ fnk´1}p ă

1
2k´1 , pk ě 2q,

}d}p “

›

›

›

›

›

8
ÿ

k“1
|hk|

›

›

›

›

›

p

Lemma
ď

8
ÿ

k“1
}hk}p ď }h1}p `

8
ÿ

k“2

1
2k´1 ă 8.

Emiatt dpxq m.m. x-re véges. Ha viszont egy x pontban dpxq “
ř

|hkpxq| véges,
akkor a

ř

hkpxq sor konvergens, azaz a pgkpxqq sorozat konvergens. Legyen g “

lim gk “
ř8

i“1 hi. (Ez egyelőre pontonkénti limesz.)
2.

}g ´ gk}p “

›

›

›

›

›

8
ÿ

i“k`1
hi

›

›

›

›

›

p

Lemma
ď

8
ÿ

i“k`1
}hi}p ď

8
ÿ

i“k`1

1
2i´1 “

2
2k .

3. Ha n ě nk, akkor

}g ´ fn}p ď }g ´ fnk
}p ` }fnk

´ fn}p “ }g ´ gk}p ` }fnk
´ fn}p ă

2
2k `

1
2k “

3
2k .

Ezzel tetszőleges LppXq-beli Cauchy-sorozathoz konstruáltunk (Lp értelemben
vett) limeszfüggvényt.
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Definíció

Azokat a normált vektortereket, amelyek egyben teljes metrikus terek is,
Banach-térnek hívjuk.
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34. Mértékben való konvergencia
Mértékben való konvergencia. Metrizálhatóság. Kapcsolat a mértékben való, az
Lp-beli és a pontonkénti konvergencia között. Teljesség. [Petruska, 135–137. o.]

Definíció

Legyen pX,M, µq mértéktér, M a majdnem mérhető, m.m. véges függvé-
nyek vektortere, faktorizálva a m.m. nulla függvények terével.
Az f1, f2, . . . P M függvénysorozat mértékben tart a g P M függvényhez
(jele: fn m

Ñ g vagy fn
µ

Ñ g, ha

@δ ą 0 µ
´

X
`

|fn ´ g| ě δ
˘

¯

Ñ 0.

Definíció

Definiálhatjuk M -en a következő metrikát:

dpf, gq “ min
˜

1, inf
"

δ ` µ
´

X
`

|fn ´ g| ě δ
˘

¯

: δ ą 0
*

¸

.

Tétel

(a) A d függvény eltolásinvariáns metrika.
(b) fn m

Ñ g akkor és csak akkor, ha dpfn, gq Ñ 0.

Bizonyítás. (a) Csak a háromszög-egyenlőtlenség nem triviális; azt akarjuk iga-
zolni, hogy dpf, gq ` dpg, hq ě dpf, hq. Ha dpf, gq “ 1 vagy dpg, hq “ 1, akkor
persze trivi.

Ha dpf, gq ă 1 és dpg, hq ă 1 akkor vegyünk egy tetszőleges ε-t. Ehhez létezik
olyan δ1 ą 0 és δ2 ą 0, hogy

δ1 ` µ
´

|f ´ g| ě δ1

¯

ă dpf, gq ` ε,

δ2 ` µ
´

|g ´ h| ě δ2

¯

ă dpg, hq ` ε;
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dpf, hq ď δ1 ` δ2 ` µ
´

|f ´ h| ě δ1 ` δ2

¯

ď δ1 ` δ2 ` µ
´

|f ´ g| ě δ1

¯

` µ
´

|g ´ h| ě δ2

¯

ă dpf, gq ` dpg, hq ` ε.

Végül szokás szerint ε Ñ 0.
(b, ñ) Legyen ε ą 0 tetszőleges, δ “ ε{2. Ekkor van olyan n0 küszöbindex,

hogy n ě n0 esetén µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ă δ. Akkor pedig

dpfn, gq ď δ ` µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ă 2δ “ ε.

(b, ð) Legyen δ0 ą 0 és 0 ă ε ă minp1, δ0q. Olyan n0 kell, hogy n ě n0 esetén
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ă ε.
Legyen n0, hogy n ě n0-ra dpfn, gq ă εq.

dpfn, gq ă ε ď 1

inf
!

δ ` µ
´

X
`

|fn ´ g| ě δ
˘

¯)

ă ε

Dδ ą 0 δ ` µ
´

X
`

|fn ´ g| ě δ
˘

¯

ă ε ď δ0

δ ď δ0,

µ
´

X
`

|fn ´ g| ě δ0
˘

¯

ď µ
´

X
`

|fn ´ g| ě δ
˘

¯

ă ε.

Tétel

Ha fn
Lp
Ñ g, akkor fn m

Ñ g.

Bizonyítás. Ha p “ 8, akkor a konvergencia egy nullmértékű halmaztól elte-
kintve egyenletes.

Ha p ă 8, akkor

}fn ´ g}p
p

“

ż

X

|fn ´ g|
pdµ ě µ

´

X
`

|fn ´ g| ě δ
˘

¯

¨ δp,

µ
´

X
`

|fn ´ g| ě δ
˘

¯

ď
}fn ´ g}p

p

δp
Ñ 0.

Példa. Abból, hogy fn Ñ g pontonként, nem következik, hogy fn
m
Ñ g. Például

az pR,L, λq mértéktérben az fn “ χpn,8q sorozat pontonként tart 0-hoz, mégis
dpfn, 0q “ 1.
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Tétel

Ha fn Ñ g pontonként, és µ véges, akkor fn m
Ñ g.

Bizonyítás. Legyen δ ą 0 tetszőleges.

µ
`

|fn´g| ě δ
˘

ď µ

ˆ 8
ď

k“n

X
`

|fk´g| ě δ
˘

˙

Ñ µ

ˆ 8
č

n“1

8
ď

k“n

X
`

|fn´g| ě δ
˘

˙

“ µpHq “ 0.

Tétel

A pM,dq metrikus tér teljes.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy fn egy Cauchy-sorozat; ehhez szeretnénk mértékbeli
limeszfüggvényt.

Minden k-ra legyen nk olyan, hogy n,m ě nk esetén dpfn, fmq ă 1
2k , és legyen

Ak “ X
´

ˇ

ˇfnk
´ fnk`1

ˇ

ˇ ě 1
2k

¯

.
Alkalmas δ-val

δ ` µ
´

ˇ

ˇfnk
´ fnk`1

ˇ

ˇ ě δ
¯

ă
1
2k ,

de akkor δ ă 1
2k , és így

µpAkq “ µ
´

ˇ

ˇfnk
´ fnk`1

ˇ

ˇ ě
1
2k
¯

ď µ
´

ˇ

ˇfnk
´ fnk`1

ˇ

ˇ ě δ
¯

ă
1
2k .

Bármely k esetén, az Ak Y Ak`1 Y . . . halmazon kívül az pfnk
q részsorozat

egyenletesen Cauchy, így az is igaz, hogy m.m.pontban konvergens. Legyen g “

lim fnk
a pontonkénti limesz.

Az Ak Y Ak`1 Y . . . halmazon kívül |fnk
´ g| ă 2

2k , ezért

dpfnk
, gq ď

2
2k ` µ

ˆ

|fnk
´ g| ě

2
2k

˙

ă
4
2k .

Tehát fnk

m
Ñ g; ebből következik, hogy fn m

Ñ g.
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35. L2-terek, ortogonális függvénysorok
Skaláris szorzás. Az L2 és ℓ2 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus po-
linomok rendszerének teljessége. Az L2pra, bsq izomorfiája az ℓ2 térrel. [Petruska,
24. fej.]

A leggyakrabban előforduló esetek persze a legegyszerűbb L1 és L8, no meg
— a skaláris szorzás miatt — az L2.

Definíció

Az f, g P L2pX,M, µq függvények skaláris szorzata

xf, gy “

ż

X

fg dµ.

Ennek megvannak a véges dimenziós algebrából jól ismert tulajdonságai, pl.
xf, fy “ }f}2, valósban bi- komplexben szeszkilinearitás, lehet véges sok vektorra
Gram–Schmidt ortogonalizációt végezni stb.

A Cauchy–Schwarz egyenlőtlenség szerint
ˇ

ˇxf, gy
ˇ

ˇ ď }f}2 ¨ }g}2.

Definíció

Az olyan Banach-tereket, amelyekben van skaláris szorzás, és }f}2 “ xf, fy,
(valós, illetve komplex) Hilbert-tereknek hívjuk.

Legendre-polinomok
Legyen most ra, bs korlátos, zárt intervallum. Az L2pra, bsq térben az 1, x, x2 . . . so-
rozatból Gram–Schmidt ortogonalizációval nyert ortogonális polinomokat nevez-
zük Legendre-polinomoknak. Legyenek ω0, ω1, . . . a négyzetesen normált Legendre-
polinomok, azaz degωk “ k, }ωk}2 “ 1 és j ‰ k esetén xωj, ωky “ 0.

Ha egy tetszőleges f P L2 függvényhez keressük a legközelebbi polinomot a
legfeljebb k-adfokú polinomok terében, akkor jól ismert (és ez egy véges dimenziós
állítás), hogy a legközelebbi p polinom a merőleges vetület, tehát

p “

k
ÿ

j“0
cjωj, ahol cj “ xf, ωjy az f vetülete az ωj irányára.

174



Tétel

Legyen f P L2pra, bsq tetszőleges függvény és cj “ xf, ωjy. Ekkor

k
ÿ

j“0
cjωj

L2
Ñ f ha n Ñ 8.

Bizonyítás. Vegyük egy rögzített ε-t.
Válasszunk egy olyan g folytonos függvényt, amelyre }f ´ g}2 ă ε.
Weierstrass I. aproximációs tétele szerint a folytonos függvények jól közelíthe-

tők polinomokkal: a g : ra, bs Ñ C folytonos függvényhez és ε ą 0-hoz van olyan
q polinom, amelyre max |g ´ q| ă ε.

Legyen k “ deg q, és legyen p “
řk
j“0 cjωj az f merőleges vetülete a legfeljebb

k-adfokú polinomok alterére. Ekkor tehát

}f ´ p}2 ď }f ´ q}2 ď }f ´ g}2 ` }g ´ q}2 ă ε ` ε.

Ez a tétel egy újfajta bázisfogalmat is ad: az f koordinátái az ortonormált
polinomok bázisában a cj számok, de most nem csak véges sok nemnulla lehet
közöttük. Ezért az összeget is mint L2 értelemben konvergens függvénysort kell
értelmeznünk.

A koordinátairányokra való vetítés egy természetes megfeleltetést ad az L2pra, bsq
és ℓ2 terek között: minden f P L2pra, bsq függvényt megfeleltethetünk a pcjq soro-
zatnak.

Trigonometrikus polinomok
Polinomok helyett trigonometrikus függvényeket is használhatunk, így kapjuk a
Fourier-sorokat. Pl. a r0, 2πs intervallumon, komplex alakban írva, az einx alakú
függvények (n P Z) ortogonálisak. Ha az alap intervallumunk a r0, 1s polinom,
akkor az e2πinx polinomok lesznek ortogonálisak. Az ilyenek lineáris kombinációit
hívjuk trigonometrikus polinomoknak.

Weierstrass II. approximációs tétele szerint a 2π szerint periodikus folytonos
függvény közelíthető trigonometrikus polinomokkal, és a fenti bizonyítás is átvi-
hető. A Fourier-sor k-adik együtthatója az fpxq és az e2πikx függvény skaláris
szorzata, ezt az pfpkq szimbólummal is szokás jelölni:
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Definíció (Fourier-együttható)

Legyen f P L2pr0, 1sq tetszőleges függvény és k egész szám. Az f függvény
k-adik Fourier-együtthatója

pfpkq “

ż

r0,1s

e´2πikxfpxq dλpxq.

35.1 Tétel

Tetszőleges f P L2pr0, 1sq tetszőleges függvényre
ÿ

|k|ďn

pfpkqe2πikx L2
Ñ f ha n Ñ 8.

Ez persze nem ígér sokat a pontonkénti konvergenciáról...
Fejér Lipót észrevétele volt, hogy a részletösszegek átlaga szépen viselkedik.

Tétel (Fejér)

Ha fpxq 1 szerint periodikus, folytonos függvény, a Fourier-együtthatói

pfpkq “

ż 1

0
e´2πikxfpxq dx,

a Fourier-részletösszegei

snpxq “

n
ÿ

k“´n

pfpkqe2πikx,

akkor
s0pxq ` s1pxq ` . . . ` sn´1pxq

n
Ñ fpxq

egyenletesen.
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36. L1-függvények konvolúciója
L1-beli függvények konvolúciója. L1 mint kommutatív Banach-algebra. [Petruska,
138. o.]

Példák. Tegyük fel, hogy fényképet készítünk; a fényességet egy f : R2 Ñ R
függvény írja le. Igen ám, de a kezünk remeg, ezért a képet sokféle y vektorral
eltoljuk, és az így eltolt, végtelen sokféle x ÞÑ fpx ´ yq függvényt szuperponáljuk
egymásra mindenféle gpyq súlyokkal, Ezért az áhított x ÞÑ fpxq függvény helyett
az x ÞÑ

ş

y
gpyq ¨ fpx ´ yq dy elmosódott/szellemképes függvény lesz a kép.

Egy másik példa a polinomok és hatványsorok szorzása, a Cauchy-szorzat. Az
a0 ` a1x ` . . . és b0 ` b1x ` . . . polinomok/sorok szorzata c0 ` c1x ` . . ., ahol
cn “

ř

akbn´k.
Független valószínűségi változók összegének vizsgálakor is találkozunk konvolú-

cióval: ha ξ1 és ξ2 független valószínűégi változók, a sűrűségfüggvényük f , illetve
g, akkor ξ1 ` ξ2 sűrűségfüggvénye x ÞÑ

ş

y
gpyq ¨ fpx ´ yq dy.

Definíció

Az f, g : Rp Ñ R{C függvények konvolúcója az

pf ˚ gqpxq “

ż

yPRp

fpyqgpx ´ yqdλpyq

paraméteres integrállal megadott függvény, ha valamilyen értelemben léte-
zik...
Az Rp vektortér helyett mindenféle mérhető csoportokra is definiálhatjuk a
konvolúciót (algebrai csoport, amin még egy eltolásinvariáns mérték is van).
A legfontosabb példa a kör, avagy amikor a számegyenest periodikusan,
modulo 1 vagy modulo 2π tekintjük.
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Tétel

Ha f, g, h P L1pRpq, akkor

(a) az f ˚ g konvolúció m.m. pontban létezik, f ˚ g P L1pRpq és }f ˚ g}1 ď

}f}1 ¨ }g}1;

(b) ha c, d számok, akkor pcf`dgq˚h “ cpf ˚hq`dpg ˚hq és f ˚pcg`dhq “

cpf ˚ gq ` dpf ˚ hq;

(c) f ˚ g “ g ˚ f .

(d) pf ˚ gq ˚ h “ f ˚ pg ˚ hq.

A konvolúció tehát egyfajta szorzás (bilineáris operáció) az L1 téren.
Bizonyítás. (a) Fubini-tétel az fpyqgpx ´ yq függvényre.

Az pu, vq ÞÑ fpuqgpvq függvény mérhető az pRp, λpq ˆ pRp, λpq “ pR2p, λ2pq

szorzattérben, és ezt komponáljuk az px, yq ÞÑ py, x ´ yq lineáris (tehát mérhető)
transzformációval, tehát az F px, yq “ fpyqgpx ´ yq függvény λ2p-mérhető.

Az abszolút érték integrálja
ż

RpˆRp

ˇ

ˇfpyqgpx ´ yq
ˇ

ˇdλ2ppx, yq
Fubini

“

ż

yPR

ˇ

ˇfpyq
ˇ

ˇ

ˆ
ż

xPR

ˇ

ˇgpx ´ yq
ˇ

ˇdλppxq

˙

dλppyq

“

ż

yPR

ˇ

ˇfpyq
›

›g
›

›dλppyq “
›

›f
›

›

1 ¨
›

›g
›

›

1

ami véges, ezért alkalmazhatjuk a Fubini tételt:
ż

RpˆRp

fpyqgpx ´ yqdλ2ppx, yq “

ż

xPR

ˆ
ż

yPR
fpyqgpx ´ yqdλppyq

˙

dλppxq

“

ż

xPR
pf ˚ gqpxq dλppxq.

A Fubini-tétel miatt a belső integrál m.m. x-re létezik. Továbbá, mivel a kettős
integrál véges, a belső integrál is, vagyis pf ˚ gqpxq m.m. x-re véges.

Végül,

}f ˚ g}1 “

ż

Rp

ˇ

ˇf ˚ g|dλp “

ż

xPRp

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

yPRp

fpyqgpx ´ yqdλppyq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

dλppxq

ď

ż

RpˆRp

ˇ

ˇfpyqgpx ´ yq
ˇ

ˇdλ2ppx, yq “
›

›f
›

›

1 ¨
›

›g
›

›

1.

(b) Triviális.
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(c) A y ÞÑ z “ x ´ y helyettesítéssel (ld. 23 tétel)

pf ˚ gqpxq “

ż

yPRp

fpyqgpx ´ yqdλpyq “

ż

zPRp

fpx ´ zqgpzqdλpyq “ pg ˚ fqpxq.

(d) m.m. x-re

`

pf ˚ gq ˚ h
˘

pxq “

ż

yPRp

pf ˚ gqpyq ¨ hpx ´ yq dλppyq

“

ż

yPRp

ˆ
ż

zPRp

fpzq ¨ gpy ´ zq dλppzq

˙

dλppyq

Fubini
“

ż

zPRp

fpzq

ˆ
ż

yPRp

gpy ´ zq ¨ hpx ´ yq dλppyq

˙

dλppzq

w “ y ´ z
“

ż

zPRp

fpzq

ˆ
ż

yPRp

gpwq ¨ hpx ´ z ´ wq dλppwq

˙

dλppzq

“

ż

zPRp

fpzqpg ˚ hqpx ´ zq dλppzq “
`

f ˚ pg ˚ hq
˘

pxq.

Definíció

Banach-tér szorzással: Banach-algebra. Az L1pRpq tér a konvolúcióval egy
kommutatív Banach-algebra.

Példa. Az L8pXq tér a pontonkénti szorzással egy másik Banach-algebra.

Konvolúció és Fourier-sorok
A Fourier-sorok konvergenciájának vizsgálata során is gyakran találkozunk konvo-
lúcióval. Tegyük fel, hogy fpxq egy 1 szerint periodikus, integrálható függvény;
ennek Fourier-együtthatói, mint láttuk,

ck “

ż

r0,1s

e´2πikxfpxq dλpxq.

A Fourier-sor n-edik részletösszege

snpxq “

n
ÿ

k“´n

cke2πikx “

n
ÿ

k“´n

ˆ
ż

yPr0,1s

e´2πikyfpyq dλpyq

˙

e2πikx

“

ż

yPr0,1s

fpyq

ˆ n
ÿ

k“´n

e2πikpx´yq

˙

dλpyq.
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Az itt fellépő

Dnptq “

n
ÿ

k“´n

e2πikt “
sinp2n ` 1qπt

sin πt

függvény az n-edik Dirichlet-magfüggvény. Ezzel a jelöléssel

snpxq “

ż

yPr0,1s

fpyqDnpx ´ yq dλpyq,

vagyis
sn “ f ˚ Dn.

Az első n részletösszeg átlaga

σn “
s0 ` s1 ` . . . ` sn´1

n
“ f ˚

D0 ` D1 ` . . . ` Dn´1

n
“ f ˚ Fn,

ahol

Fnptq “
D0ptq ` . . . ` Dn´1ptq

n
“

n´1
ÿ

k“´n`1

ˆ

1 ´
|k|

n

˙

e2πikt “
1
n

ˆ

sin nπt

sin πt

˙2

az n-edik Fejér-magfüggvény.

Megjegyzés. Ha nem 1, hanem 2π szerint periodikus függvényeket vizsgálunk,
akkor a képletek módosulnak:

Dnptq “

n
ÿ

k“´n

eikt “
sinp2n ` 1q t

2
sin t

2
, Fnptq “

n´1
ÿ

k“´n`1

ˆ

1´
|k|

n

˙

eikt “
1
n

ˆ sin nt
2

sin t
2

˙2
.

Az indexelés sem egyértelmű; van, aki szerint Fn “ D0`...`Dn

n`1 .
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37. Fourier-transzformált
Fourier-transzformált. L1-függvények Fourier-transzformáltja. Konvolúció Fourier-
transzformáltja a Fourier-transzformáltak szorzata. A Fourier-transzformált ho-
momorfizmus az pL1, ˚q és pLp, ¨q Banach-algebrák között. Inverz transzformált (bi-
zonyítás nélkül). Véges Borel-mértékek Fourier-transzformáltja. Fourier-Stieltjes
transzformált. [Halász, 1–2. o.]

• Amikor egy polinomba vagy hatványsorba behelyettesítünk egy egységnyi
komplex számot, ezt a behelyettített szám argumentumával is felírhatjuk:

t ÞÑ fptq “
ÿ

n

anpe2πit
q
n.

Két polinom szorzata esetén előbb vehetjük a két együtthatósorozat konvolú-
ciát (Cauchy-szorzatát), és utána helyettesítünk be, vagy előbb külön-külön
belyettesítünk, aztán a helyettesítési értékeket simán összeszorozzuk: ha van
egy gptq “

ř

n bnpe2πitqn függvényünk is, akkor

fptq ¨ gptq “
ÿ

n

ˆ

ÿ

k`ℓ“n

akbℓ

˙

pe2πit
q
n.

• Nagyon hasonló a Fourier-sorok együtthatóképlete: ha f : R Ñ R 1 szerint
periodikus, akkor az n-edik Fourier együtthatója

cn “

ż

r0,1s

fpxqe´2πinxdλpxq.

1 Definíció. Egy f : R Ñ C függvény Fourier-transzformáltja az

pfpsq “

ż 8

´8

fpxqe´2πisxdx

paraméteres integrállal megadott függvény, ha ez valamilyen értelemben létezik.

Megjegyzés

Az inverz transzformált képlete

fpxq “

ż 8

´8

pfpsqe2πixsds.

(Ennek az értelmezésével is érvényességével még több gond van...)
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Megjegyzés. Ahány ház, annyi szokás, és ugyanannyi alternatív definíció. Ha
nem a Fourier-sorok együtthatóformuláját, hanem a sorba való behelyettesítést te-
kintjük a Fourier-transzformált elődjének, akkor az inverz transzformált képletében
lesz a kitevőben negatív előjel. Ha nem 1, hanem 2π szerint periodikus függvények
Fourier-sorából indulunk ki, akkor a kitevőben nincs 2π, viszont valahol osztani
kell 2π-vel, vagy mindkét képletben osztunk

?
2π-vel.

Fourier-transzformált inverz transzformáció

(a) pfpsq “

ż 8

´8

fpxqe´2πisxdx fpxq “

ż 8

´8

pfpsqe2πixsds

(b) pfpsq “

ż 8

´8

fpxqeixsdx fpxq “
1

2π

ż 8

´8

pfpsqe´isxds

(c) pfpsq “
1

?
2π

ż 8

´8

fpxqeixsdx fpxq “
1

?
2π

ż 8

´8

pfpsqe´isxds

Az L2pRq térben az (a) és (c) is izometria, megtartják a skaláris szorzatot; ezek
unitér lineáris transzformációk.

L1-függvények Fourier-transzformáltja
A 1 definícióban a valamilyen értelem jelentheti a klasszikus improprius integrált
vagy lim

KÑ8

şK

´K
fpxqe´2πixsdx centrált változatát, vagy a Lebesgue-integrált, csak

ezek túl kevés esetben lesznek értelmesek.
Az improprius integrálban szereplő határérték helyett vizsgálhatjuk az átlagnak

a határértékét:

lim
KÑ8

1
K

ż K

L“0

ˆ
ż L

´L

fpxqe´2πixsdx
˙

dL “ lim
KÑ8

ż K

´K

ˆ

1 ´
|x|

K

˙

fpxqe´2πixsdx.

Ha az improprius integrál létezik, akkor ez az Cesaro-átlag is létezik, és ugyan-
annyi.

Ezt tovább általánosíthatjuk, vehetjük az átlag átlaga átlagának az átlagát, ezek-
nek egyfajta határértékét. A p1 ´

|x|

K
q helyén fellépő, egyre simább, de egyre bo-

nyolutabb magfüggvények helyett haranggörbét (e´x2{2K) vagy más sima, szintén
gyorsan lecsengő függvényeket is bele lehet tenni a definícióba, így egyre többféle
függvénynek lehet a Fourier-transzformáltjáról beszélni.

Most csak a legegyszerűbb esetet nézzük, amikor a függvény az egész R-en in-
tegrálható.
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Definíció

Egy f P L1pRq függvény Fourier-transzformáltja

pfpsq “

ż

R
fpxqe´2πisxdλpxq.

Tétel

Ha f P L1pRq, akkor

(a) pfpsq “
ş

R fpxqe´2πixsdx minden valós s-re létezik és } pf}8 ď }f}1.

(b) {cf ` dg “ c pf ` dpg (lineáris)

(c) zf ˚ g “ pf ¨ pg.

(d) pf folytonos.

(e) lim
sÑ˘8

pfpsq “ 0.

Más szóval, a Fourier-transzformált egy homomorfizmus az pL1, ˚q és pL8, ¨q
kommutatív Banach-algebrák között.

Bizonyítás. (a,b) triviális.
(c) Bármely c P R-re

zf ˚ gpsq “

ż

xPR
pf ˚ gqpxqe´2πisxdλpxq

“

ż

xPR

ˆ
ż

yPR
fpyqgpx ´ yqdλpyq

˙

e´2πisxdλpxq

“

ż

yPR
fpyqe´2πisy

ˆ
ż

xPR
gpx ´ yqe´2πispx´yqdλpxq

˙

dλpyq

“

ż

yPR
fpyqe´2πisy

¨ pgpsqdλpyq “ pfpsq ¨ pgpsq.

(d) Átviteli elv. Vegyünk egy tetszőleges s0 P R számot és egy hozzá konvergáló
s1, s2, . . . sorozatot. Azt kell igazolni, hogy pfpsnq Ñ pfps0q.
Legyen gnpxq “ fpxqe´2πisnx. Erre a függvényre gnpxq Ñ g0pxq pontonként,
és a függvénysorozatot dominálja az integrálható |fpxq| függvény. A dominált
konvergencia tétel miatt

pfpsnq “

ż

R
gnpxqdλpxq Ñ

ż

R
g0pxqdλpxq “ pfps0q.
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(e) Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0 számot. Ehhez letezik egy olyan g : R Ñ R
szép függvény, ani véges sok korlátos intervallumon konstans és azon kívül 0, tehát
g “

n
ř

k“1
ck ¨ χrak,bkq, és }f ´ g}1 ă ε

2 . Az (a)-beli triviális becslés szerint

ˇ

ˇ pfpsq ´ pfpsq
ˇ

ˇ ď }f ´ g}1 ă
ε

2 .

Bármely s ‰ 0 esetén e´2πisx egy primitív függvénye ´ 1
2πis e´2πisx, ezért

ˇ

ˇ

pgpsq
ˇ

ˇ “

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

k“1

ż

rak,bkq

cke´2πisxdλpxq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

k“1
|ck|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż bk

ak

e´2πisxdx

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

k“1
|ck|

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

”

´
1

2πis
e´2πsx

ıbk

ak

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď

n
ÿ

k“1
|ck|

1
π|s|

“

ř

|ck|

π|s|
,

ami 0-hoz tart. Ezek után legyen Kε “
ř

|ck|

ε ; erre a számra teljesül, hogy minden
|s| ą Kε esetén

ˇ

ˇ

pgpsq
ˇ

ˇ ă
ε

2 , és akkor

ˇ

ˇ pfpsq
ˇ

ˇ ď
ˇ

ˇ

pgpsq
ˇ

ˇ `
ˇ

ˇ pfpsq ´ pgpsq
ˇ

ˇ ă
ε

2 `
ε

2 “ ε. l

Inverz transzformált
Az inverz transzformált képletének azt várjuk, hogy

fpxq “

ż

R

pfpsqe2πixsdλpsq,

csak ez nem feltétlenül létezik, ugyanis pfpsq nagyon lassan is tarthat 0-hoz. Rá-
adásul ez a képlet is csak folytonos, 0-hoz tartó függvényeket állít elő, márpedig
az f függvény nem feltétlenül ilyen. Szerencsére a Cesaro-szummázás működik.

Tétel

Ha f P L1pRq, akkor

fpxq “ lim
KÑ8

ż K

´K

ˆ

1 ´
|s|

K

˙

pfpsqe2πixsds

majdnem minden x-re (pl. az f Lebesgue-pontjaira igaz.)

A tételt itt nem bizonyítjuk; elolvashatjátok a Halász-jegyzetben [Halász, 1–5].

184



Következmény

Ha f P L1pRq és pf P L1pRq, akkor

fpxq “

ż

R

pfpsqe2πixsdλpsq

majdnem minden x-re.

Mértékek Fourier-transzformáltja
A Radon–Nikodym tétel miatt az integrálható függvényeket azonosíthatjuk a vé-
ges, abszolút folytonos előjeles mértékekkel. Ha f P L1pRq, és ϑpHq “

ş

H
fdλ az

f integrálásából származó előjeles mérték, akkor

pfpsq “

ż

R
e2πixsfpxqdλpxq “

ż

R
e2πixsdϑpxq.

Ezt a képletet persze kiterjeszthetjük bármilyen véges mértékre.

Definíció

• Ha ϑ véges előjeles vagy komplex Borel-mérték R-en, akkor a Fourier-
transzformáltja

pϑpsq “

ż 8

´8

e´2πixsdϑpxq.

• Ezzel ekvivalensen, ha a ϑ egy eloszlásfüggvénye F , akkor

pϑpsq “

ż 8

´8

e´2πixsdF pxq.

Az utóbbi képletet hívhatjuk az F függvény Fourier–Stieltjes transz-
formáltjának.
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Definíció

• Ha ξ valós értékű valószínűségi változó, az eloszlása a P valószínűségi
Borel-mérték, eloszlásfüggvénye F pxq “ P pξ ă xq, akkor a ξ karakte-
risztikus függvénye

φξpsq “

ż 8

´8

eixsdP pxq “

ż 8

´8

eixsdF pxq “ Epeisξq.

• Ha ξ abszolút folytonos, akkor létezik egy f sűrűségfüggvénye, és

φξpsq “

ż 8

´8

fpxqeixsdλpxq.

(Félre: Ez is mutatja, hogy a Fourier-transzformált összes változatára fel
kell készülnünk, ˘2π-vel és anélkül...)

A karakterisztikus függvényeknek azokban a határeloszlás-tételekben, amikor
sok független valószínűségi változót adunk össze, fontos szerepük van. Ugyanis az
összeg sűrűségfüggvénye a sűrűségfüggvények konvolúciója, és sokkal könnyebb a
karakterisztikus függvényeket pontonként összeszorozni vagy éppen egyetlen függ-
vényt hatványozni, mint konvolúcióhatványokat számolni.
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Valós analízis IV. tételjegyzék3

2022/2023, II. félév

1. Green-tétel
2. Integráltételek síkban
3. Integráltételek három dimenzióban
4. Halmazstruktúrák, Borel-halmazok
5. Halmazfüggvények, mértékek
6. Lebesgue-mérték
7. Relatív külső mértékek
8. Teljes mértékterek
9. A mértékkiterjesztési tétel
10. Lebesgue-Stieltjes mértékek egy di-
menzióban
11. Lebesgue-Stieltjes mértékek véges
dimenzióban.
12. Lokálisan véges Borel-mértékek re-
gularitása
13. Mérhető függvények
14. Nemnegatív függvények integrálja
15. Nemnegatív függvénysorozatok in-
tegrálja
16. Valós és komplex értékű függvények
integrálja
17. Függvénysorozatok integrálja
18. Félig folytonos függvények

19. Riemann- és Lebesgue-Stieltjes in-
tegrálok
20. Előjeles mértékek variációi
21. Előjeles mértékek felbontási tételei
22. Lebesgue-felbontás
23. Radon–Nikodym derivált
24. Differenciálbázisok; előjeles mérték
deriváltja
25. A maximális operátor tétele
26. Borel-mértékek differenciálása
27. A sűrűségi tétel
28. Abszolút folytonos függvények
29. Szinguláris függvények
30. Véges sok mértéktér szorzata
31. Végtelen sok mértéktér szorzata
32. Lp-terek
33. Riesz–Fischer tétel
34. Mértékben való konvergencia
35. L2-terek, ortogonális függvénysorok
36. L1-függvények konvolúciója
37. L1-függvények Fourier-
transzformáltja

Sorszám, név Differenciális alak Integrális alak

I. Gauss-törvény ∇ ¨ E “
ρ

ε0

¿

A

E ¨ dA “

ż

V

ρ

ε0
¨ dV “

Q

ε0

II. Faraday–Lenz törvény ∇ ˆ E “ ´
BB
Bt

¿

L

E ¨ dl “ ´
d
dt

ż

A

B ¨ dA

III. Gauss mágneses törvénye ∇ ¨ B “ 0
¿

A

B ¨ dA “ 0

IV. Ampère-törvény ∇ ˆ B “ µ0J `
1
c2

BE
Bt

¿

L

B ¨ dl “ µ0

ż

A

J ¨ dA `
1
c2

d
dt

ż

A

E ¨ dA

3Ez csak tervezet, a félév végéig még változhat.
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Tájékoztató és részletes tételjegyzék az Analízis
IV. vizsgához (sillabusz)4

2022/2023, II. félév

A vizsga részei:
• Felkészülés (legalább 40 perc)
• A tételjegyzék két tételének vázlatos kidolgozása és szóbeli előadása.
• Válaszadás a vizsgáztató szóbeli kérdéseire.

A vizsgán a tételjegyzéket használhatjátok, a sillabuszt nem.
Az elégséges osztályzathoz legalább ki kell tudni mondani a tananyagban sze-

replő tételeket (jegyzet nélkül).
Egyszerre 4-5 vizsgázó készülhet a teremben.

Részletes tételjegyzék

1. Green-tétel

A vonalintegrál általánosításai. Síkvektorok keresztszorzata, irányított szöge. Egy-
szerű zárt görbék, Jordan-görbetétel (bizonyítás nélkül). Egyszerű zárt görbe irá-
nyítása. Green-tétel (bizonyítás normáltartományra, és a bizonyítás vázlata az
általános esetben). [LTS2, 200–204. o.]

2. Integráltételek síkban

Külső normális egyszerű zárt görbe mentén. Newton-Leibniz formula síkban. Me-
se a kertünkben felörő talajvíz forráserősségéről és -sűrűségéről. Divergencia (ma-
gasabb dimenzióban is). Gauss-Osztrogradszkij tétel 2-dimenzióban. Mese vek-
tormező örvényerősségéről és -sűrűségéről. Rotáció 2-dimenzióban. Stokes-tétel
2-dimenzióban.

3. Integráltételek három dimenzióban

Folytonsan differenciálható paraméteres felületek. Területelem, normálvektor, fel-
szín. Felszín szerinti és felületi integrálok. Függvénygrafikon mint paraméteres
felület normálvektora. A Green-tétel térbeli megfelelője. 3-dimenziós Newton-
Leibniz formula. Zárt felületeken a területvektor integrálja 0. Gauss-Osztrogradszkij
tétel. Rotáció 3-dimenzióban. Stokes-tétel. Kelvin-Stokes tétel (bizonyítás nélkül).
Kapcsolat a Maxwell-egyenletek differenciális és integrális alakjai között. (Magu-
kat a Maxwell-egyenleteket nem kell megtanulni.) [LTS2, 211–221. o.]

4Ez csak tervezet, a félév végéig még változhat.
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4. Halmazstruktúrák, Borel-halmazok

Nem létezik pozitív, eltolásinvariáns, normált, σ-additív függvény PpRpq-n. Banach–
Tarski paradoxon (bizonyítás nélkül); nem létezik pozitív, eltolásinvariáns, nor-
mált, additív függvény PpR3q-ön. Halmazrendszerek: halmazgyűrű, algebra, σ-
gyűrű, σ-algebra, modulus, félgyűrű. Félgyűrűben véges és megszámlálható unió
átalakítása diszjunkt halmazok uniójára. Generált struktúrák. Megszorítás. Borel-
halmazok topologikus terekben. [Petruska, 51–52, 55, 81–82. o.]

5. Halmazfüggvények, mértékek

Kiterjesztett számegyenes. Halmazfüggvények. Monoton, additív σ-additív, szub-
additív, σ-szubadditív halmazfüggvények. Mérték. Előjeles és komplex mértékek.
Mértéktér. Számosságmérték, Dirac-mérték. A mértékek additivitása, monotoni-
tása és folytonossága.

6. Lebesgue-mérték

A Lebesgue-féle külső mérték, kétféle ekvivalens definíció. Monotonitás. Kompakt
halmazok és Jordan-mérhető halmazok külső mértéke. Egybevágóság és hasonlóság
hatása. σ-szubadditivitás. A belső mérték lehetséges definíciója. Mérhetőség. A
Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak, és ezen λ mérték (bizonyítás
nélkül). A Jordan-mérhető halmazok Lebesgue-mérhetők is (bizonyítás nélkül).
Nullmértékű halmazok. Rp-ben. B ‰ L. Minden pozitív külső mértékű halmaz
tartalmaz nem mérhető részhalmazt.

7. Relatív külső mértékek

Relatív külső mértékből származó külső mérték. Nemnegatív halmazfüggvényhez
asszociált külső mérték. A mérhető halmazok. A mérhető halmazok σ-algebrát
alkotnak. A Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak.

8. Teljes mértékterek

Külső mérték szerint nullmértékű halmaz. A nullmértékű halmazok mérhetőek.
Teljes mértéktér. Teljes mértéktér megszorítása teljes. A Lebesgue-mérték teljes.
Minden mértéktér tejessé tehető.

9. A mértékkiterjesztési tétel

Félgyűrűn additív relatív külső mérték kiterjeszthető a generált gyűrűre. Példa
arra, hogy a kiterjesztés nem mindig egyértelmű. σ-végesség. Mértékkiterjesztési
tétel. A kiterjesztés egyértelműsége σ-véges térben. Minden Jordan-mérhető és
minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhető. A Lp =, illetve a B algebrán a Lebesgue-
mérték az egyetlen pozitív, normált, eltolásnvariáns mérték.
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10. Lebesgue-Stieltjes mértékek egy dimenzióban

Lokálisan véges 1-dimenziós Borel-mérték. Eloszlásfüggvény. Az eloszlásfüggvény
balról folytonos. A különböző típusú intervallumok mértékének kifejezése az el-
oszlásfüggvénnyel. Additív intervallumfüggvények. Megengedett végpontok. Egy-
dimenziós Lebesgue-Stieltjes mértékek. Minden lokálisan véges Borel-mérték egy
Lebesgue-Stieltjes mérték megszorítása a Borel-mérhető halmazokra.

11. Lebesgue-Stieltjes mértékek véges dimenzióban.

Kiterjesztés véges dimenzióban. Eloszlásfüggvény. Addititív téglafüggvény. Foly-
tonossági hipersík. A folytonossági hipersíkok halmaza megszámlálható. Lebesgue-
Stieltjes mérték véges dimenzióban. Minden lokálisan véges Borel-mérték egy
Lebesgue-Stieltjes mérték megszorítása a Borel-mérhető halmazokra.

12. Lokálisan véges Borel-mértékek regularitása

Mérhető halmaz közelítése nyílt, zárt, kompakt, Gδ és Fσ halmazokkal. Mérhető
halmazok "távolsága". Minden véges mértékű, Lebesgue–Stieltjes mérhető hal-
mazhoz van tetszőlegesen közeli halmaz, ami véges sok (racionális koordinátájú)
téglalap uniója.

13. Mérhető függvények

Mérhető függvények, a mérhetőség különböző ekvivalens feltételei félegyenesek ős-
képeivel. Mérhetőség és műveletek (min, max, alapműveletek, határérték, kompo-
zíció), megszámlálható sok mérhető függvény pontonkénti szuprémuma, infimuma,
liminfje, limszupja, a konvergenciahalmaz mérhetősége. Luzin tétele.

14. Nemnegatív függvények integrálja

0 ¨ 8 “ 0. Egyszerű függvények. Egyszerű függvény integrálja. Nemnegatív
mérhető függvény integrálja. Műveletek.

15. Nemnegatív függvénysorozatok integrálja

Monoton konvergencia tétel. A MKT. nem igaz csökkenő sorozatra. Összeg in-
tegrálja. Beppo Levi tétele. Végtelen táblázat összege mint a BLT speciális esete.
Fatou-lemma. Példák, amikor a Fatou-lemmában nincs egyenlőség, illetve limsup-
pal egyik irányban sem igaz. Rögzített mérhető, nemnegatív függvény integrálja
mérték.

16. Valós és komplex értékű függvények integrálja

190



Előjeles és komplex függvények integrálja. Műveletek. Rögzített függvény integ-
rálja, mint előjeles/komplex mérték.

17. Függvénysorozatok integrálja

Fatou-Lebesgue tétel. Korlátos kovergencia tétel. Dominált konvergencia tétel.
Az integrál kiterjesztése majdnem mérhető függvényekre. Ha

ř
ş

|fn| konvergens,
akkor fn Ñ 0 m.m.

18. Félig folytonos függvények

Alsó és felső burkoló. Alulról és felülről folytonos függvények. A burkoló függvé-
nyek Borel-mérhetősége.

19. Riemann- és Lebesgue-Stieltjes integrálok

Felosztások. Az alsó és a felső burkoló integrálja. A Riemann-Stieltjes integrál
létezésének feltétele. A Riemann-integrálhatóság Lebesgue-féle ekvivalens feltétele.

20. Előjeles mértékek variációi

Előjeles és komplex mértékek. Előjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.
Majoráns mérték. Pozitív, negatív és totális variáció. A totális variáció majorálja
a pozitív és a negatív

21. Előjeles mértékek felbontási tételei

Előjeles mérték szerint létezik maximális és minimális mértékű halmaz. Hahn-
felbontás. Jordan-felbontás. τ “ π ` ν. Minden előjeles előáll, mint a totális
varióciója szerinti integrál.

22. Lebesgue-felbontás

Mérték tartója. Abszolút folytonos és szinguláris mértékek. Adott mértéknél nem
nagyobb maximális szinguláris mérték. Lebesgue-felbontás. Egyértelműség.

23. Radon–Nikodym derivált

Radon–Nikodym derivált. Radon–Nikodym tétel. Helyettesítéses integrálás. A
totális variáció szerinti RN derivált. Előjeles és komplex mérték szerinti integrál
definíciói.

191



24. Differenciálbázisok; előjeles mérték deriváltja

Differenciálbázis. Alsó és felső deriváltak. Műveletek.

25. A maximális operátor tétele

A maximális operátor, az alsó és a felső derivált mérhetősége. A maximális ope-
rátor tétele. Lokálisan véges mérték alsó és felső deriváltja m.m. véges.

26. Borel-mértékek differenciálása

Lebesgue-pont. Lokálisan integrálható függvénynek majdnem pontja Legesgue-
pont. Abszolút folytonos mérték m.m. differenciálható, és a deriváltja megegyezik
a Radon–Nikodym deriválttal. A mértékek differenciálásnak fő tétele. Lokálisan
véges Borel-mérték akkor és csak akkor szinguláris, ha a deriváltja m.m. 0.

27. A sűrűségi tétel

Mérhető burok. Alsó és felső sűrűség. Az alsó és felső sűrűség megegyezik az alsó
és felső szimmetrikus deriválttal. Sűrűségi pont. Sűrűségi tétel.

28. Abszolút folytonos függvények

Abszolút folytonos függvény. A Lipschitz-tulajdonság, az abszolút folytonosság és
a folytonosság kapcsolata. Monoton növő függvény abszolút folytonosságának át-
fogalmazása a megváltozásból származó mértékkel és Radon–Nikodym deriválttal.

29. Szinguláris függvények

Szinguláris függvény. Monoton növő függvény szingularitásának átfogalmazása a
megváltozásból származó mértékkel. Lebesgue-felbontás. Minden monoton függ-
vény m.m. differenciálható. Fubini-tétel monoton függvények összegének tagon-
kénti differenciálásáról. Newton–Leibniz formula.

30. Véges sok mértéktér szorzata

σ-additivitás két mértéktér direkt szorzatán. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel
(bizonyítás nélkül). Véges sok mértéktér szorzata.

31. Végtelen sok mértéktér szorzata

Akárhány valószínűségi mértéktér szorzata. Bizonyítás a σ-szubadditivitásra.
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32. Lp-terek

Lp-normák. Konjugált kitevők, Hölder-, Cauchy–Schwarz és Minkowski-egyenlőtlenség.
Valós és komplex ℓp és Lp terek. Sűrű alterek Lp-terekben (egyszerű, szép (véges
sok, téglán konstans), kompakt tartójú folytonos függvények alterei). LppRnq-ben
p ă 8 esetén sűrű halmazt alkotnak a véges sok, racionális koordinátájú tégala-
pon racionális konstans függvények. Szeparabilitás. Példa arra, hogy L8pRq nem
szeparábilis. Példák arra, hogy Lp Ć Lq.

33. Riesz–Fischer tétel

Teljesség, Riesz-Fischer-tétel. Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.)

34. Mértékben való konvergencia

Mértékben való konvergencia. Metrizálhatóság. Kapcsolat a mértékben való, az
Lp-beli és a pontonkénti konvergencia között. Teljesség.

35. L2-terek, ortogonális függvénysorok

Skaláris szorzás. Az L2 és ℓ2 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus
polinomok rendszerének teljessége. Az L2pra, bsq izomorfiája az ℓ2 térrel. (Petruska
II, 24. fej.)

36. L1-függvények konvolúciója

L1-beli függvények konvolúciója. Műveletek. L1 mint kommutatív Banach-algebra.

37. L1-függvények Fourier-transzformáltja

Fourier-transzformált. L1-függvények Fourier-transzformáltja. Konvolúció Fourier-
transzformáltja a Fourier-transzformáltak szorzata. A Fourier-transzformált ho-
momorfizmus az pL1, ˚q és pL8, ¨q Banach-algebrák között. Inverz transzformált
(bizonyítás nélkül). Véges Borel-mértékek Fourier-transzformáltja.
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