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I. rész

Integraltételek

(1. eléadas, 2023.02.28. |

Az integraltételek olyan azonossdgok egy széles gytijteménye, amikor egy fiigg-
vény valamilyen derivaltjat integraljuk egy térbeli halmazon, és ezt a hataron
(tehat eggyel kisebb dimenziés halmazon) vett integrallal hasonlitjuk Gssze.

A legegyszeriibb integraltétel az egyvaltozés Newton—Leibniz formula:

flx)de = f(0) = f(a)
[a,b] —
f Osszege/integralja a hatdron
f' integralja a halmazon
amikor egy fliggvénynek egy intervallumon vett integraljat a primitiv fiigg-
vénynek a végpontokban vett értékeivel — ha tetszik, integréljaval — fejezziik ki.

Ezért ezek a tételek a Newton—Leibniz formula altalanositdsai.

Integraltételek sokféle halmazon léteznek: gorbék, feiiletdarabok, Jordan-mérhet6
halmazok. Ezeknek a hatara is sokféle lehet.

Integralbodl és derivaltbol is sokféle 1étezik: Riemann-integral, vonalintegréalok,
feliileti integralok...

1. A Green-tétel

A vonalintegral altalanositasai. Sikvektorok keresztszorzata, iranyitott szoge. Egy-
szer(l zart gorbék, Jordan-gorbetétel (bizonyitds nélkiil). Egyszeri zart gorbe iré-
nyitdsa. Green-tétel (bizonyitds normdltartoményra, és a bizonyitds vazlata az
altaldnos esetben). [LT'S2, 200-204. o.]

Az integraltételeinkben nem csak az eddig megismert valds vonalintegralok-
ra lesz sziikkségiink; a skalaris szorzas helyett hasznalni fogjuk vektor és skalar
szorzatat, a 3-dimenziés vektorialis és a komplex szorzast is, ezért az eddigi valos
vonalintegralfogalmunkat kiterjesztjiik mindenféle, vektor- és skalarértékii szor-
zasra. Masfelol, mindig folytonos fiiggvényeket fogunk integralni, és mindig sza-
kaszonként C! gorbéken, ezért az altaldnos definiciét lesziikithetjiik.



Definicié (altaldnos vonalintegral szakaszonként C'! gorbén)

Legyen
o G < RP osszefiiggd, nyilt, v : [a,b] — G szakaszonként C' gorbe;
e f:G — RY folytonos fiiggvény;
e x:R?x RP — R” bilinearis fiiggvény, valamilyen szorzas.

Ekkor az 87 f(x) = dx vonalintegralt a kovetkez&képpen definidljuk:

Lf(X) *dx = f;a (f(fy(t)) * "V(t)>dt_

Ha r > 1, akkor az integrandus és integral értéke is r-dimenziés vektor;
minden szinten a szorzat megfelel6 koordinatajat kell integralni:

§a (FO(0) = 5(1)) at
[ #60»ax - ;
' oo (FO®) » "y(t))rdt.

J

Példak

e Hap=gq=r=1,~(t) =t és = a valés szdmok szorzdsa, akkor ez
éppen az egyvaltozos Riemann-integral.

e Hap=gqésr =1, és * a vektorok skalaris szorzasa, akkor ez a valds
vonalintegral.

e Hap=gq=r =2 és = a komplex szorzas, akkor a neve az f komplex
vonalintegrdlja a v gorbén.

e Haog=7r =161 <1 < p, akkor az f fiiggvénynek az z; valtozo
szerinti vonalintegralja a v gorbén § f(z)dx; = SZ fv(®)) %(t) dt.




Megjegyzés

Mindegyik vonalintegralt atirhatjuk az egyes valtozok szerinti vonalintegra-
lok egy linearis kombinécidjara.

o Valos vonalintegral:

f <f(X), dX> = Z fZ(X) d!L’Z

=17

» Komplex vonalintegral:

Jf@»m: Lﬁ@NM—Lh@m@

Lﬁ@ﬂm+£ﬁ@mu

Szamitsuk ki az f(z) = Z fiiggvény komplex vonalintegraljat az egységkor-
vonalon.

Megoldas.
v(t) = (cost,sint) (0<t<2m); x(t)=7(t) =cost, y(t)=1(t) =sint

Y(t) = (—sint,cost); dz = (t)dt = —sintdt, dy = (t)dt = costdt

f(2,y) = (x,—y)
27
filx)dx = xdxzf cost - (—sint)dt = 0;
~ J t=0
21
filx)dy = $dy=f cost - costdt = m;
o J t=

(—y)dx = L 7;(— sint) - (—sint)dt = m;

2T
—smt) costdt = 0;

—~
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Jf( y) * (dz,dy) = f(fl;fQ) (dz, dy)—f(fldx—fgdy;flderfgdx)

(Jﬁm-Jﬁ%Jﬁ@+Jﬁm> (007 +7) = (0,2m)



Avagy,

J zdz = 2m1.
.



"Keresztszorzat"

A sikbeli integraltételekhez hasznalni fogjuk a vektoridlis szorzat kétdimenzids

valtozatat:

Definici6

Az a,b € R? sikvektorok keresztszorzata
ax b =aby — asb; = det <a1 21) ,
2

irdnyitott szoge az a ¢ € R/2nw7Z sz6g, amelyre

|a - b - cosp = <a,b>, lal - |b|-sinp =a xb

b

Megjegyzés

Sikvektoroknak most mér legaldbb haromféle szorzatat ismerjiik: a skaldris
szorzés és a keresztszorzat bilinedris R? x R? — R fiiggvények, a komplex
szorzds pedig tekinthetd bilinearis R? x R? — R? fiiggvénynek.




Gorbeindex, Jordan-féle gorbetétel

Definicio

Ha 7 : [a,b] — R? zart gorbe, és a ¢ € R? pont nincs rajta a gérbén, akkor
n(vy,c) € Z jelenti azt, hogy a 7 el6jelesen hanyszor "keriili meg" a ¢ pontot.
Neve: a gorbe c-re vonatkozo indexe, vagy c korili korilforduldsi szama. A
gorbeindexet sokféle paraméteres vonalintegréllal is felirhatjuk, példaul

*ip —(y— ) r—0C (de
"0 = o J<x,y>ey<ﬁ<x PP G ol >> « ’dy)>

-~

grad szog(x—c)

1 [ —
_1 [ x=9
27 Xx€Ey |X—C|2

vagy komplex vonalintegrallal

1 dz

" 2mi

n(v,c) —
ZEY

X

A gorbeindex mindig egész szam.

Definicié (Jordan-gérbe (Marie Ennemond Camille Jordan, 1838—

1922))

A v : [a,b] — R? gorbe Jordan-gorbe, ha egyszert, zdrt, vagyis folytonos,
v(a) = v(b), és a két végpont kivételével injektiv (pl. az [a, b) intervallumra
megszoritva injektiv.)




Tétel (Jordan-féle gorbetétel)

Ha 7 : [a,b] — R? egyszerti, zart gorbe, akkor az R*\([a, b]) nyilt halmaz
két Osszefliggd komponensbdl all, az egyik komponens korlatos (a gorbe
belseje), a masik komponens nem korldtos (a gorbe kiilseje), és mindkét
komponens hatara a ~.

A gorbe kiilsé pontokra vonatkozé indexe 0, a belsé pontokra vonatkozd
index vagy mindenhol +1, vagy mindenhol —1. Az elsé esetben a gorbét
pozitiv iranyitasunak, a masodik esetben negativ iranyitdsunak nevezzik.

(Erdés Pélnak az a mondasa, hogy valaki a Jordan-tételt tanulmdnyozza, azt
jelentette: az illet6é borténben van.)

K < R? Jordan-tartomdny, ha egy egyszerti, zart, folytonos gérbe belseje.
A tovabbiakban a hatargorbét, mindig pozitiv irdnyitassal, 0K fogja jelolni.

Green tétele

Tétel (Green (George Green, 1793-1841))

Legyen K Jordan-tartomany, amelynek a hatara
szakaszonként C!, legyen G o cl K nyilt, és f :
G — R folytonosan differencialhaté.

(a) Ha Z—f létezik és folytonos cl K-n, akkor
@

fdy = J ﬁdxdy.
0K K 0%

0
f létezik és folytonos cl K-n, akkor

(b) Ha 5

fdx = J 3 —dazdy.
(a+b) egyttt: Ha fésyg folytonosan differencialhaté cl K-n, akkor

_[(_9 9%
LK(fdx + gdy) = JK ( o + aI)dxdy.

Bizonyitas. (bl). Ha K norméltartomény: a bizonyitas lényege, hogy K minden




fiiggoleges szekcidjan alkalmazzuk az egyvaltozos Newton-Leibniz formulat.
Tegyiik fel, hogy

K ={(z,y) 7€ [a,b], p(z) <y < ¥(x)},

valamilyen [a, b] intervallummal és szakaszonként differencialhaté ¢, : [a,b] —
R, ¢ < 9 fiiggvényekkel. A két fiiggvénygrafikon tehat (x, p(x)) és (z,9(z)).
Ay
03 U(x
V4 2
gi! !
a x b

A 0K hatar négy részre vaghato: a felso és az alsé hatarold grafikon v és vs,
és két fuiggbleges szakasz vy és 4. A fels6 fiiggvénygrafikonon jobbrol balra kell
végigmenniink.

A fiiggoleges szakaszokon az x szerinti vonalintegral 0.

L Z;jdxdy = Lb_a (JW) afdy) de = Jb (f(x,zp(x)) — f(x, ¢(x))>dx _

y=¢(z) 0y T=a

:_Llfdx—Ldex:— e

(al) Ha K egy tiikrozott morméltartmény, akkor hasonléan bizonyitunk, az x
és y felcserélésével. Ez a tiikrozés megforditja a hatar iranyitasat, ezért azt vissza
kell forditanunk; itt jon be még egy negativ el6jel.

T=p y=a

[ Sawr= [ (

F(y)(y) Z‘i@:) dy = Jb (f(y,w(y)) - f(y,w(y))>dy



= Ls f(z,y)dy + Llf(x,y) dy = LKf(Ly) dy.

Altaldban:

o A fentiek bizonyitanak példaul konvex sokszogekre.

o Atlokkal vagy akér parhuzamos szakaszokkal szétvagva-Gsszeragasztva meg-
kapjuk az allitast tetszéleges zart torottvonalra.

o Az altalanos esetben a hatargorbét beliilrol kozelitjiik torottvonalakkal, majd
hataratmenet.

Kovetkezmény (Jordan-tartomany teriilete)

Ha K Jordan-tartomény, a hatéra szakaszonként C*, akkor

1
t(K)zf xdyz—f ydxz—f x x dx.
oK oK 2 Jox

Bizonyitas. Green-tétel az f(z,y) = x, illetve f(x,y) = —y fiiggvényekre vagy
a ketto Osszegére:

ox

f xdy = dxdy:J ldzdy = t(K).
oK K 0% K

—f ydxzj aydasdyzj ldady = t(K).
0K K 0Y K

Probaljuk ki a fenti teriiletképletet az origd kozépponti, r sugara korre.

A hatéargorbe:
~v(t) = (rcost,rsint) (0 <t <2m), dx = 4(t)dt = (—rsint,rcost)dt.

1 1 27
t(B(0,r)) = f x><dx=f (rcost,rsint) x (—rsint,rcost) dt
2 Jox 2 Ji=o

Kovetkezmény

Szakaszonként C' Jordan-gérbén, aminek a belsejében rotdciémentes egy
vektormezd, a vonalintegral 0.

10



Bizonyitas. Ezt mar megcsinaltuk sokkal altalanosabban a Goursat-lemmaéval,
de a Green-tétel is miikodik:

<f dx) = ; Sfrdx + fzdy =
K
_ ofi Ofs
= oy ——dady + f ——dazdy

o (oh on )
_ L (ax _ ay> dedy = 0.

Megjegyzés

A fentiek elmondhaték olyan tartomanyokra is, amelyeket egynél tobb zart
gorbe hatarol, ha a gorbéket megfeleloen iranyitjuk. Legyen K < G olyan
halmaz, amelynek hatara véges sok, diszjunkt, egyszeri zart, szakaszonként
C' gorbébdl &ll (a tovabbiakban: krumpli), akkor K hatérgorbéit lehetséges
ugy iranyitani, hogy az K kiils0 pontjaikra vonatkozé indexe 0, a bels6
pontokra az indexosszeg +1 legyen. A tovabbiakban 0K (a krumpli héja)
ezeknek az iranyitott hatargorbéknek a halmazat fogja jelenteni, és az Sa 7
a gorbéken vett integralok Osszegét.

Y1

Az Osszeragasztos-approximalos modszer ezekre is miikodik, igy a Green-
tétel és fenti kovetkezményei az ilyenekre is kiterjeszthetok.




2. Integraltételek sikban

( 2. el6adds, 2023.03.02. |

Kiils6 normalis egyszerii zart gérbe mentén. Newton-Leibniz formula sikban. Me-
se a kertiinkben feloré talajviz forraserdsségérol és -stirtiségérdl. Divergencia (ma-
gasabb dimenziéban is). Gauss-Osztrogradszkij tétel 2-dimenziéban. Mese vek-
tormez6 OrvényerOsségérél és -stirtiségérdl. Rotacid 2-dimenzidban. Stokes-tétel
2-dimenziéban.

Definicio

ds = (dz, dy)

Py nds = (dy, —dx)

) szakaszonként C! gorbe sebességuektora a t idépontban

r(t y(t
y(t) = (x( )) Ha ez nem a nullvektor, akkor az érintévektor t = ﬂ =
.\ ()]
(LL', y) (yv —.I’)

W Ennek (—900)-1{&1 elforgatottja a kilséd normdlis: n = W
Az ivhossz szerinti integrdaloknal hasznalni fogjuk a ds = dx és a ds =
|dx|, a teriilet szerinti integraloknal az dA = dzdy jeloléseket. A szokdsos

helyettesitésekkel a gorbén

dx dy
tds = (dy)’ nds = (—dx)'

Tétel (Newton—Leibniz formula (Isaac Newton, 1642-1727;

Gottfried Wilhelm Leibniz, 1646-1716))

Ha cl(K) < G < R? Jordan-tartomdny, aminek a hatdra pozitiv irdnyitdsu,
szakaszonként folytonosan differencidlhaté gorbe, és f : G — R folytonosan
differencialhaté, akkor

J (grad f)dA = fnds.

oK
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Bizonyitas.

fomae= Lo () = (glia) = (Gemnfan) = Jemanan

Megjegyzés

Elmondhatjuk ugyanezt egydimenziéban, egy f : [a,b] — R folytonosan
differencialhaté figgvényre. A hatar két, egységnyi sulya pontbdl all: a
fels6 végpontban a "kifelé mutaté normalvektor' a +1, az alsé végpontban

—1. Ezért §, , f'(2)dz = f(a) - (=1) + f(b) - (+1).

A Newton-Leibniz formula segitségével irjunk fel olyan f : R?> — R fiigg-
vényt, amelyre igaz, hogy barmely, szakaszonként differencialhaté hatara K
krumpli silypontja

. (x) nds
T

Megoldas. A sulypont a pontok tertilet szerinti atlaga:

xdA

Az kellene, hogy
VK f(x)nds = f x dA.
K

oK
A Newton—Leibniz formula szerint

(x)nds = J (grad f(x)) dA,

oK K

tehat minden szép és jo, ha
(D1f(x,y), Daf(2,y)) = grad f(x) = x = (2,y).

Példaul 1 1
flx,y) = 5(002 +9?) = §|x|2 egy j6 fuggvény.



A talajviz forraserossége és forrasstirlisége

Kertink, K egy talajvizzel elarasztott G tertileten fekszik, a vizszint allandé. A
teriilet barmely pontjan a talajviz feltérhet vagy elszivaroghat, de a feltord viz
a 0K keritésen keresztil kiaramlik, illetve az elszivargd vizmennyiség a keritésen
keresztil aramlik be. A viz tehat folyamatos mozgasban van, a sebességét az
f: G — R? vektormezd adja meg.

A kertbdl a keritésen at méasodpercenként kifoly6d vizmennyiség a kertiink for-
raserdssége. Egy ds hosszu keritésdarabon, amelynek kifelé mutatoé normalvektora
n, masodpercenként (f,nds) viz folyik ki; a forraserésség ennek integralja, vagyis

SaK<f,nds>.

>
Most osszuk fel kertiinket kis, 2r oldalt négyzetekre, és vizsgaljunk meg, hogy
egy (a,b) pont korilli [a — r,a + ] x [b — r,b + ] négyzetben mennyi viz tor fel,
illetve mennyi folyik a négyzetbdl ki. Az f persze egy-egy oldalon sem allando,

mi az oldalak kozéppontjaban vett értékekkel fogunk szamolni.
fla,b+7)

(a—7rb+r) /(a+r,b+r)

fla—rb)

T fab) L fa+rb)

f((l,b—'f')
—
(@a—r,b—r) (a+rb—r)

0K

A figgoleges oldalakon kifolyé vizmennyiség csak f vizszintes komponensétol
fiigg, a vizszintes oldalakon pedig az f fiiggdleges komponensétol.

« A jobboldalon kifolyé vizmennyiség: fi(a + r,b) - 2r
« Baloldalon: —fi(a — r,b) - 2r (a negativ irany mutat kifelé)
o Fent: fo(a,b+r)-2r

o Lent: —fs(a,b—r)-2r (a negativ irdny mutat kifelé)

14



Osszeadva, a négyzet forraserdssége

~ fila+rb)-2r— fi(a—r,b) - 2r + fo(a,b+71)-2r — fola,b—r)-2r
_ (fl(a—F?“,b)—fl(CL—T,b) + fg(a,b+7“)—f2(a,b—r)> '(2’/“)2

2r 2r
~ (lel(a, b) + D fa(a, b)) - tertilet.

Mondhatjuk, hogy az (a,b) pont koril négyzetméterenként és masodpercen-
ként D; fi(a,b) + Dafa(a,b) egységnyi talajviz tor fel. A forrdssiriség az (a,b)
pontban: D fi(a,b) + Dsfs(a,b).

A kertben méasodpercenként feltord osszes vizmennyiség, vagyis a kert forras-
erossége a forrassiirliség teriilet szerinti integralja, vagyis SK(Dl fi1+ Dafs)dA.

Ezzel kétféle heurisztikus képletet is kitalaltunk a kertbol kifolyd vizmennyiség-
re, és azt varjuk, hogy a ketto valoban egyenlo, és persze nem fligg az 6nkényesen
megvalasztott koordinata irdanyainktol sem:

J (D1f1+D2f2)dA; (f,nds).
K 0K

Definicié (vektormez6 divergenciija)

Legyen G < RP nyilt és £ : G — RP differencidlhato. Az f vektormez6
divergencidja vagy forrdssirisége

divf = D1f1 +D2f2 I oo +Dpfp = tl“Jf.

D,
AV =] : |jeloléssel, alternativ felirasok:
Dy
S
: / t f2
divf =(V,f)=tr f ' =V*|".
Jo

A divergencia nem fiigg a koordindtarendszer iranyatol.

Bizonyitas.  Altaldban, mi torténik, ha a szokdsos koordindta-rendszerrdl a
(ug,...,u,) koordinata-egységvektorokra tériink 4t? Az Gj koordinata vektorokbol

15
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egy T' = (uy, ..., u,) matrixot készithetiink, ami ortogonalis (azaz T'T = TT" = |
avagy T~ = T), és pozitiv irdnyitést (azaz det T = 1). Ha egy vektor koordinatai
a régi rendszerben x, az 4j rendszerben y, akkor y = T'x.

A T transzformécié megtartja a skaldris szorzatot: tetszéleges x,y vektorokra

(I'x,T'y) = (T'x)'(T"y) = x'(TT")y = x'y = (x,y).

Az u; irdnyt irdnymenti derivalt Dy, = ulV; az 1j rendszerben a derival6 operator

Dy, uj
D“P 11;

Avagy, skalarmez6 gradiensvektora az 4j koordinata-rendszerben
grady; f=Tt grad, sy I

A vektormezéket is az 1j koordindta-rendszerben irjuk fel, tehdt V-t nem az
f1

f=| : | fiiggvényre, hanem az fy; = T'f fiigvényre kell alkalmaznunk.
o

Tehat
divg; fg; = Vifey = (VIT)(T'F) = VH(ITTHE = V'f = divf.

Tétel (2-dimenziés Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel
(Carl Friedrich Gauf3, 1777-1855; Muxann Bacuisesua Ocrpo-

rpajckuii, 1801-1862))

Ha cl(K) < G < R? Jordan-tartomdny, aminek a hatdra pozitiv irdnyitdsu,
szakaszonként folytonosan differencidlhaté gorbe, és f : G — R? folytonosan
differencialhaté vektormezo, akkor

L(div £) dA = L (f.nds).

Bizonyitas.

J f,nds) = J (fidy + fo(—dz)) = fidy — fodx =
oK oK 0K 0K
K K K

16



Megjegyzés

A Gauss-Osztrogradszkij tétel lehetoséget ad a divergencia egy koordinata-

c /2

div f(a) = lim, (2; f' e nds>)-

Vektormezo6 orvényerossége és orvénystirisége

Kertiinkben most az ¢rvénylést fogjuk mérni. Cséonakunkra a kert minden pontja-
ban valamekkora f er6 hat a viz sodrasa miatt. A kert hataran az drvényerdsség
azt jelenti, hogy pozitiv iranyban korbe haladva a sodras mekkora munkat vé-
gez. Ezt persze a szokasos valds vonalintegral adja meg: W = S&K< f,dx) =
SaK(fldx + fody).

[smét osszuk fel kertiinket kis, 2r oldali négyzetekre, és vizsgaljunk meg az
orvényerdsséget az (a,b) pont koriili [a —r,a + 7] x [b—r,b+ r| négyzet hatéran.
Ismét csak az oldalkdzéppontokban vett erdkkel szamolva, a végzett munka a
jobb-, a bal-, a fels6 és az als6 oldalon rendre fy(a +7,b) - 2r, fo(a —r,b) - (—2r),
fila, b+ 1) (=2r), illetve fi(a,b—r)-2r, 6sszesen

(fg(a—i—r, b) — fala—r,b) — fi(a,b+r) —i—fl(a,b—r)) 2r & (leQ—DQfl) - (2r)2.

fla,b+7)

(@a—r,b+r) /(a+r,b+r)

fla—r0b)

v ab) o flard)

f(aab_r)
—
(@a—rb—r) (a+rb—r)

Ha ezt az 0sszes kis négyzetre 0sszeadjuk, akkor a belsé hatarokon vett munkak
kiesnek, és csak a kert hatara mentén végzett munka marad meg. Tehat azt
varjuk, hogy W = SK (D1f2 — D5 f1)dA. Az integrandust, a Dy fo — D, f; fliggvényt
nevezhetjilkk az f vektormez6 drvénysiriiségének.
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Definicié (vektormezd rotéciéja 2-dimenziéban)

Két dimenziéban az f vektormezé rotdcidja vagy orvénysirisége
rotf = D1f2 - D2f1 =V x f = det(V,f)

Angol nyelvi tankdnyvekben, cikkekben a rotaciét curinek nevezik, és curl f-
fel jelolik.

A rotéaci6é nem fiigg a koordinatarendszer irdnyatol.

Bizonyitas. Blokkmatrixokkal

rotyj £ = det(Vyj, fg;) = det(T*V,T*f) = det (T"-(V,f)) = det T"-det(V, f)) = 1-rot f.

Tétel (2-dimenziés Stokes-tétel (George Gabriel Stokes, 1819

1903))

Ha cl(K) < G < R? Jordan-tartomdny, aminek a hatdra pozitiv irdnyitdsu,
szakaszonként folytonosan differencidlhaté gorbe, és f : G — R? folytonosan
differencialhato vektormezd, akkor

L(mt S L £ (nds).

Bizonyitas. A masodik két integral ugyanaz, mert
—f x (nds) = —(f1, f2) x (dy, —=dx) = fidx + fody = £, dx).

Ezutan a Green-tételt kétszer alkalmazva,

LK<f, dx) = aK(f1dx + fody) = L{ ( — Dy f1 + D1f2> dA = fK(rot f) dA.

Megjegyzés

e sz

egy pontra 6sszehiizoédd krumplikkal:

1
rotf(a) = — lim — f x nds.

r—+0 27 |x—a|=r
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3. Integraltételek harom dimenziéban

Folytonosan differencialhaté paraméteres feliiletek. Felszin, normélvektor. Felszin
szerinti és feliileti integralok. Fliggvénygrafikon mint paraméteres feliilet normél-
vektora. A Green-tétel térbeli megfelel6je. 3-dimenziés Newton-Leibniz formula.
Zart feliilleteken a teriiletvektor integralja 0. Gauss-Osztrogradszkij tétel. Rota-
ci6. Stokes-tétel. Kelvin-Stokes tétel (bizonyitds nélkiil). Kapesolat a Maxwell-
egyenletek differencidlis és integralis alakjai kozott. [LTS2, 211-221. o.]

Definicid

Ha P e J(R?), akkor a P — R? fiiggvényeket fogjuk paraméteres feliletnek
hivni. Beszélhetiink folytonos, differencidlhato, folytonosan differencialhato,
darabonként folytonosan differencialhato feliiletekrol is.

\ J

Megjegyzés

A felszint nem lehet — a gorbék ivhosszanak mintajara — a beirt poligonok
felszinének szuprémumaként definialni (Id. hengerbe beirt lampion).
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Definici6

a4 = DS x D,Sdudv

\ A3

x

Ha S : P — R3 darabonként folytonosan differencidlhaté feliilet, akkor

. d—zzl . D18XDQS

—

dd = (DS x D,S) dudv,  |dA| =|d4], n

(feliiletelem, felszinelem, illetve irdnyitott normdlvektor).
Az S felilet felszine

A= |D1S x DyS|duduv; ennek egyfajta roviditése, jele: f |dA|.
S

u,veP

20



[ 3. eldadas, 2023.03.07. |

Definicid

Legyen P € J(R) kompakt, és legyen S : P — R? darabonként folytonosan
differencialhatoé feltilet.

Ha f valamilyen skalar- vagy vektormezd, akkor f felszin szerinti integrdlja
az S feliileten

J f(S(u,v)) |D1S x DyS| dudv; jele: f f|dA].
(u,v)eP S
Ha = valamilyen szorzés (bilinedris fiiggvény), akkor
J f(S(u,v)) = (D1S x D9S) duduv; jele: J f+dA.
(u,w)eP S|

Specialisan, ha = a skaldris szorzas, akkor f feliileti integrdlja vagy fluxusa
az S feliileten

fu - <f(S(u,v)), DS x D25’> dudwv; jele: L<f’ d_1’4>

Lemma

Ha S(u,v) = (u,v, p(u,v)) egy kétvaltozos fiiggvény grafikonja, akkor

dA = | =D,y | dudv.
1

Bizonyitas. = (0,1, Dyp(u,v)), a "felfelé"

S
Wn
|
=
=
)

IS
5
£
=
o
0]
)
V)
N
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mutatd teriiletvektor tehat

N 1 0 —Dyp
dA = 0 |du x 1 |dv = | —Dyp |dudv.
Dy D,p 1

Kovetkezmény

A grafikon felszine

A= J v/ (Dup)? + (Dyp)? + 1dudo.
(u,w)eEP

(Kb. ezt is varjuk.)

Lemma (a Green-tétel hirom-dimenzids valtozata)

Ha G < R3 nyilt, K = G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatdra dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-
vektor mindig kifelé mutat, tovabba f : G — R folytonosan differencialhato,
végil i € {1, 2, 3}, akkor

| @pyav -] sai
K

oK

(dV = dadydz a térfogatelem; dA; a dA teriiletvektor i-edik koordinétéja.)

(=D1p, —=Da), 1)

x

Bizonyitas (csak szép normaéaltartoményokra). A z-koordindtara bizonyi-
tunk, vagyis ¢ = 3, és feltessziik, hogy K normaltartomany a P szép paramé-
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tertartomény fo6lott. A alsé és a fels6 grafikon legyen most is ¢(x,y) és ¥(x,y),
tehat K = {(z,y,2) : (z,y) € P,p(x,y) < z < ¢¥(z,y)}. A hatér fiiggéleges da-
rabjain cﬂig = 0, tehat a z szerinti integral 0. Az als6 grafikonon a lefelé mutato
normalvektort kell hasznalnunk.

_Dl,@b('x? y)

f d—1)43 = f f(%l/ﬂ/’(x:y)) _D2¢(x7y) dxdy
0K (z,y)eP 1 X
D1§0(2§', y)
#| raelew) | Do) | dody -
(z,y)eP -1

3

— L o (f(x,y,%b(x,y)) - f($,y,90(sc,y)))dxdy

Y(z,y)
= f (J Dsf(z,y, z)dz) dzdy = f Dsf dV.
(zy)eP \Jo(zy) K

Tétel (Newton—Leibniz formula)

Ha G < R? nyilt, K = G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatara dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-

vektor mindig kifelé mutat, tovabba f : G — R folytonosan differencidlhato,
akkor

fK(grad fav = f £-dA.

oK

Bizonyitas. A Lemmat mindharom koordinatara alkalmazva,

Dif dV fdA, .
J (grad f) dV = f DyfdV | = f fdAs | = f dA.
K K D3f dv 0K fd?ig 0K
Kovetkezmény.
f dA =o.
oK

Bizonyitas. Newton—Leibniz formula a konstans 1 fliggvényre.
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Tétel (3-dimenziés Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel)

Ha G < R3 nyilt, K = G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatara dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-

vektor mindig kifelé mutat, tovabbd f : G — R? folytonosan differencidlhato,
akkor

J (divf) dV = | (f,dA).
K oK

\

Bizonyitas.
J (le f) dV = J (lel dVv + D2f2 dV + D3f3 dV) =
K K

= J (flml + fodAs + f3(T743> — | ¢, dA).
oK 0K

Definicié (vektormezd rotéciéja 3-dimenziéban)

Az f : G — R? vektormez6 rotacidja

Dy fs — Dsfs
rotf =V xf=|Dsfi —Difs
D, fo — Do fy

Megjegyzés

A rotécié most is 6rvénystiriiséget jelent, de az 6rvények kiilonb6z6 sikokban
fekhetnek. Ha egy kis korvonal teriiletvektora v, akkor a korvonalon az
érvényerdsség (rot f,v). Ilyen értelemben a roticié egy R® — R linearis
fliggvény.

\ J

A rotéaci6é nem fiigg a koordinatarendszer irdnyatol.

\ J

Bizonyitas. Megint vegyiik a T transzforméciét; azt fogjuk megmutatni, hogy
barmilyen v vektorra
<I‘Otﬁj f(lj, Vﬁj> = <I‘Ot f, V>.

Es val6ban,
(roty; 4, Vajy = det(Vaj, £, vaj) = det(T'V, T, T'v) =
= det (Tt : (V,f,v)) =det(V,f,v) = ot f, v).



Tétel (Stokes)

Ha G < R3 nyilt, K = G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatara dara-
bonként folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normal-
vektor mindig kifelé mutat, tovabbd f : G — R? folytonosan differencidlhato,
akkor
J (rotf)dV=—J f x dA.
K

0K

\

Bizonyitas.

{, Dofs AV —§, Dyfy dV
f (rotf) dV = | §, Dsfi dV =, Difs dV | =
K S DifodV =S, Dyfy dV
SaK f3(z42 - SaK f2§43
= | $ox f1dAs = {0 fadAy | = J (—f x
Sox fodA; — Sorc f1dA, "

d4

).

Altalanos Stokes-tétel

Erdemes 6sszehasonlitanuk az integraltételeinket:

Green-tétel f Difdv = | f-d4;
K oK

Newton-Leibniz formula f ( grad f) dV = J f- dA
K oK
Gauss-Osztrogradszkij tétel J (divf) dV = J (f,dA)
K oK

Stokes-tétel f (rotf) AV = — J f x d4
K oK

Ezeknek egy kozos altalanositasa a kévetkezo:

Tétel (altalanosabb Stokes-tétel)

Legyenek ¢, r pozitiv egészek, és legyen # : R3 x R? — R” valamilyen szorzés
(bilineéris leképezés). Legyen G < R3 nyilt, K < G korldtos, zart krumpli,
aminek a 0K hatdra darabonként folytonosan differencialhaté feliilet, és
ezeken az iranyitott normalvektor mindig kifelé mutat, és legyen f : G — R¢
folytonosan differencialhaté. Ekkor

JK(V*f)dV:J dA «f.

0K

25



A tételt konnyen bebizonyithatjuk az el6bbi példak alapjan. Magasabb dimenzi-
6ban a d4 feliiletelemet kell értelmezniink, ehhez a vektoralis szorzast kell kiter-
jeszteniink (p — 1) darab, p-dimenzids vektorra.

A Newton-Leibniz formula esetében ¢ = 1, tehat f skaldrmezd, r = 3 és = vektor
szorzdsa skaldrral. A Gauss—Osztrogradszkij tételben ¢ = 3, r = 1 és = a vektorok
skaldris szorzata. A Stokes-tételben pedig g = r = 3, és * a vektorélis szorzas.

A Maxwell-egyenletekben a divergenciatételen kiviil a kovetkezo integraltétel
is szerepel:

Tétel (Kelvin—Stokes (Lord Kelvin = William Thomson, 1824—

1907))

Ha S < G egy iranyitott, peremes feliillet, ami mondjuk darabonként
folytonosan differencidlhaté, a hatdra pedig szakaszonként C?, vahﬂ)nint
f : G — R? folytonosan differencidlhaté vektormezd, akkor { (rot f,dA) =
§o5(F, dx).

f

as

. J

Jol felismerhetd, hogy ez valdjaban a kétdimenzids Stokes-tétel egy kiterjesz-
tése feliiletdarabokra.
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Maxwell-egyenletek

Sorszam, név Differenciélis alak Integralis alak
I. (Gauss-torvény) vE="L j; Eda— [ L.av-¥
€0 A v €0 €0
- 0B d

II. (Faraday—Lenz torvény) VXE=—— E-dl=—-—— | B-dA
ot f dt J 4

III. (Gauss magneses torvénye) V-B=0 jg B-dA=0

A
N . 1 0E 1d

IV. (Ampére-térvény) VxB=pudJ+—=— B-dl=puy| J-dA+—=— | E-dA

C2 at L A 62 de A

Az 1. és III. egyenletnél a Gauss-Osztrogradszkij tétel, a II. és IV. egyenletnél a
Kelvin-Stokes tétel a kapcsolat a differencidlis és az integralis alakok kozott.

Erovonalak és divergenciamentesség

Az elektromos, maéagneses és a gravitacidos mezoket is szeretjik "erévonalakkal'
szemléltetni. Az erévonalak irdnya megyezik a térer6sség irdanyaval, az erévonalak
slirlisége pedig a térerGsség nagysigaval. Egy irdnyitott feliiletdarabon a mezo

fluxusa a felilletet 4tdof6 erévonalak szama.

¢ S
AN -
7N

il
P

N— / /
W)

NS

AN
h\\\}

TR TIS

(Forrds: http://www.physicsbootcamp.org/Flux-of-Electric-Field.html

Az er6vonalas szemléltetés akkor jogos, ha a forrdsmentes, tehat 0 toltésti/tomegii
térrészek fluxusa 0, vagyis ha a vektromezo6 divergenciamentes. Ezért sem szoktunk

toltott testek belsejében erdvonalakat rajzolni.
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Korulfordulasi szam és valtozatai

A Gauss-Osztrogradszkij tétel szerint divergenciamentes vektormezének minden
szép krumpli hataran nulla a feliileti integralja. Ez lehetOséget ad a primitiv fiigg-
vényrol szolo fejezet altalanositasara: meg lehetne csindlni a Goursat-lemma felii-
leti integralokrdl sz6l6 variansat, és bebizonyitani, hogy minden nullhomotép zart
felleten (vagy akér csak poliéderen) nulla a feliileti integral. Ezzel az eszkozzel
be tudjuk bizonyftani példaul azt, hogy R*\{(0,0,0)} nem homeomorf R3-bel.

Két dimenzidban a v gérbének az a pont koriili koriilfordulasi szamat a kévetkezd

alakba is irhatjuk:
J Xx—a
’7’ 27T XEY |X - a‘Q 7

ahol az integral el6tt all6 27 az egységkor keriilete.

Ennek mintajara, ha S darabonként folytonosan differencidlhato, irdnyitott zart
felillet R3-ban, amely nem megy 4t a a ponton, akkor az

J X—a
AT Jres IX—aI3’

feliileti integral azt szdamolja meg, hogy az S feliilet hanyszor "keriili meg" az a
pontot.

(A ﬁ vektormezé divergenciamentes; a origd kozéppontt gdbmbokon a fluxusa
4, ami az egységgomb felszine.)

Erdemes 6szehasonlitanunk az el6bbi képleteket a Gauss-féle dsszehurkolodési szam-
mal.

o R2-ben az a pontot a 7y zart gérbe ennyiszer keriili meg:

1 (x-c) J < x—a >
27T x€Ey |X - C|2 x€EY |X - al27

« R3-ban az a pontot az S zart feliilet ennyiszer keriili meg:

J X—a
AT Jres IX—a\S’

o R3-ban a 7, zart gorbén a 7 zart gérbe ennyiszer bujik 4t:

;dx % dy>
471— LE'Yl J\yeyz <|X - |3

e Ezeknek kozos dltalanositasa az altalanositott 6sszekapcsoldodési szam.
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I1. rész

Meértékek

( 4. el8adas, 2023.03.09. ]

4. Halmazstruktiarak, Borel-halmazok

Nem létezik pozitiv, eltoldsinvaridns, normaélt, o-additiv fliggvény P(RP)-n.

Halmazrendszerek, megszoritas. Halmazalgebra, gyird, modulus, félgytri, o-
algebra, o-gytrii. Generalt strukturak. Halmazstruktrak megszoritdsai. Borel-
halmazok top. terekben. Mérhet6 tér. Halmazfiiggvények. Monoton, additiv,
o-additiv és o-szubadditiv halmazfiiggvények. Mérték. Ha A; < As < ..., ak-
kor p(UA,) = limu(4,). Ha A1 o Ay o ... és u(4y) < oo, akkor pu(n4,) =
lim ps(Ay,). [Petruska, 51-52, 55, 81-82. o.]

Az eddigi Jordan-mértéket és a tobbvaltozos Riemann-integralt szeretnénk ki-
terjeszteni minél tobbféle halmazra és fiiggvényre. A Jordan-mérhetd halmazok
rendszerét J vagy J(RP) fogja jelolni; az A — RP halmaz Jordan-mértékét pedig
(ha van) t(A), a kiilsé és bels§ mértékét t(A), illetve t(A). (A k és b betiikkel
takarékoskodunk.)

Rézsaszini alom

Szeretnénk a Jordan-mértéket a tér minden részhalmazara kiterjeszteni;
olyan p : P(RP) — [0, 0] fliggvényt, ami additiv, s6t o-additiv, norméalt
és eltolasinvarians.

o-additiv tulajdonsag: ha A, As, ... < RP paronként diszjunktak, akkor

u(; Ac) - iumw.

A o-additivitas nagyon lényeges tulajdonsag lesz tobbféle matematikai terii-
leten, példaul valészintiségszamitasban: ha Ay, A, ... egymést kizaré események
egy sorozata, akkor elvarjuk, hogy

P(A1VA2\/)=P(A1)+P(A2)+

29



teljesiiljon.

« /ey

telen sok halmazzal val6 fedéseket is megengediink. Az igy kapott fiiggvény, amely
R? részhalmazaihoz rendel [0, co]-beli értékeket, a Lebesgue-féle kiils$ mérték:

Definicié (Lebesgue-féle kiils6 mérték (Henri Léon Lebesgue,

1875-1941))

Barmely A c R? halmaz Lebesgue-féle kiilsé mértéke

0 a0
A(A) = inf { D t(R) i Ry, Rs, ... tengelyparhuzamos téglék, A < | | Rk.}.
k=1 k=1

e Aegy P(RP) — [0, 0] fiiggvény. Korlatos halmazokra A(A) < #(A).
o Végtelen sok belso tégla nem ad 14j belsémérték-fogalmat.

o Rossz hir: Sajnos A nem additiv; az egységkockat fel lehet bontani két
diszjunkt halmazra, amelyek kiilsé mértékének 6sszege nagyobb, mint 1.

o A Jordan-mértékhez hasonléan csak bizonyos halmazokat fogunk Lebesgue-
mérhetonek hivni. Ezekre megszoritva a Lebesgue-mérték normalt, o-additiv
és eltolasinvarians lesz.

o A Lebesgue-féle kiils6 mérték tobbféle halmazra ad egy hasznalhaté mérték-
fogalmat, mint a Jordan-mérték, példaul az 6sszes megszamlalhaté halmaz
nullmértéki, és minden nyilt és minden zart halmaz mérhet6 lesz (v.6. a
kévér Cantor halmazok nem Jordan-mérheték).

» Probalkozhatndnk mas médokon, az egész P(RP) halmazon értelmes fiigg-
vényt konstrudlni (hajrd), de erre nincs sok esélytink, mert...

Tétel (dlomgyilkos tétel)

Nem létezik normélt, eltoldsinvarians, o-additiv p : P(RP) — [0, 0] figg-
vény.

Bizonyitas (Vitali-konstrukcid).
" Tegyiik fel, hogy mégis 1étezik egy ilyen p fiiggvény.
Eloszor is jegyezziik meg, hogy tetszoleges A © B < RP esetén

H(A) < u(A) + p(B\A) = u(A U (B\A)) = u(B).
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Legyen H [O, %]p olyan halmaz, amely minden Q” minden eltoltjabdl pon-
tosan egy elemet tartalmaz. Barmely r,s € QP, r # s esetén H +r és H + s
diszjunkt, és az eltolasinvariancia miatt u(H +1) = pu(H +s) = p(H). Ezen kiviil
bérmely r € QF n [0, 5]7 esetén H + r < [0, 1]7.

Vegyiik a QP N [0, 1|7 halmaz egy 71,79, ... felsoroldsét: ekkor

> u(H) Z (H +13) = <|_| H+rk)> < u(0,17) =1,

ami csak gy lehetséges, ha p(H) = 0.
Most vegyiik a QP egy s1, So, ... felsorolasat. Ekkor

o0

LJ f{%—sk
1= pu([0,1]7) < u(RP) = u< |_|(H+sk)) = > u(H+sp) = > p(H) = > 0=0.

Ez ellentmondas, igy nincs ilyen p.

Tétel (Banach—Tarski paradoxon (Stefan Banach, 1892-1945; Alf-

red Tarski, 1901-1983))

A kivalasztési axiéma segitségével, R3-ben a zart egységgoémb felbontha-
to véges sok, paronként diszjunkt ponthalmaz uniéjara ugy, hogy ezekkel
egybevagd halmazokbol két zart egységgdémbot lehet Osszerakni ugy, hogy
mindegyik darabot csak egyszer hasznaljuk.

P e

https://hu.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski-paradoxon

Kovetkezmény

Az R? korlitos részhalmazain mnem létezik nemnegativ, additiv,
egybevagosag-invarians, normalt fiiggvény.
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Halmazstrukturak és mérheto terek

Mindig lesz egy nemiires alaphalmazunk (tobbnyire X, esetleg R?). Az X-et és
részhalmazait nyomtatott nagy betiikkel fogjuk jel6lni, halmazrendszereket irott
nagy bettivel pl. P(X). Altaldban a killonbéz6 halmazrendszereknek mindig
eleme lesz az iires halmaz. A valés/komplex értékii halmazfiiggvényeket, amelyek
X bizonyos részhalmazaihoz rendelnek valds vagy komplex szamokat, kis gorog
bettivel fogjuk jelolni.

Definicié (halmazgytirii)

Az R < P(X) halmazrendszer egy (halmaz)gyiri, ha
s JeR,

o Béarmely A,Be R esetén (Au B)eR, (An B)eR és (A\B) € R.

Példaul J(RP) egy halmazgytiriit RP-ben. De barmely X esetén gytiri a teljes
P(X) hatvanyhalmaz vagy a {JJ} elemii gytir is.

A szimmetrikus differenciaval, mint dsszeadassal és a metszettel, mint szorzas-
sal, a halmazgytri egyben algebrai gytri is. Ez az algebrai gytirt akkor egység-
elemes, ha gytiriibeli halmazok unidja is gytirtielem.

Definicié (halmazalgebra)

Az A c P(X) halmazrendszer egy (halmaz)algebra, ha olyan gyfirii, ami
zart a komplementerképzésre is:

e JeAés X e A,

o Bérmely A,B e Aesetén (AuB)e A, (An B)e A, (A\B) € A és
(X\A) € A.

f
u

Trivialis® példak a P(X) hatvanyhalmaz, az {, X} kételemii algebra.

A P(X) hatvanyhalmaz a szimmetrikus differencidval és a metszettel pontosan
ugyanaz, mint Fo™: az X minden eleméhez vessziik a kételemt test egy példanyét,
és ezek direkt szorzatat.



Definicié (o-gyftirii)

Az R < P(X) halmazrendszer egy o-gyiri, ha olyan gylirti, ami a meg-

e0]
szamlalhaté unidra is zart: barmely A, A, ... € R esetén U A eR.
k=1

f
(.

Megjegyzés

A o-gyltrik a megszamlalhaté metszetre is zartak, mert barmely
Ay, As, ... € R esetén

ﬁAk = A1\<’Q(A1\Ak)).

Definicié (o-algebra)

Az A c P(X) halmazrendszer egy o-algebra, ha olyan algebra, ami a meg-

0
szamlalhaté uniéra is zart: barmely A;, A, ... € A esetén U A, e A.
k=1

p
.

Megjegyzés

Az el6z6 szamolassal ellentétben most felhasznalhatjuk az X halmazt is, és
az Ay halmazok komplementereit:

@1 Ay = X\( G(X\Ak)).

k=1

Altaldban olyan halmazfiiggvényekkel fogunk foglalkozni, amelyek valamilyen
o-algebra, esetleg o-gylirii elemeihez rendelnek szamokat. Az ilyen mértékjellegii
fliggvények kiterjesztésekor fogjuk hasznalni a kovetkezoket:

Definicié (halmazmodulus)
Az M c P(X) halmazrendszer egy (halmaz)modulus, ha
« JeM,
o Barmely A, B € M esetén (An B) e M és (A\B) € M.
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Megjegyzés

A metszetet nem lenne muszaj kikétni, mert kifejezhet6 a kiillonbséggel:
An B = (A\(A\B)).

A modulusok hasznélatat teljesen ki fogjuk keriilni; a teljesség kedvéért
irtam le.

Definicié (halmazfélgyirii)

Az F < P(X) halmazrendszer egy (halmaz)félgyiri, ha
« JeF;
« Barmely A, B € F esetén (A n B) € F;

o Barmely A, B € F esetén az A\B kilonbség felirhaté véges sok fél-
gytrielem diszjunkt uniéjaként, tehat létezik olyan n pozitiv egész és
paronként diszjunkt C1,...,C, € F, hogy AAB =Cj u...uC,.

Félgytiriire a legfontosabb példa a szdmegyenes [a, b) alaki, balrdl zart, jobb-
rél nyilt intervallumainak rendszere (természetesen kiegészitve az iires halmazzal,
mint elemmel). Magasabb dimenzidéban, RP-ben pedig az [a1,b1) X ... x [ap, by)
alaku félig nyilt téglak.

Altaldban a mértékeinket elébb valamilyen félgyfirin fogjuk definidlni, majd
a félgytrirdl fogjuk kiterjeszteni a halmazfiiggvényt — vagy elébb a generalt mo-
dulusra, vagy kozvetlentl — a generalt gytiriire, o-gytirire vagy o-algebrara.

Nyugodtan gondolhatunk a félgytirtire, mint valamiféle téglaknak a rendszeré-
re: a halmazfiiggvényeink kiterjesztése mindig gy fog torténni, hogy a kiilonbozé
halmazokat lefedjitkk megszamlalhat6 sok téglaval. (Ezért is jelolom inkabb F-fel:
F mint Félgylirt, aminek az elemeivel Fedni fogunk halmazokat.)
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4.1 Lemma (lem.fgyatrend)

(a) Legyen F < P(X) félgylirti és B, Ay, Ay, ..., Ay € F. Ekkor léteznek
olyan C1,...,C, € F diszjunkt halmazok, hogy

B\(Alu...UAk)chl_l...l_ICn.

(b) Barmely A, Ay, ... € F sorozat unidja atrendezheté diszjunkt hal-
mazok uniéjara: léteznek olyan paronként diszjunkt Bi, Bsy,... € F
halmazok és olyan 1 < k; < ko < ... indexsorozat, hogy barmely n-re

AlvAyu... VA, =BiuByu...u Byg,.

. J

Bizonyitas. (a) Indukcié k szerint.
(b) Minden i > 2-re vegytink olyan Cj1, ..., Ci,, F gylirlelemeket, amelyekre
Az\(Al U... U Ai—l) = C’i,l [ Ci,mia maJd legyen

<B17-827B37"') = (A17 01,17“'701,77117 02,17"')02,7712’ )

Tétel (generalt halmazstruktirak)

Barmely A < P(X) halmazrendszerhez létezik legsziikebb A-t tartalmazo
halmazalgebra, o-algebra, gytirli, o-gytrt, illetve modulus.

Bizonyitas. Halmazalgebrék, o-algebrak, gytrik, o-gytriik, illetve modulusok
metszete is halmazalgebra, o-algebra, gytiri, o-gytrt, illetve modulus. Vegyiik az
A-t tartalmazé halmazalgebrak, o-algebrak, gytirtik, o-gytrik, illetve modulusok
metszetét. (A metszetnek biztosan van legaldbb egy tagja: a P(X) hatvanyhal-
maz.)

Megjegyzés

Generalt félgytirti tobbnyire nincs, mert konnyen elhagyhatunk elemeket
ugy, hogy a struktira még mindig félgytiri maradjon.
(A félgyliri nem algebrai struktira.)

Definicié (halmazrendszer megszoritasa)

Az A < P(X) megszoritasa a H < X halmazra

A‘H={AﬁH:AEA}.
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Trivialitas'®

Algebra, gytri, modulus, félgytiri megszoritasa is algebra, gytri, modulus,
illetve félgytri.

Borel-halmazok

Definicié (Borel-halmazok (Félix Edouard Justin Emile Borel,

1871-1956))

« Ha (X, T) topologikus tér (tehat 7 < P(X) a nyilt halmazok rend-
szere), akkor a T altal generalt o-algebra elemei a tér Borel-halmazai.
A generalt o-algebrat B(X) vagy egyszertien B fogja jelolni.

o Ezen beliil fontos halmaz kategéridk:

- Gs(X) = { ﬂ A Al A, . nyﬂtak}'

a megszamlalhato sok nyilt halmaz metszeteként el6alléo halma-
zoK;

- .F ( ) { U Ak Al,AQ,... zartak »:
a megszamlalhato sok zart halmaz uniéjaként el6allé halmazok;

_ géa(X) = {kL_JlAk : Al,AQ,... € gg}i

a megszémlélflaté sok Gs halmaz unidjaként eloallé halmazok;

— Fos(X) = {ﬂAk Ay, Ay, .. e Fy

a megszamlalhato sok F, halmaz metszeteként el6alld halmazok;

— Gsos(X) = {ﬂAk Ay, Ay, . Egaa}‘

a megszamlalhaté sok Gs, halmaz metszeteként el6allé halmazok;

- JT:J(SU( ) { U Ak A17A27-- Efaﬁ}'

a megszamlalhato sok F,5 halmaz uni6jaként el6allé halmazok;
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Példak
o A valds szamegyenesen G5 az 0sszes intervallum és minden zart halmaz.

o Minden megszamlalhaté halmaz JF,, mert megszamlalhato sok egy-
pontu zart halmaz unidja.

e Q € F,(R), de Q ¢ Gs(R). (J6 gyakorlat a Cantor-axiéméra és a
Baire-kategoriatételre.)

o A B generdlasahoz nincs szitkség minden nyilt halmazra. Példaul a
szamegyenesen a raciondlis végpontu, (¢, 00) félegyenesek vagy a raci-
onalis gombok generaljak az Osszes nyilt halmazt.

Hany Borel-halmaz van?

J6 kérdés, hogy a Gs, Gss, Gsos, - - - sorozat mikor, melyik rendszdmnal stabilizalé-
dik, mikor kapunk el6szor o-algebrat; onnan kezdve méar nem kapunk 1j Borel-
halmazokat.

‘B(Rp)‘ = ¢ = 2% avagy az RP térben kontinuum sok Borel-halmaz van.

Bizonyitds. Az egypontu halmazok is Borelek, tehat legaldbb kontinuum sok
Borel-halmaz van; a kérdés a felsé becslés.

Kicsit formdlisabban, definaljuk transzfinit rekurziéval a kovetkez6 sorozatot:

e By a nyilt téglak halmaza;

e Bérmely a rendszédmra legyen B, az olyan halmazok rendszere, amelyek
eléallnak B,-beli halmazok komplementere, kiilonbsége, véges metszete vagy
megszamlalhaté unidjaként.

o Béarmely o limeszrendszdmra legyen B, = | J Bg.
B<a

Vegyiik észre, hogy a sorozat monoton né, B, < B, ;.

Az llitjuk, hogy a B, rendszer mér o-algebra; (w; az elsé nem megszdmldlhaté
rendszdm). Ezt most csak a megszdmlalhat6 uniéra ellenérizzik.

Legyen Ay, Ay ... € By, ; azt kell ellenérizniink, hogy ezek unidja is B,,,-ben van. Az
wi egy limeszrendszam, tehat mindegyik A; benne van egy korabbi B,, osztalyban.
Legyen 8 = sup a; = |J a5 ekkor Ay, Ao, ... mind Bg-beli, az unidjuk BBH—beli. A
8 megszamlalhaté sok megszamlalhaté rendszam unidja, maga is megszamlalhato,
ezért B+1 < wi, tehdt (JA; € By, < Bu,. Ezzel megvan, hogy B, zirt a
megszamlalhaté uniora.
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A B generétorrendszer kontinuum szamossagi. Tudjuk, hogy kontinuum sok konti-
nuum szamossagu halmaz unidja is kontinuum szamossagu, illetve egy kontinuum
szamossagu halmaz elemeibdl allé sorozatok halmaza is kontinuum. Ennek fel-
hasznéléséval trivialis®™ transzfinit inukciéval igazolhatjuk, hogy mindegyik B,
osztaly kontinuum szamossagu.
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( 5. eléadas, 2023.03.14. |

5. Halmazfiiggvények, mértékek

Jelolés: R = R U {oo, —o0}.

Definicié (monoton halmazfiiggvény)

Legyen A < P(X) halmazrendszer, &f € A, és o : A — [0, 0].
Az « halmazfiggvény monoton, ha barmely A, B e A, A ¢ B esetén a(A) <
a(B).

Definicié (additiv és o-additiv halmazfiiggvények)

Legyen A < P(X) halmazrendszer, & € A, a: A — R vagy a : A — C, és
D) = 0.

o Az a halmazfiiggvény (végesen) additiv, ha barmely olyan, paronként
diszjunkt Ay, ..., A, € A halmazokra, amelyekre A; ... U1 A, € A,

i=1 '
Ebbe beleértjiik, hogy az dsszeq mindig létezik, tehat a tagok kozott

nem szerepelhet a —o0 és a +o0 érték is.

Ha A gytirii, akkor az additivitast elég n = 2-re megkovetelni.

e Az « halmazfiiggvény o-additiv, ha barmely olyan, paronként disz-
junkt A;, As, ... € A halmazokra, amelyekre A; L1 Ay Li... € A,

o([18) - Sata

1=1

Ebbe beleértjiik, hogy az dsszeg mindig létezik, és sorrendfiiggetlen is.
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Trivialitas'®

A o-additivitasbol kovetkezik az additivitas, mert a véges unidhoz hozzave-
hetiink végtelen sok iires halmazt.

Definicié (szubadditiv és o-szubadditiv halmazfiiggvények)

Legyen A c P(X) halmazrendszer, g€ A, a: A — [0,0], a() = 0.

o Az a halmazfuggvény szubadditiv, ha barmely olyan Aq,..., A,,Be A
halmazokra, amelyekre B < (A; u ... U A,),

a(B) < ia(Ai).

o Az a halmazfiiggvény o-szubadditiv, ha barmely olyan B, Ay, Ay, ... €
A halmazokra, amelyekre B < (41 U Ay U ...),

Trivialitas'®'

A o-szubadditivitasbol kévetkezik a szubadditivitas, mert a véges uniéhoz
hozzavehetiink végtelen sok tires halmazt.

Definicié (Mérhetd tér)

Mérheté tér: (X, M), ahol X # & a tér alaphalmaza, M < P(X) egy
o-algebra, a "mérhet6" halmazok rendszere.

Majd a mérhetd tereken értelmezni fogunk tobbféle "mértéket’...
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Definicié (mérték)

Legyen (X, M) mérhet6 tér.

o A g-additiv u: M — [0, 0] fuggvényeket  (u(J) = 0) mértékeknek
nevezziik.

o A g-additiv 9 : M — R fiiggvények (J(F) = 0) az eldjeles mértékek.

o A g-additiv ¥ : M — C fuggvények (J() = 0) a komplex mértékek.
Csak véges értékeik lehetnek.

Definicié (mértéktér)

o (X, M,pn) mértéktér, ha (X, M) mérheté tér, és p : M — [0, 0]
mérték.

o (X, M,9) elbjeles mértéktér, ha (X, M) mérhetd tér, és ¥ : M — R
el6jeles mérték.

o (X, M, V) komplex mértéktér, ha (X, M) mérheté tér, és ¥ : M — C
komplex mérték.
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Példak

« Konstans nulla mérték:

p=0
o Konstans oo:
0 haAdA=g
p(A) =
oo haA#g

o Tetszéleges X alaphalmaz esetén a p : P(X) — [0, oo] fiiggvény szdam-
ldlomérték vagy szdmossdagmérték, ha A € X esetén

A| ha |A| véges
u(ay = Al B 1AV
oo ha |A| végtelen

o Tetszéleges X alaphalmaz és z9 € X esetén p: P(X) — [0, 00] Dirac-
mérték vagy xo-ra koncentralt mérték, ha A € X esetén

1 hazge A
p(A) = ’
0 hax0¢A

(Paul Adrien Maurice Dirac, 1902-1984)

Lemma

Legyen p el6jeles vagy komplex mérték.

o 4 additiv: ha Ay,..., A, paronként diszjunkt mérheték, akkor
M<|_|Ai) = ZM(Ai)-
i=1 i=1
o Ha p mérték, akkor monoton: ha A < B mérheté halmazok, akkor
1(A) < u(B).

« Ha A c B és |u(A)| < o0 vagy |u(B)| < o, akkor u(B\A) = pu(B) —
1(A).

Bizonyitas. (a) A o-additivitasbél kévetkezik az additivités.
(b) Ha A < B, akkor

p(A) < pu(A) + p(B\A) = p(Au (B\A)) = u(B).
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(c¢) Az additivitas miatt u(B) = u(B\A) + u(A). Ha p(A) véges, akkor ki
tudjuk vonni mindkét oldalbdl. Ha p(B) véges, az csak tigy lehet, ha a jobboldalon
mindkét tag véges.

Lemma (a mértékek folytonosséiga)

Legyen p el6jeles vagy komplex mérték.

[0 0]
e Ha A; ¢ Ay — ... mérhet6 halmazok, akkor ,u< U An) lim pu(A,).

n—o0

e« Hao A, o Ay o ... mérhetd halmazok, és ‘,u(Al)| < oo, akkor

w((140) = Jim

Egy A, As, ... halmazsorozat limesz inferiora és limesz szuperiora

o0 a0
lim A, = < ﬂ An) = {a: . véges sok n kivételével x € An}, illetve

kszl n=~k
Q0 a0

lim A, = ﬂ < U An) = {a: . végtelen sok n-re x € An}.
k=1 \Nn=k

Példaul ha a sorozat novekvo vagy csokkend, akkor ezek megegyeznek, és a
tétel azt allitja, hogy

p(lim A,) = lim p(A,).

n—0o0

Bizonyitas. (a) Legyen Ay = J és B,, = A,\A,,_1, széval A, = By u ... u B,.

() -H( (]2 - S

= &Lwiu(B ) = ]\lflinooﬂ(anS A pi(Ay).
(b) Legyen B, = A;\Ay; ekkor & = By < By < ...
() (3 ) s o{ )
— Che) i (B,) = lim (4(Ar) — u(B,)) — lim (u(Ar\B) = lim (u(A,).
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A masodik allitasnal 1ényeges, hogy legyen legaldbb egy véges mértékii hal-
maz a sorozatban.
Ha A, = (n,), és mondjuk p a szdmossagmérték vagy az 1-dimenzids

Lebesgue-mérték vagy a konstans oo mérték, akkor u([)A,) = u() = 0,
de u(A,) = 0 -» 0.
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6. Lebesgue-mérték

A Lebesgue-féle kiilsé mérték, kétféle ekvivalens definicié. Monotonitdas. Kompakt
halmazok és Jordan-mérhetd halmazok kiils6 mértéke. Egybevagosag és hasonlosag
hatdsa. o-szubadditivitdas. A belsé mérték lehetséges definicidja. Mérhetéség. A
Lebesgue-mérhetd halmazok c-algebrat alkotnak, és ezen A mérték (bizonyitas
nélkil). A Jordan-mérheté halmazok Lebesgue-mérheték is (bizonyitds nélkiil).
Nullmértékd halmazok. RP-ben. Minden pozitiv kiilsé mértékii halmaz tartalmaz
nem mérhetd részhalmazt. [Petruska, 69-70, 81-82. o.]

Definicié (Lebesgue-féle kiils6 mérték)

Barmely A ¢ R? halmaz Lebesque-féle kiilsé mértéke

0¢] a0
A(A) = inf { Z t(Rg) : Ri, Ro, ... tengelyparhuzamos téglak, A U Rk.}.
k=1 k=1

Véltozatok:

o csak nyilt téglak

o csak [a1,b1) % ... x [a,,by) alaka félig nyilt téglak
o barmilyen téglak

Ezek ugyanazt az infimumot adjak, mert barmilyen fedésben megnovelhetjiik a
téglakat ugy, hogy mar az eloirt osztalyba tartozzanak, és az i-edik tégla mértékét

legfeljebb E—Vel, Osszesen legfeljebb e-nal noveljilk meg.

Definicié (Lebesgue-féle kiils6 mérték, alternativ definici6)

Barmely A ¢ RP halmaz Lebesque-féle kiilsé mértéke

0

MA) = inf{Zt(Mk) : My, M,,...e J(R?), Ac G Mk.}.

\ J

A kétféle definicié tényleg ugyanaz.
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Bizonyitas. Legyen A c RP tetszéleges, és a kétféle infimum

a0 o0
r = inf { Z t(Rg) : Ry, Ry, ... tengelyparhuzamos téglak, A U Rk.}
k=1 k=1

o0 00]
m = inf{ Dt(My) s My, My,...e JR?), Ac| Mk.}.
k=1 k=1

Bizonyitéas arra, hogy m < r: ha r = oo, akkor triviélis@; mostantol r véges.
Vegytnk egy tetszbleges ¢ > 0-t. Ehhez van az A-nak olyan | J Ry fedése
téglakkal, amelyekre Y t(Ry) < r + e.
Minden tégla Jordan-mérhetd, igy ugyanez az osszeg szerepel a masodik hal-
mazban is. Ezért
m< Y HR) <7 te.

Most a ¢ — 40 hataratmenetbol m < r.

Bizonyitas arra, hogy » < m: ha m = o0, akkor triviélis@; mostantol m
véges.

Vegytnk egy tetszOleges € > 0-t. Ehhez van az A-nak olyan | J M, fedése
Jordan-mérhet6 halmazokkal, amelyekre > ¢(My) < m + €.

Minden egyes M), Jordan-mérhetd halmazt lefedhetiink néhany téglaval, mond-

. ) g
juk Ri1, ..., Ryn,-val 4gy, hogy t(Ri1) + ...+ t(Rin,) < t(My) + o legyen. Az

Osszes ilyen tégla egytittesen lefedi A-t, ezért

r < i <§t(Rk,i)) < i <t(Mk) + ;) =§1t(M,€) +e<(m+e)+e.

k=1 “i=1 k=1

Ismét ¢ — +0-bol r < m.

A monoton.

A egybevagdsaginvarians.

Ne- A) = | - MA).

« Ha M € Hom(RP,RP) linedris transzformdicié, akkor A(M(A)) =
| det M| - A(A).

A ) fiiggvény szubadditiv.

A ) fiiggvény o-szubadditiv.
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Bizonyitas.
e Az tres fedés is fedi az ures halmazt.

o Ha A c B, akkor B minden fedése A-nak is fedése, ezért A(A) egy bévebb
halmaz infimuma.

« Ha A < RP és B < RP egybevago, és azt a definiciét hasznaljuk, amikor
Jordan-mérheté hamazokkal fediink, akkor a fedések is egybevagok.

o Ugyanez volt a képlet téglakra.

o Ugyanez volt a képlet Jordan-mérheté fedé halmazokra.
o A szubadditivitas kovetkezik a o-szubadditivitasbol.

o Allités: a X fiiggvény o-szubadditiv.

a0 0
— Tegyiik fel, hogy B < U Ay az kell, hogy A\(B) < 2 A

n=1

— Ha valamelyik A(4,) = oo akkor az &llitas trivialis®®.

— Vegyiink egy tetszoleges € > 0-t.

0
Mindegyik A,-et fedjiik le R,1, Ryo, . .. téglakkal gy, hogy Y #(Ryp) <

- k=1
A —.
AMA,) + o
— A fedések egyiitt lefedik B-t:
0 0 0
=UJa=U(Unrs)
n=1 n=1 \ k=1
ezért a A\(B) definiciojabol
. o0 e} o0 - c o0 .
EEDY (L erw) < X (W) + 5 ) = DA+
n= k=1 n=1 n=1
— Az ¢ — +0 hataratmenetbdl kapjuk, hogy
J— 0 —
B)< ) MNA
n=1
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e AT
« Ha K kompakt, akkor \(K) = #(K).
« Ha A Jordan-mérhetd, akkor A\(A) = t(A).

Bizonyitas.

telen sok tres halmazzal.

« Ha K kompakt, akkor vegyiik a kiils6 Lebesgue- és a kiils6é Jordan-mértéknek

s sz

laszthato véges fedés, ezért a K kiils6 Lebesgue- és a kiils6 Jordan-mértéke
ugyanaz.

o Ha A Jordan-mérhetd, akkor

0 < AN0A) <#(0A) =0, tehdt A(0A) =0,
t(A) = 7(clA) = (el A) < XNA) + A(0A4) = AM(A) < E(A) = t(A).

Lebesgue-mérhetoség

Definicié (Lebesgue-féle belsé mérték)

A Lebesgue-féle belsé mérték lehetne akar ez is: ha A < [0, 1]?, akkor
A(4) =1 - X([0,1]"\4)

Altaldban
A4 = Y <1—)\([a1,a1+1)x...x[ap,ap—i—l)\A))

(V.6. Ha J Jordan-mérhet$ és A — J, akkor t(A) = t(J) — t(J\A).)
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Megjegyzés

A mérhetOséget a kiilsé és a belsé mértékek egyenléségével is lehetne defi-
nialni, de inkdbb mélyen hallgatni fogunk a bels6 mértékrol. A mérhetdség

« sz

Definicié (Lebesgue-mérhetdség)

A < RP Lebesgue-mérhetd, ha barmely H < RP esetén
MH) = MH n A) + M(H\A).

(A szubadditivitds miatt < automatikus; a kérdés az, hogy = vagy <.)

-
.

Feladat

Jo gyakorlat bebizonyitani, hogy barmely korlitos A < RP halmaz akkor és
csak akkor Jordan-mérhetd, ha ha barmely korlditos H < RP halmaz esetén
t(H)=1t(Hn A) +t(H\A).

Tétel

| L

A Lebesgue-mérhet6 halmazok o-algebrat alkotnak, és ezen a kiilso
Lebesgue-mérték o-additiv. (Bizonyitas a kovetkezo fejezetben).

A Lebesgue-mérhet6 halmazok o-algebrajat £ vagy £, jeloli; magat a mér-
téket A(...) vagy Ap(...).

f
u

Tétel

e Minden Jordan-mérheté halmaz egyben Lebesgue-mérhet6 is, tehat a
Lebesgue-mérték tényleg kiterjesztése a Jordan-mértéknek. (Bizonyi-
tas a kovetkez6 fejezetben).

e Minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhetd, tehat B < L.

Nullmértékii halmazok

Definicié (nullmértékii halmaz)

A RP nullmértéki vagy Lebesque-nullmértéki, ha A\(A) = 0.
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Minden nullmértéka halmaz mérheto.

Bizonyitas. Ha N nullmértékii, vagyis A(N) = 0 és H = RP tetsz6leges, akkor

tehat N jol vagja ketté a H halmazt.

NH) < NH A N) + MNH\N) < NH) + MNN) = MH),

. JeN;

A nullmértékdi halmazok N rendszere egy o-idedl:

e N minden elemének minden részhalmaza is N -beli;

o N zirt a megszamlalhat6 uniora.

B #L.

Bizonyitas. Vegyiink egy kontinuum szamossagt, nullmérték halmazt, példa-
ul a Cantor-halmazt. Ennek minden részhalmaza nullmértéki, tehat Lebesgue-
mérhetd. De ilyen részhalmazboél 2¢ = 92" van; tobb, mint Borel-halmaz 6sszesen.

Példa. Q Lebesque-mérhets, de nem Jordan-mérhetd.

6. eldadas, 2023.03.16. |

Minden pozitiv kiilsé mértékii halmaz tartalmaz nem mérheto halmazt.

Bizonyitas. (A Vitali-konstrukcié médositésa)
Ha A nem mérheto, akkor ¢ maga egy sajat nem mérhetd részhalmaza.
Legyen A € L pozitiv mértékii és mérheto. Felteheto, hogy A korlatos, mert ha
A-nak minden korldtos részhalmaza nullmértéki, akkor minden n-re B(0,n) n A
is, igy a mérték folytonossaga miatt A\(ANRP) = A(A) = 0. Igy A-nak van pozitiv

mértéki korlatos részhalmaza.

Legyen V' < A olyan, hogy QP eltoltjabdl legfeljebb egy elemet tartalmaz,
¢és akkor nem tartalmaz bel6le elemet, ha A diszjunkt attol az eltolt halmaztol.
(Més szdéval, minden r € RP vektorra, ha a (Q” + r) n A metszet nem fiires,
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akkor kivalasztunk bel6le egyetlen elemet.) Ekkor létezik QP-nek olyan korlatos
@ részhalmaza, hogy V + Q) lefedi A-t és () végtelen.

Ha V mérhetd, és A\(V) > 0, akkor A(V +@Q) = oo, ami nem lehet, mert korlatos
halmazok 6sszege korlatos, és A monotonitasa miatt minden korldtos halmaz véges
mértéki.

Ha A\(V + Q) = 0, akkor A(A) = 0, ami szintén nem lehet. Igy V ¢ L.
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7. Relativ kiuilsO mértékek

Relativ kiils6 mértékbél szarmazté kiilsé mérték. Nemnegativ halmazfiiggvényhez
asszocialt kiils§ mérték. A mérheté halmazok. A mérheté halmazok o-algebrat
alkotnak. A Lebesgue-mérhetd halmazok o-algebrat alkotnak. [Petruska, 61-63.
o.]

Definicié (relativ kiilsé mérték)

Legyen X # J tetszéleges alaphalmaz, A < P(X), e Aésp: A —
[0, o0].

o A ¢ fluggvény relativ kilsé mérték, ha o-szubadditiv és ¢(F) = 0.

» Ha ¢ relativ kiilsé mérték és A = P(X), akkor ¢ kiilsd mérték.

J

Példak

1 haH#J
0 ha H=¢’

o A=P(X), (H) = {

o A a Jordan-mérhet$ halmazok gytiriije, ¢ a Jordan-térfogat. (Ehhez
szitkség van arra, hogy a Jordan-térfogat o-szubadditiv.)

Trivialitas'®'

Minden relativ kiilso mérték monoton és szubadditiv.

Bizonyitas. Ha ¢ relativ kiilsé mérték, A, By,...,B,e Més Ac Biu...u B,
akkor
AcBiu...uB,ugug@...,

a o-szubadditivitas miatt

(A) < p(B1) + ...+ ¢(Bn) + o(J) + (D) + ...,

o >
"

0

tehat ¢ végesen szubadditiv.
Az n =1 esetben ez éppen a monotonitas.

Minden mérték relativ kulso mérték.
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Bizonyitas. Legyen (X, M, p) mértéktér, H, Ay, Ay... € M, hogy H < | J Ay.
A By = Ay, B, = A,\(41 u ... U A,_1) halmazokkal

<H<UAn> =u(|_| Bn) = > u(Ba) < ) (A

Definicié (asszocidlt kiils6 mérték)

Tegytik fel hogy X # (J tetszéleges alaphalmaz, A < P(X), & € A, és
a: A —[0,00] olyan, hogy a() = 0.

Legyen H ¢ X esetén

mf{i Ak AkE.A H c UAk}
k=1 k=1

ha H nem fedhet6 le megszamlalhat6 sok A-beli halmazzal, akkor ¢, (H) =
o (mert inf & = +00).

Az igy definidlt ¢, : P(X) — [0,00] figgvény az a-hoz asszocidlt kilsd
merték.

Példak

. A:P(X),a(H):{l ha H 2T pkor po — a

0 ha H=

o A a p-dimenziés téglak rendszere, és a a térfogat. Ekkor ¢, a kiilsé
Lebesgue-mérték.

o A a Jordan-mérheté halmazok gytriije, o a Jordan-térfogat. Ekkor is
Yo a kiilso Lebesgue-mérték.

Yo kiilsé mérték.

Bizonyitas. ¢,(J) =0 trivialis®: a o-szubadditivitast kell bizonyitani.
©o]
Tegyiik fel, hogy H,Fy, Fs,... ¢ X és H < |J F,; Azt kell ellen6rizniink,

n=1

hogy

H)éigp(F
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o0
Ha >} ¢ (F,) = o, akkor az egyenlStlenség trivialis®: a tovabbiakban fel-
n=1

o0
tessziik, hogy >, wa(Fy) véges, ekkor persze mindegyik ¢, (F;,) véges.
n=1
Vegyiink egy tetszoleges € > 0-t. Mindegyik F,-et fedjiikk le A-beli halma-
zokkal 2% pontossaggal, vagyis vegyunk olyan A,1, A2, A3, ... € A halmazokat,

o0 o0

amelyekre F,, < | Aug 68 ) a(Ank) < po(F) + 2% Az A, halmazok egytitte-
k=1 k=1

sen a H-t is lefedik, ezért

0

ot < 3, ( Rj0(aw) < X (4B + 57) = Yopuli +=

n=1

A & — +0 hataratmenettel kész vagyunk.

lem.fiamax

Ha ¢ relativ kiils6 mérték valamilyen B > A halmazrendszeren, amire A € A
esetén p(A) < a(A), akkor barmely H € B halmazra o(H) < ¢, (H).
Vagyis, az a-nal nem nagyobb relativ kiils6 mértékek kozott ¢, maximalis.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszéleges H € B halmazt; azt kell igazolnunk, hogy
(H) < po(H). Ha @o(H) = o0, akkor ez trivialis®®. A tovabbiakban feltessziik,
hogy ¢ (H) véges.

Barmely e-hoz vannak olyan A;, As,... € A halmazok, hogy H < (JA, ¢és
> a(A,) < po(H) + €; ekkor

 o-szubadd.
p(H) < (A < <D a(Ay) < pa(H) +5;

Az ¢ — +0 hatdrdtmenttel megapjuk, hogy ¢(H) < o (H)

Az el6bbi példakban az asszocidlt kiils6 mértékek: ¢ maga, illetve a kiilso
Lebesgue-mérték.
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Definicié (Kiils6 mérték szerint mérheté halmaz)

Legyen ¢ kiilsé mérték az X alaphalmazon. Az A < X halmaz ¢ szerint
mérheto vagy p-mérheto vagy csak mérheto, ha

VHc X @(H)=pHnA)+e(H\A).

A ¢-mérhet6 halmazok rendszere M,,.

. J

Megjegyzés

A szubadditivitds miatt elég azt el6irni, hogy

o(H) = p(H n A) + p(H\A).

Ez trivialis® akkor, ha ©(H) = oo, tehét elég véges kiilsé mértékii H-ra
ellendrizni.

o A fenti jelolésekkel M, g-algebra, és (X, M., | p,) mértéktér.

« S6t, tetszéleges Y < X halmazra ¢ mérték az M|y o-algebran is.

Bizonyitas. 1. dllitas: Az X és (J mérhetd, avagy X, & € M,.
Barmely H < X halmazra

©(H n &)+ o(H\@D) = (D) + ¢(H)
o(H n X) + p(H\X) = p(H) + ()

(Most hasznéltuk, hogy ¢(&F) = 0.)

0+ @(H) = p(H);
p(H) +0 = p(H).

2. dallitas: Az M, algebra, azaz ha A, B mérhetd, akkor Au B, An B és A\B is
mérheto.

Legyen H < X tetszoleges; azt akarjuk ellendrizni, hogy a H-t az A U B, az
A n B és az A\B is jol vagja ketté.

Az A, B halmazok a H-t négy részre osztjak: H = Hyu H, v Hy, U Hy, (az
indexek azt jelzik, hogy az adott részhalmaz az A és B koziill melyiknek része:

Hy=H\(AUB), Hy = (H n A\B, Hy = (H n B\A, Hyy = HA An B). Az A
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és B mérhetosége miatt
p(H) = p(H nA)+ p(H\A) =
— (#((H 0 4) 0 B) + ¢((H 0 ANB) ) + (9((H\A) 0 B) + o((H\A)\B) ) =

_ <¢(Hab) + (p(Ha)) + <90(Hb) + sO(Ho)>-

Atcsoportositva és a szubbaditivitést felhasznélva
p(H) <@(Hn(AuB))+p(H\(Au B)) <
(i (Has) + o(Ha) + 9(Hy) ) + o(Ho) = o(H);
p(H) < o(H n (An B)) + p(H\(An B))
< @(Ha) + (9(Ha) + o(Hy) + (Ho)
p(H) < o(H n (A\B)) + ¢(H\(A\B)) <
< p(H,) + (sO(Hb) + @(Hap) + sO(Ho)) = p(H).

N

N

= ¢(H);

N———

Latjuk, hogy mindenhol egyenl6ség van, tehat A U B, A n B és A\B is jol vagja
ketté a H halmaszt.

3. dllitas: Barmely Y < X esetén ¢ additiv M|y -n.
Ha A, B mérhetdk, és AnY és B nY diszjunktak, akkor A-val vagjuk ketté
az (A v B) n'Y halmazt:

¢((AUB)NY) = gp(((AuB)mY)mA) —i—go(((AuB)mY)\A) = p(AnY)+p(BnY).
Indukcioval akarhany halmazra is igaz.

4. allitas: M, o-algebra.
A megszamlalhat6 sok halmaz unidjat kicserélhetjiikk paronként diszjunkt hal-
mazok unidjéra: legyen B; = A;\ | 4;, ekkor | J;2, Ai = | |2, B

Jj<t

o0 o0
Legyen U,, = Byu...u B, és Uy, = | | B; = |J A; azt akarjuk igazolni, hogy
i=1 i=1
U, mérheto.

/ P monoton — B
P(H) "M (H AU + o(H\U,) T 2 o(H AU + @(H\Uy) " =%

n

= ¢(|:|(H N Bi)> +@(H\Uy) P N O (H A By + o(H\Us).

i=1
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Most n — o0, majd o-szubadditivas:

O ¢ o-szubadditiv

p(H)= > o(HnB)+p(H\Uy) =

i=1

> (LU0 0 B)) + 0(H\02) = (H 0 U2) + (U

Tehat Uy, jol vagja ketté H-t.

5. dllitas: ¢ o-additiv M|y -n.
Tegyiik fel, hogy A, As,... € My, és az A; n'Y halmazok diszjunktak.

n

additiv -on " monoton
D e(As ny) P s@(|_|<AmY>) s

i=1 i=1

0

<|i| A mY ) USZUbaddltle¢ A mY)

i=1

Most n — oo

EMY (IJAmY)) |

Tehét <p<i|?|1 (A Y)) _ i oA Y.

8. Teljes mértékterek

Definicié (nullmértékii halmaz)

Legyen ¢ kiils6 mérték az X alaphalmazon. Az N < X halmaz -
nullmértéki, ha o(N) = 0.

A p-nullmértéki halmazok -mérhetéek, avagy p(NN) = 0 esetén N € M,,.

Bizonyitas. Barmely H < X-re

©o(Hn N)+ p(H\N) <0+ ¢(H).
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Definicié (teljes mértéktér)

Az (X, M, ) mértéktér teljes, ha a p-nullmértéki halmazok részhalmazai
is mérhetéek, tehat barmely N € M, u(N) =0, Z < N, esetén Z € M. (A
monotonitds miatt trivialis®, hogy u(Z)=0.)

- J
Kovetkezmény

Béarmely Y < X halmazra (Y, M|y, ¢|am, |y ) teljes mértéktér.

Kovetkezmény

A Lebesgue-mérheté halmazok o-algebrat alkotnak, és ezen a A egy teljes
mérték.

(7. el6adés, 2023.03.21. |

Minden mértéktér teljessé teheto, vagyis:
Ha (X, M, ) mértéktér, akkor

o létezik egy egyértelmli minimalis M* c P(X) o-algebra

o és egy szintén egyértelmd p* : M* — [0, 0] mérték

o tgy hogy M < M*, ufy, = p és (X, M*, u*) teljes.

Bizonyitas. 1. Legyen
M={A=MuZ: MeM; AINe M u(N) =0, Z < N},
tehat azon A-k halmaza, amelyek el6allnak mint egy M mérheté halmaz plusz
valami, nullmértékt halmazzal lefedhetd "zaj". Az ilyen A halmazoknak minden-
képpen benne kell lennie a keresett o-algebraban.
A bizonyitas sordan M, M; mindig mérheto, N és N; nullmértéki mérhet6, Z

és Z; az N, illetve az IN; valamilyen részhalmazat fogja jelenteni, A = M u Z, és

A M* rendszer egy o-algebra, mert

« J,XeMc M

« zart a komplementumképzésre: X\(M v Z) = (X\(M U N))u (N\M\Z) €
M,
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o zart a megszamalhaté uniéra: ha My, Ms, ... € M mérheték, Ni, N,,... €
M nullmértékiek, és Z; < Ny, akkor J(M;oZ) = (UM;) o (U Zi) € M
itt | J M; mérhetd, és | Z; része a nullmértéki () N;-nek.

2. Legyen p*(M u Z) = p(M); csak ez a fiiggvény lehetséges, mert
p(M) = p* (M) < p*(MuZ) < p (MouN) < p*(M)+p*(N) = p(M)+p(N) = p(M).

Sziikséges az, hogy ez az érték joldefinialt legyen. Legyen A € M™* My, Ny, Z;
és My, Ny, Z5 a definicid szerinti halmazok, hogy My u Z; = My u Zy = A. Ekkor

M\My ¢ A\My = Zy = Ny, ezért pu(M;\M,) = 0;

M1 M MQ C M1 = (Ml M Mg) L (Ml\M2>

p(My M) < p(M) < p(My o Mz) + (M \ M),
R

amibdl /L(Ml) = M(Ml N Mg)

Ugyanigy, p(Ms) = pu(My 0 M), tehdt p(My) = p(Ms).
3. A p* fuggvény o-addititiv: Legyenek Ay = My u Z1, Ay = My U Zs, ... € M*
paronként diszjunkt halmazok, ahol M; € M és Z; lefedheté valamilyen N; € M
nullmértékii halmazzal. Az | J Z; halmazt lefedi a nullmértéki ( J V;, ezért

(L) = e (L) o (U) ) = (L) = o) = B4,

Most mar tudjuk, hogy (X, M*, u*) mértéktér.

4. A (X, M* u*) mértéktér teljes: Tegyiik fel, hogy A = M v Z € M* és
p*(A) =0, tehat A egy p*-nullmértékii halmaz, és B < A. Az kell, hogy B € M*.

Vegytik észre, hogy pu(M) = p*(A) = 0, tehat B felirhaté B = ¢ u B alakban,
ahol @ € M és B lefedheté a p-nullmértéki (M u N) halmazzal, tehat B € M*.
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9. A mértékkiterjesztési tétel

Félgytrin additiv relativ kiils6 mérték kiterjesztheté a generdlt gyfirtire. Példa
arra, hogy a Kkiterjesztés nem mindig egyértelmii. Meértékkiterjesztési tétel. A
kiterjesztés egyértelmiisége o térben. [Petruska, 64-66. o.]

Kérdés

o Igaz-e, hogy RP-ben minden Jordan-mérhet6 halmaz Lebesgue-
mérhetd, és a Lebesgue-mértékiik ugyanaz, mint a Jordan-mértékik?

o Altaldban, igaz-e, hogy ha «a relativ kills6 mérték az A rendszeren,
akkor A elemei mérheték ¢, szerint, vagyis A < M, , és barmely
A e A halmazra ¢,(A) = a(A)?

Az, hogy ¢, (A) = a(A), kovetkezik abbdl, hogy az « fliggvény relativ kiilsé
mérték.

1 haH#J

. A=P(X),a(H)={O ha H — o

°* Py = Q.
e Haae Aésb¢ A, akkor

— A rosszul vagja ketté a H = {a, b} halmazt:
al(H) =1, a(HnA)+a(H\A) =1+ 1.
— Az alaphalmazt is rosszul vagja ketté:
a(X) =1, a(XnA)+a(X\A)=1+1
e Csak ¢ és X mérheto.
o Hianyzik az additivités.

o Kossiik ki, hogy o additiv a A rendszeren.

.




X=R, A={F}u{(c,»):ceR}, a() = 0; a((c,0)) = 1.

0 haA=g
va(A) =<1 ha A+# &, de alulrél korlatos

o0 ha A nem korldtos alulrél

e Haa e Aés b e X\A, akkor A rosszul vagja ketté a H = {a,b}
halmazt:

Yo(H) =1,  wa(H N A)+ pa(H\A) =1+1.

e Most is csak két mérhetd halmaz van.

o Az additivitas igaz, csak semmitmondé: nincsenek nemiires, diszjunkt
halmazaink.

o Van additivitas, de az A halmazrendszer tul sovany.

o Ki fogjuk kitni, hogy a fedésre haszndlt A halmazrendszer félgyiri, és
ezen az a fligguény additiv.

J

Legyen A ¢ P(X) félgytirti, o : A — [0, 0],

o « relativ kiils6é mérték, tovabba
o «a még additiv is.
Ekkor A € M., és ¢q|a = a, vagyis
o Minden A-beli halmaz mérheté ¢, szerint, és

» Bérmely A € A halmazra ¢,(A) = a(A).

. J

Bizonyitas. A o-szubbadditivitds miatt triviélis@, hogy wala = «a; azt kell
igazolni, hogy minden A € A mérhets. Legyen tehat A e A és H < X tetszbleges;
a célunk o (H N A) + @o(H\A) < @o(H). Ha @o(H) = o0, akkor ez trivialis®®;
feltehetjik tehat, hogy ¢, (H) véges.

Vegyiink egy tetszOleges e-t, és ehhez olyan By, Bs ... € A halmazokat, ame-
lyek tgy fedik H-t, hogy > «(B,) < ¢o(H) + €.
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Mindegyik B,-re B, nA € A, és a B,\A halmaz felbomlik paronként diszjunkt
Cni, .-, Cng, € A elemek unidjara: B, = (B, n A) u Cpyu...uChy,. Az

-~
Bn\A

additivitas miatt

kn

a(B, nA) + Z a(Cy) “ P (B,

alH 0 A) + 0o (H\A) < Z < (B, N A) +Za(C’m)> = > a(By) < @a(H) +&.

Végiil € — 0 és kész.

A fenti tétel kiterjeszti az o halmazfiiggvényt mértékként egy, az A-t tar-
talmazo6 o-algebrara. Igaz-e, hogy a kiterjesztés egyértelmi?

Altaldban nem igaz:

Alljon A az R félig nyilt intervallumaibdl, és legyen a(A) = oo ha A nemiires.
Ekkor « kiterjeszthet6 a P(R) halmazrendszerre, de a kiterjesztés nem egy-
értelmii. Lehetséges kiterjesztés példaul a konstans oo és a szamlalomérték
is.

Viszont ha az a nem t1l nagy, az egész tér felbomlik megszamalhaté sok, véges
mértéki darabra (mint ahogy R? felbomlik megszamlalhat6 sok korlatos téglara),
akkor mar a kiterjesztés egyértelmii.
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Definicié (o-végesség)

o Legyen X tetszéleges alaphalmaz, 4 < P(X) és a : A — [0, 0]
relativ kiils6 mérték. Azt mondjuk, hogy a H < X halmaz o-véges
az « szerint, ha léteznek olyan Ap, As... € A halmazok, amelyekre
mindegyik «(A,,) véges, és

')
Hc U Ak
k=1

o Az (X, M, 1) mértéktér, iletve a p mérték o-véges, ha X a p szerint o-
véges, avagy felbontatdo megszamlalhaté sok véges mértékii halmazra.

-
.

Példak
o RP g-véges a Jordan-mérték szerint.

o R nem o-véges a szamossagmérték szerint. A szamossagmérték szerint
o-véges halmazok a megszamlalhaté halmazok.

~
.

9.1 Tétel

Legyen A < P(X) félgytirti, o : A — [0, 00] relativ kiilsé mérték, ami még
additiv is, és tegyiik fel, hogy X o-véges.

Ekkor barmely M olyan o-algebrara, amelyre A ¢ M < M, , az o egy-
értelmfiien terjeszthetd ki M-re, azaz ha p mérték M-en és puj4 = «, akkor

B = Palpm-

J

Bizonyitas. Az X olyan A, A,,... € A halmazok uni6ja, amelyekre minden
a(A,) véges. A 7?7 lemma miatt ezeket kicserélhetjiik olyan, paronként diszjunkt
Bi, Bs, ... € A halmazokra, amelyek uniéja szintén X, és mindegyik By részhal-
maza valamelyik A,-nek, igy a(By) < a(4,) < .

A 7?7 lemma miatt u < ¢, igy barmely H € M halmazra

a(By) = w(By) = (B0 H)+p(B,\H) < ¢o(BunH)+@o(B\H) = ¢a(B,) = a(By),

és itt minden véges volt, tehdt példaul u(H n B,) = po(H N B,). Osszegezve

W) = Yl 0 B,) = Yl 0 By) = ).

n=1



Ko6vetkezmény (Caratheodory-féle mértékkiterjesztési tétel

(Kovotaviivog Kagadeodwer, 1873-1950))

Legyen X tetszleges alaphalmaz, A félgytirti P(X)-en, a : A — [0, 0]
additiv és o-szubadditiv és a(¢) = 0. Ekkor

o Az «a fiiggvény kiterjeszthet6 az A altal generdlt o-algebran mértékké.

o Ha X o-véges, akkor a kiterjesztés egyértelmii.

A Lebesgue-mérték befejezése

Az el6bbi tételeket alkalmazhatjuk a Jordan-mérheté halmazok gytirtijére vagy a
[ar,b1) x ... % [ap,b,) alakd félig nyilt téglak félgytirijére.

Lemma

o Minden dimenzidban, a félig nyilt tégldk félgylirtijén a Jordan-mérték
additiv relativ kiils6 mérték.

o Minden dimenziéban, a Jordan-mérhet6 halmazok gytiriijén a Jordan-
térfogat additiv relativ kiils6 mérték.

Bizonyitas. A Jordan-mérték additivitasat tudjuk.
Q0

Tegytik fel, hogy A, By, By, ... € J(RP) és A < |J B;; a o-szubdadditivitashoz
=1

o (2
azt akarjuk igazolni, hogy t(A) < > t(B;).

i=1
Vegytink egy tetszéleges € > 0-t. Elég finom kockazassal az A belso kockéi egy
olyan K < A kompakt halmazt akotnak, amelyre t(K) > t(A) —e. Mindegyik B;-
hez vegytik a tér egy kell6en finom kockazasat gy, hogy a fed6 kockak ossztérfo-

gata kisebb legyen, mint ¢(B;) + % A fedo kockakat kicsit meghizlalva kaphatunk

€
olyan G; Jordan-mérhet6 nyilt halmazt, amelyre B; ¢ G; és t(G;) < t(B;) + 25.
A kompaktsag miatt a K halmazt véges sok G;, mondjuk az els6 n darab is
lefedi. Ezek utdn a Jordan- mérték szubadditivitasa miatt

n

HA) e < H(K) < HGC1U...UG) < Y H(G,) < i (t(Bi)+22€i> <

=1

0
i=1
0
Most ¢ — +0-bdl t(A) < Y. t(B;).
i=1
Tégléakra a bizonyitas ugyanez, de egyszeriibb: A, By, Bs, ... félig nyilt téglak;
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az A-t egy nala kisebb K zart téglara cseréljiikk, a B; halmazt pedig egy néla
bovebb nyilt téglara.

Kovetkezmény
e J, < L,, avagy a Jordan-mérheté halmazok Lebesgue-mérhetdek is.

« B(RP) < L,, avagy minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhets. (A félig
nyilt tégldk Borel-halmazok, és generéaljak B(RP)-t.)

o t, = Nz, vagyis a Lebesgue-mérték a Jordan-mérték kiterjesztése.
o A Lebesgue-mérték teljes.

o A L, o-algebran a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitiv, normalt, el-
tolasinvarians mérték.

o Az RP-n a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitiv, normalt, eltolasinva-
ridns Borel-mérték.
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10. Lebesgue—Stieltjes mértékek 1-dimenzidéban

Lokalisan véges 1-dimenziés Borel-mérték eloszlasfiiggvénye. Az eloszlasfiggvény
balrdl folytonos. A kiilénbo6z6 tipusu intervallumok mértékének kifejezése az el-
oszlasfiiggvénnyel. Additiv intervallumfiiggvények. Megengedett végpontok. Egy-
dimenziés Lebesgue—Stieltjes mértékek. Minden lokalisan véges Borel-mérték egy
Lebesgue-Stieltjes mérték megszoritdsa a Borel-mérhetd halmazokra. [Petruska,
69-75. o.]

Most egy darabig egy I — R nyilt intervallum lesz a vilag (az I lehet félegyenes

vagy az egész R is), és a (I,B(I), p) lokalisan véges Borel-mértékeket vizsgaljuk.

Definicié (lokalisan véges Borel-mérték)

Az (RP, B(RP), u) mértéktér lokalisan véges, ha
(a) Minden pontnak van véges mértékii kornyezete, azaz

VaeRP Ir >0 B(a,r) < RP, u(B(a,r)) < wo;

(b) Minden kompakt K < RP halmaz mértéke véges.

Ez a ketté ekvivens; (b) = (a) trivialis®™, mert minden pontnak van kom-
pakt kornyezete; (a) = (b) azért, mert K minden pontja kortl vehetiink
egy-egy véges mértékli kornyezetet, és a kompaktsag miatt ezek koziil véges
sok is fedi K-t.

Definicié (intervallumfiiggvény eloszlasfiiggvénye)

Legyen A = {&F} U {[a,b) :a,be [,a<b} ésa: A— R vagy a: A — C.
Az F : I — R fluggvény az a halmazfiiggvénynek eloszldsfiigguénye, ha
barmely [a,b) esetén

a([a,1) = F(3) - F(a).

. el8adds, 2023.03.23. |
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o Az a-nak akkor és csak akkor 1étezik eloszlasfiiggvénye, ha additiv.

o Specialisan, minden lokalisan véges mértéknek létezik eloszlasfiiggvé-
nye.

Bizonyitas.

« = Ha van eloszlasfiiggvény, és [zo, z1) U1, zo)u. . .U[Tp_1,2n) = [0, Tp),
akkor

7

j af[zio, 2:)) = ) (F(z:) = F(aim1)) = F(z,) = F(zo) = [z, 20)).

i1
o «: Ha « additiv, akkor valasszunk egy xq € I kezdépontot, és legyen

0 ha x = xg
F(z) =< a([rg,x))  ha x> xg

—a([x,z0)) ha x < x.

— Ha a < b < zo, akkor a([a,b)) = a([a,z0)) — a([b, z9)) = (—F(a)) —
(=£(b))-

— Ha a < o < b, akkor a([a,b)) = a([a,20)) + a([z0,b)) = (—F(a)) +
F(b).

— Ha 2y < a < b, akkor a([a, b)) = a([z0,b)) — a([z0,a)) = F(b) — F(a).

Lemma

(a) Ha F a (I,B(I), 1) mértéknek eloszlasfiiggvénye, akkor F' monoton né
és balrdl folytonos.

(b) A tovabbi intervallumtipusok mértéke F-fel kifejezve

0)— F(a) = F(b+0)— F(a—0), specialisan
0) — F(a) = F(a+0) — F(a—0);
b)— F(a+0)=F({b—-0)— F(a+0),

=
—~
—
8
=
S~—
—_— — —
[
T

Bizonyitas.

« Bédrmely a < b esetén F(b(—F(a) = p([a,b)) = 0, tehdt F(a) < F(b).
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o Bérmely z,, /" a sorozatra, az [z,,a) intervallumok metszete ¢§. A mérték
folytonossaga miatt

0=pu(g) = u(ﬂ[wn,a)) = lim p([@, a)) = lim (F(a)—F(z,)) = F(a)—F(a—0),
tehat F'(a — 0) = F(a).

o Béarmely x, \, a sorozatra az [a,x,) intervallumok metszete az {a} pont.

p({a}) = p(ﬂ[a,xn)) - limu([a, xn)) — lim (F(xn)—F(a)> — F(a+0)—F(a).

Kérdés (Megforditas?)

Van egy monoton névé F' : I — R fiiggvényiink. Létezik-e olyan p Borel-
mérték, amelynek F' eloszlasfiiggvénye?

o A megforditas ezek utan olyasmi lenne, hogy kapunk egy monoton noévo
F I — R figgvényt, a megvaltozasabol készitiink egy additiv interval-
lumfiiggvényt, és ezt az additiv fliggvényt kiterjesztjiilk mértékké. Ha F
nem minden pontban folytonos balrél, akkor baj van. Ezen tobbféleképpen
segithetiink. Két fontos lehetOséget érdemes megemliteni:

— Kikoéthetjiik, hogy csak balrél folytonos F-et engediink meg.  Vagy:

— Az intervallumaink A félgyiirtijében nem engedink meg minden vég-
pontot.

x Csak az olyan végpontokat engedjitk meg, ahol F' balrél folytonos.
Vagy:
x Csak az olyan végpontokat engedjiitk meg, ahol F' folytonos.
— Szerencsére egy monoton fliggvénynek legfeljebb csak megszamlalhaté
sok szakadési pontja lehet (mert minden szakadasnal atugrik raciondlis

szamokat, és egy raciondlis szdmot legfeljebb csak egyszer ugorhat t),
tehat F' folytonossagi pontjai stirtin vannak I-ben.

e Mostantol kezdve F' : I — R monoton novo.
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V < I egy siirli halmaz (a megengedett Végpontok halmaza).
AV minden pontjaban F' balrél folytonos.
A={g}u{la,b):a,beV,a<b} (amifélgylird),

a(F) =0és a[a,b)) = F(b) — F(a).
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Lemma

Legyen F': I — R monoton névé, V' < [ stirti halmaz gy, hogy V' minden
pontjaban F' balrdl folytonos,

={@} u{la,b) : a,be V,a < b} afélig nyilt intervallumok félgyiriije,
a(F) =0és a([a, b)) = F(b) — F(a).

Ekkor az o halmazfiiggvény additiv relativ kiils6 mérték.

A

Bizonyitas.

Az trivi, hogy «a additiv.

Megmutatjuk, hogy « szubadditiv. Tegyiik fel, hogy az A = [a,b) inter-
vallumot lefedik a C; = [¢;,d;) (i = 1,2,...n) intervallumok; az kell, hogy

a(4) < 3 a(C).

i=1

Az A intervallumot a ¢;, d; pontok kis félig nyilt intervallumokra osztjak:
A=A u...u A

Minden j = 1,2, ..., k-ralegyen x(i,j) = 1, ha A; c Cj; egyébként A;nC; =
& és x(i,j) = 0.

Da(C) > RKalCin )= Ya(cie |i|,4j> Za(D(C ") -

Z(ZM@% =g(ix(z,ﬁ a(4)) -
-3 (;x@',j)) a(dy) > Z - a(4;) = a(4)

Most megmutatjuk, hogy a o-szubadditiv.

Tegyiik fel, hogy az A = [a,b) € A intervallumot lefedik a C; = [¢;,d;) € A

[ee)
(i = 1,2,...) intervallumok; azt kell igazolnunk, hogy a(A) < > a(C}).

i=1
Terv: Az A = [a,b) halmazt egy picit kisebb, de kompakt [a, '] interval-
lumra sziikitjik, a C; = [¢;, d;) fedé halmazokat pedig picit bévebb (¢}, d;),
nyilt intervallumokra. Utana a kompaktsag miatt véges sok C; is lefed, és
miikodik a szubadditivitas.
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e Vegylink egy € > 0-t.
e AV € AnV megengedett végpontot gy valasztjuk, hogy a([a,b’ )) >
a([a, b)) —¢, vagyis F(V') > F(b)—e¢; ilyen V' 1étezik, mert F' balrdl folytonos
b-ben.
o A < c¢;megengedett végpontot ugy valasztjuk, hogy oz([cfi, dz)) < a([ci, d,)) +
28 vagyis F'(c) > F(¢;) — i; ilyen C] is 1étezik.
o Tudjuk, hogy
[a,b] < [a,b) =

o0
e < Ut

o az |a, V] intervallum kompakt, ezért lefedi az uni6bél véges sok nyilt (¢}, d;)
is, mondjuk az elsé n darab.

FCg

[a,V) = [a,b] < O(CQ,di) c O[cg,di).

o) —¢ <alfe)) < Ro(fa) < 3] (a(C)+ 5 ) < () e
o Végil € — 0, kész.

Kovetkezmény

Az « additiv és relativ kiils6 mérték, I o-véges, és az A altal generdlt o-
algebra B(I), ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint v egyértelmiien kiter-
jesztheto Borel-mértékké I-n.

| J
Definicio

o A p, kiilsé mértéket az F' megudltozdasabol szirmazo Lebesgue—Stieltjes
kiilsé mértéknek hivjuk. (Thomas Joannes Stieltjes 1856-1894)

o A ¢, szerint mérhet6 halmazokra megszoritva ez az (F' megvaltozasa-
bél szarmazd) Lebesque—Stieltjes mérték.

o A Lebesgue—Stieltjes mértékterek teljesek.

.
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Barmely monoton névé F : I — R fliggvény megvaltozasa indukal egy
lokalisan véges Lebesgue—Stieltjes mértéket, amelyre nézve minden Borel-
halmaz mérheto.

Minden lokalisan véges Borel-mérték egy Lebesgue—Stieltjes mérték megszo-
ritdsa a Borel-halmazokra.
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11. Lebesgue—Stieltjes mértékek véges di-
menziéban

Addititiv téglafliggvény. Eloszlasfiiggvény. Folytonossagi hipersik. A folytonossa-
gi hipersikok halmaza megszamlalhat6. Lebesgue—Stieltjes mérték véges dimenzi-
6ban. [Petruska, 69-72. o.]

Additiv intervallumfiiggvények

Most a vilag egy nyilt G < RP halmaz lesz. Tégldnak vagy intervallumnak az
[a1,b1) % ... x [ap,b,) alaki félig nyilt szorzatokat fogjuk nevezni, amelyeknek a
lezdrtja is része G-nek, vagyis elég kis € > 0 esetén (a; —e,b; +¢€) x ... x (a, —
g,b,+¢)  G. A téglék félgytiriijét jeloljitk mondjuk 7 -vel.

A téglak félgytrijén legyen o egy additiv, nemnegativ, véges fliggvény, « :
T — [0,00). Ezt az additiv intervallumfiigguényt szeretnénk kiterjeszteni mérték-
ké.

Eloszlasfiiggvény?

Tegyiik fel, hogy a : T — [0,0) véges, additiv figgvény. (Kikothetjitk, hogy
a(@) = 0, de ez az additivitasbdl kovetkezik.) Milyen G — R fliggvényt nevez-
hetnénk "« eloszlasfiiggvényének"?

2-dimenziéban azt varjuk el, hogy barmely [a,b) x [c,d) téglara

a([a,b) x [¢,d)) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c),

p
altaldban pedig barmely T' = X [a;, b;) téglara

i=1

by haeg =1 b, hae,=1
_ _1\e1t...teEp 1 1 D p
a3 Camr({n o ol

61,.‘.76;,]6{0,1}

tehat a tégla minden cstcsaban vessziik az eloszlasfliggvény értékét, ezeknek sakk-
tablaszeriien pozitiv és negativ eléjeleket adunk (a legfelsé cstics eldjele pozitiv),
és Osszeadjuk.

Ha G vagy « elég szép, mondjuk G az egész tér, akkor tudunk az additiv tég-
lafiiggvényiinkbol viszonylag szép, pl. minden koordinatdban monoton eloszlas-
fuggvényt késziteni. Példaul, ha a a Jordan-térfogat, akkor F'(x) = z1-...-x, egy
jo eloszlasfiiggvény. Ha G = RP és « tetszOleges, akkor lehet F'(x) = ia([O, x1) X
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...x[0,z,)), ahol a negativ z; esetén [0, z;) helyett az [z;, 0) intervallumot vessziik,
és az eldjel attol figg, hogy az x4, ..., z, koordinatak kozott hany negativ van.
Ha viszont G bonyolult, akkor ... 660 ...

Folytonossagi hipersikok

Inkabb nem is fogunk eloszlasfiiggvényekkel bibel6dni, csak vesziink egy véges, ad-
ditiv a : T — [0, 00) téglafiggvényt, és az eloszlasfiiggvény folytonossaga helyett
kozvetlenil az o "folytonossagat" fogjuk vizsgélni.

Definicié (Folytonossagi hipersik)

Az z1 = c hipersik az a : T — R intervallumfiggvénynek folytonossagi
hipersikja, ha minden olyan R, € T csokkend téglasorozatra, amelyre

R, = [un,vy,) X [ag,ba) x ... X [ay,by), u, ¢ és v, \(c,

teljesiil, hogy a(R,) — 0.
A tobbi kordinatatengelyre merélegesen hasonléan definidljuk az zo = ¢,
.., ¢, = c alaku foytonossagi hipersikokat.

\ J

Ha a mérték, akkor a mérték folytonossiga miatt ez automatikusan teljesiil,
szerencsére a kivételes ¢ értékek nincsenek tul sokan...

Megszamlalhaté sok kivétellel minden, a tengelyekkel parhuzamos hipersik
folytonossagi hipersik.

Bizonyitas. Nyilvan elég az x; = ¢ alaku sikokra.

Vizsgéaljunk egy olyan kivételes c-t, amire 1 = ¢ nem folytonossagi hipersik.
A c-hez van egy R, = [un,v,) X [ag,b2) X ... x [a,,b,) csokkend téglasorozat,
amelyre lim «(R,,) > 0.

A (p — 1)-dimenzi6s [ag, b)) x ... X [ap,b,) téglat kicsit meghizlalhatjuk (ezzel
a hatarérték nem csokken), igy az ag, bo, ..., ap,b, koordinatakat raciondlis sza-
moknak is valaszthatjuk. Ezek utan véalasszunk olyan a; < ¢ és by > ¢ racionalis
szamokat is, amlyekre [a1,b1) x ... x [a,,b,) € T.
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Vizsgaljuk most az

18y

lima(R,) = f(c+0) — f(c—0) > 0.
Végiil valasszunk egy g € (f(c —0), f(c + 0)) racionalis szdmot, amelyet az f(z)
fliiggvény a ¢ pontban atugrik. Ezzel minden kivételes c-hez rendeltiink egy raci-
onalis szamokbol allé (aq, by, ..., ap, by, q), sorozatot.

A sorozatbdl visszafelé kovetkeztetve az f(x) fliggvény egyértelmiien meghata-
rozott, és csak az ¥y = ¢ pontban ugorja at a ¢ értéket, tehat az (ay, by, . .., ap, by, q)
sorozat egyértelmiien meghatarozza c-t. Mivel racionalis sorozatbdl csak meg-
szamlalhato sok van, igy kivételes ¢ értékbdl is. O

A nem folytonossagi hipersikokkal baj van, ezért ezeket a kivételes kordinat-
értékeket nem fogjuk megengedni.

Legyen V < G az olyan (cy,...,c,) pontok halmaza, amelyekre mindegyik
x; = ¢; sik folytonossagi hipersikja a-nak, és legyen F az olyan téglak félgyt-
riije, amelyeknek minden csticsa V-beli. Ekkor a « fiiggvény o-szubadditiv
a F félgytrin.
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Bizonyitas. (Ugyanaz, mint az 1-dimenziés Lebesgue—Stieltjes mértéknél.)

o El6szor megmutatjuk, hogy « szubadditiv. Tegyiik fel, hogy az A téglat
lefedik a C1,. .. C, tégldk; az kell, hogy a(A) < > a(C;).

i=1
o Az A téglat a fedétéglak lapsikjai kisebb téglakra bontjak: A = Aju. .. Ay,

e Mindenj =1,2,..., k-ralegyen x(¢,7) = 1, ha A; < C;; egyébként A;nC; =
& és x(i,j) = 0.

=1 Aj vagy & =
= Z <Zx(w)> a(4)) = Y 1-a(4)) = a(4)

o Most megmutatjuk, hogy o o-szubadditiv.

o Tegyiik fel, hogy az A € A téglat lefedik a C1,Cy, ... € A téglak; azt kell
0

igazolnunk, hogy a(A) < X a(C;).
i=1

e Vegyiink egy £ > 0-t.

o Az A felsé lapsikjait befelé toljuk ugy, hogy a kapott A’ téglara cl A’ < A, és
a(A’) > a(A) — € legyen. (Lehet, mert a lapsikok folytonossagi hipersikok.)

o A C; alsé lapsikjat lefelé (kifelé) toljuk gy, hogy az igy kapott C! téglara
int C]  C; és a(C) < a(C;) + ; legyen.

o Fzek utan
o0

clA'c Ac LOOJCi c U(int Cy).
=1

i=1

o A kompatsdg miatt valamilyen n-re

Alc A c O(int C)) < UC’/
~ .



o Végiil € — 0, kész.

(9. el6adds, 2023.03.28. |

Kovetkezmény

Az « additiv és relativ kiilsé mérték, G o-véges, és az A altal generalt
o-algebra B(G), ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint o egyértelmiien ki-
terjeszthet6é Borel-mértékké G-n.

Definicié (p-dimenziés Lebesgue—Stieltjes mérték)

Legyen G < RP nyilt, 7 azoknak a félig nyilt téglaknak a félgytiriije, ame-
lyeknek a lezéartja is része G-nek, és legyen o : T — [0, c0) additiv.

Legyen V < G az olyan (cy,...,c,) pontok halmaza, amelyekre mindegyik
x; = ¢; sik folytonossagi hipersikja a-nak, és legyen F az olyan téglak fél-
gytrtje, amelyeknek minden cstucsa V-beli.

Az a|z-hoz asszocidlt ¢ = g4 7 kiilsé mértéket az a-bol szdrmazo Lebesgue—
Stieltjes kiils6 mértéknek nevezziik.

A p-mérheté halmazok M o-algebrajira megszoritva, p = |y az a-bol
szarmazd Lebesque—Stieltjes mérték, (G, M, u) a Lebesque—Stieltjes mérték-
tér.

J

Ha G = RP és a a Jordan-teriilet, akkor specidlis esetként a Lebesgue-mértéket
kapjuk.

Minden lokalisan véges Borel-mérték egy Lebesgue—Stieltjes mérték megszo-
ritasa a Borel-halmazokra.

Bizonyitas. Legyen pg lokalisan véges Borel-mérték G-n, azaz RP Borel halma-
zain értelmezett mérték, és legyen tovabbra is 7 a G belsejében fekvd félig nyilt
téglak félgytirtije. Mivel pg lokalisan véges mérték, minden hipersik folytonossagi
hipersik, a 7-n pg véges, additiv és o-szubadditiv, tehat a mértékkiterjesztési té-
tel szerint g egyértelmiien kiterjesztheté egy u Lebesgue—Stieltjes mértékké. Az
egyértelmiiség miatt 7 &ltal generdlt o-algebran, vagyis B(G)-n p és pp ugyanaz.
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12. Lokalisan véges Borel-mértékek regu-
laritasa

Meérheté halmaz kozelitése nyilt, zart, kompakt, G5 és F, halmazokkal. Regula-
ritds. Mérhet6 halmazok "tavolsdga". Minden Lebesgue-mérhet6 halmazhoz van
tetsz6legesen kozeli halmaz, ami véges sok (raciondlis koordindtdaja) téglalap uni-
6ja. [Petruska, 72-73. o.] [Petruska, 72-75., 59. o.]

Tetsz6leges (X, M, 1) Lebesgue-Stieltjes féle mértéktérre, specidlisan az
(RP, £, \) Lebesgue mértéktérre teljesiilnek a kovetkezdk.

(1) Barmely H € M halmazhoz és € > 0-hoz vannak olyan G nyilt és F
zart halmazok, melyekre F'c H ¢ G < X és u(G\F) < e.

(2) Tetszoleges H € M halmazra

w(H) = inf{u(G) : H < G nyilt} = sup{u(K) : K < H kompakt}.

(3) Béarmely H € M halmazhoz vannak olyan A € F,(X) és B € Gs(X)
halmazok, melyekre A = H < B és u(B\A) = 0.
(4)
M={AUN:AeF,(X),uN)
={AUN:AeB(X),u
= B*.

Il

0} = {B\N : B € G5(X), u(N) = 0}
N) =0} = {B\N : B e B(X),u(N) =0}

A (2) tulajdonsaggal rendelkezd, a Borel-halmazokat tartalmazé o-algebran
értelmezett mértékeket hivjuk reguldrisnak.

Bizonyitas.

(1) El6szor azt latjuk be, hogy van olyan G > H nyilt halmaz, amelyre
w(G\H) < ¢/2.

Az alaphalmaz el64dll, mint megszamlalhato sok kompakt halmaz unidja: X =
J K;. Mindegyik H n K; mérhet6, a mértéke véges, tetszOleges pontossigal le-
fedheto félig nyilt folytonossagi téglakkal, és a téglakat nyilt téglakra hizlalhat-
juk. A meghizlalt fed6 téglak uniéjaként létezik olyan G; nyilt halmaz, amelyre
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T Legyen G = | J G;; ekkor

K,nHcGcX és p(G) < pu(Hn K;) S

0

G\H = GG\H ) = | J(G\(H n Ky))

i=1

és
o0

p(G\H) < i (G\(H n K;)) 2%1:

A komplementerekre attérve, 1éteznik olyan F zart halmaz, amelyre H ¢ F < X
és p(F\H) < Y , vagyis F'< H és u(H\F) < 5

(2) Az infimumra vonatkoz6 allitds < része vildgos a monotonitds miatt, >
pedig (1)-bél kovetkezik. A szuprémumra vonatkozé allitasbdl a > vildgos, a <
kompakt helyett elsére zartra kévetkezik (1)-bol. Viszont RP-ben minden zart
halmaz kompaktak felszall6 unidja, igy a mértékek folytonossdga miatt a zart
halmazok kompakt halmazokkal beliilrol tetszélegesen jol kozelithetéek i szerint.

(3) Kovetkezik (1)-et ¢ = 1/n-re alkalmazva.

(4) Az, hogy M része ezeknek a halmazrendszereknek, kovetkezik (3)-bél, a
masik irdny pedig abbdl, hogy M tartalmazza a Boreleket és o-algebra.

Kovetkezmény (lokalisan véges Borel-mértékek regularitisa)

Tetsz6leges lokélisan véges Borel-mértékre igazak a fenti (1-4) allitdsok
(M = B-re).

J

Megjegyzés

1. Ebben a kévetkezményben a lokalis végesség nem hagyhato el, ezt mu-
tatja példaul a szamossdgmérték.

2. A Tétel (4)-es allitdsa azt adja, hogy a Lebesgue-Stieltjes féle mértékek
épp a lokdlisan véges Borel-mértékek teljessé tételével adédd mértékek.

12.1 Lemma (kozelités szép halmazokkal)

A Lebesgue—Stieltjes-, specidlisan a Lebesgue-mérheté halmazok koézel van-
nak szép Borel-halmazokhoz: ha (X, M, u) Lebesgue—Stieltjes mértéktér,
Ae M, és u(A) < oo, akkor barmely ¢ > 0-hoz van olyan B halmaz, ami
véges sok, raciondlis sarku tégla diszjunkt unidja, és u(AAB) < e.
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Bizonyitas. Fedjik le A-t egy téglasorozattal €/2 pontossaggal:
e}
Ac| R, D u(Ri) < p(A) +¢/2.
i=1

Legyen n olyan nagy, hogy >.° ., u(R;) < £/2, és legyen

Ekkor

Megjegyzés

Lehetne a mérhet6 halmazok kozott egyfajta félmetrikat csinalni: az A és
B halmazok tavolsdga N(AAB).

A fenti tétel azt is mondja, hogy a Lebesgue—Stieltjes mérheté halmazok majd-
nem ugyanazok, mint a Borel-halmazok: minden mérheté halmaz egy Borel-
halmaz (vagy csak F, halmaz) plusz nullmértékii zaj. A lemma szerint pedig
minden véges mértékii mérhetd halmaz néhany tégla unidja, plusz-minusz e-nyi
zaj...
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II1. rész

Mérték szerinti integral

10 )

13. Mérheto fiiggvények

Mérhet6 fiiggvények, a mérhetdség kiilonbozé ekvivalens feltételei félegyenesek &s-
képeivel. MérhetGség és miiveletek (min, max, alapmiiveletek, hatdrérték, kompo-
zicid), megszamlalhat6 sok mérhetd fiiggvény pontonkénti szuprémuma, infimuma,
liminfje, limszupja, a konvergenciahalmaz mérhetosége. Luzin tétele.

Emléksziink, egy f : R — R fligvény akkor és csak akkor folytonos, ha barmely
H < R nyilt (zart) halmazra a H 6sképe, f~'(H) nyilt (zart). Az f: R - R
fliggvény akkor és csak akkor monoton, ha minden (véges vagy végtelen) I — R
intervallum 6sképe, f~!(H) is intervallum. A folytonossdg és a monotonitds is
nagyon fontos tulajdonsidg a Riemann-integralhatésag vizsdlata soran, de ezek a
tulajdonsagok torékenyek, egészen egyszerti miiveletek elrontjak éket.

Ugyanakkor az Osképképzés egy nagyon kényelmes operacid, felcseréheté az
Osszes halmazmiivelettel: (véges vagy végtelen) unié Gsképe az Esképek unidja,
metszet 6sképe az Osképek metszete, komplementum Osképe az 6skép komplemen-
tuma stb.

A mérték szerinti integralok bevezetése el6tt a folytonossag és a monotonitas
egy kozos altalanositasat targyaljuk meg.

Definici6

Legyen (X, M) és (Y, N) mérhetd terek és f: X — Y.

Az f leképezés (M, N)-mérhetd, ha minden A € N-re f~1(A) e M.

Ha N = B, akkor M-mérhetd vagy csak mérheté.

Ha X, Y topologikus terek, M = B(X) és N = B(Y), akkor Borel-mérheté.
Ha M = L(RP) és N = B(Y), akkor Lebesque-mérheté.

Sokszor nem a o-algebraval, hanem a mértékkel fejezziik ki: p-mérheto.
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Lemma

Legyen (X, M), mérhet6 tér, Y valamilyen halmaz és f : X — Y. Ekkor

N={AcCY:f(A)eM)

o-algebra Y -on.

- J

Bizonyitas.
o JeN, mert [P =T e M.
e YeN, mert f71(Y) =X e M.

o N zért a komplementumképzésre: ha A € N, akkor f~'(A) € M, {
TY\A) = X\f1(A) e M, tehat (Y\A) € M.

o N zért a megszamldlhaté uniora: ha Ay, As, ... € N, akkor minden k indexre

FHAY) e M, 1gy f~HUAR) = U f 1 (Ag) € M, tehdt (| J Ay) € M.

Megjegyzés. A Lemma alapjdin a mérhetéséget elég az N eqy generdtorrendsze-
rére ellendrizni. Példdul a Borel-halmazokat generdljik a [—0,c) vagy a [—o0, |
sth. félegyenesek, és a ¢ végpontokat elég eqy stiri halmazbol vilasztani.

Legyen (X, M) mérheté tér, f: X — R, S R siirti. Ezek ekvivalesek:
« a f fiiggvény Borel-mérheto.

[~0,)) = {z : f(z) < c} € M;

[—o0,c]) = {z: f(z) < c} e M;

(c,0]) = {x: f(z) > ¢} e M;

[e,0]) = {z: () > ¢} e M.

« minden G = R nyilt halmazra f~1(G) = {x : f(z) e G} € M.

e minden c € S-re f~

e minden c e S-re f~

i
i
« minden c e S-re f~Y(
e minden c € S-re f(

Kovetkezmény

Specidlisan, minden folytonos R — R fiiggvény Borel-mérhet6, és minden
monoton R — R fiiggvény mérheto.
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Mérhet$ figgvények kompozicioja mérheté: ha g : (x, M) — (Y, N) és
f:(Y,N)— (Z,K) mérhetd, akkor fog: (X, M) — (Z,K) is mérhetd.
Speciadlisan, ha g mérheto és f folytonos, akkor f o g mérheto.

Ha f,g : X — R mérheté, akkor cf, f + g, |f|, max(f, g), min(f,g), /%,
1/f, fg, f/g is mérhetd.

Bizonyitas.

(r:f@) +g@) <= | ({o: /@) <phnfoigla) <q)

p,q€Q
p+g<c

2 (f N2
max(f. g) = f+g+2|f d. - U+9) 4(f 9"

Ha f1, fo,...: X — R mérhetd, akkor

(1) sup f, és inf f,, mérheto.

(2) limsup f,, és liminf f,, mérheté.

(3) Azon pontok halmaza, ahol lim f,, 1étezik, mérhetd, és a lim f,, fiiggvény
is mérheto.

Bizonyitas.
{z:sup fulw) < cf = ﬂ{x fal) < ck;
{o:inf fu(x) < c} = U{x fa(z) < c}. (1)
limsup f, = inf (Zi]i fm); lim inf f,, = sup (nlﬁggl fm>. 2)
{z :liminf f,(z) < limsup f,(z)} =
= pg@ ({fﬂ' liminf f(2) < p} ~ {z : limsup f,(z) > q}) (3)
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Allitas
Ha f1, fo,...: X — Rmérheto és X az Ay, A, ... mérhet6 halmazok unioja,
akkor az

fi(z) haze A
f(x) =< fo(x) haxe A,

fiiggvény is mérhets, mert barmely B € B(R) Borel-halmazra f~1(B) =
U, (£1(B) n An).

Kérdés
Az alapvet6 épitékoveink, az osszes elemi fiiggvény Borel-mérhetd; az alap-
miiveletek, beleértve az esetszétvalasztast és a pontonkénti hatarértéket,

nem vezetnek ki a Borel-halmazok és Borel-mérhet6 fliggvények korébal.
Egyaltalan tudunk nem Borel-mérheté R — R fiiggvényt konstrudlni?

Tétel (Luzin)

Ha (RP, M, u) Lebesgue—Stieltjes-mérték, f : R? — R mérhetd és e > 0,
akkor 1étezik olyan folytonos g : R — R fiiggvény, hogy

p({z e R?: f(z) # g(z)}) <e.

Avagy, a Lebesgue—Stieltjes mérhet6 fiiggvények kozel vannak a folytonos
fiiggvényekhez.

Bizonyitas. Az f-et kompondlhatjuk egy olyan fiiggvénnyel, amely folytonos
bijekci6 R és (0,1) kozott (példaul y — LA 5), ezért elég az allitast RP — (0, 1)
T

fiiggvényekre igazolni.
Minden n-re és 0 < k < n esetén legyen

k E+1) Tk
An,kz{a:eRp:—gf(x)< } es fn(x)=Zg'XAn,k3

n n pr}

ekkor tehat

f(z) — fn(x)‘ < %, és fn(x) — f(x) egyenletesen.

A p regularitdsa miatt minden n-re és k-ra léteznek olyan Z, , < A, zart



halmazok, amelyekre (A, \Zn i) < - c

- Ozn,m és 7= ﬁzn.
k=0

A Z,, halmazok és a Z halmaz is zart.

Mindegyik n-re a f,(x) egy olyan egyszerd figgvény, amely a Z,, o, ..., Znn-1
diszjunkt zért halmazok mindegyikén konstans, tehét f,(x) folytonos ezek unié-
jan, Z,-en. A Z,-nek a Z is része, tehét az osszes f,(x) fiiggvény folytonos Z-n.
Az egyenletes konvergencia miatt f = lim f,, is folytonos Z-n.

A Tietze féle kiterjesztési tétel szerint a zart Z-n folytonos f|; fiiggvény ki-
terjeszthetd egy RP-n folytonos g fiiggvénnyé. Végil,

o n—1 o n—1

{reRP: flz) #g(z)} c X\Z = U (X\Z,) U J(Ani\Z,) = U U A i\Znk),

o n—1 o n—1

p({z eR7: f(2) # g(x)}) < Z 2 i Ani\Zng) <

85



14. Nemnegativ fiiggvények integralja

Egyszerii fiiggvények. Nemnegativ mérhetd fliggvény mint egyszerl fiiggvények
monoton névo limesze. Egyszerl fiiggvény integralja. Nemmnegativ mérhet fiigg-
vény integrdlja. Miiveletek. [Petruska, 52-57. o.]

Ebben a fejezetben lesz egy kozos, rogzitett ()& M, p) mértéktér; minden fugg-
vény az X-en vagy egy részhalmazan értelmes, és R-be képez. Szeretnénk az eddigi
integralfogalmakat kiterjeszteni mértékterekre.

Megallapodas: most, és a tovabbiakban is

0-0o=00-0=0.

Alsé és fels6 integralkozelité osszegek?

Most is probalkozhatnéank azzal, hogy az integralt alsé és felsé 0sszegekkel defini-
aljuk. Az X halmaz felosztasa azt jelentené, hogy az X-et felbontjuk megszam-
lalhaté sok diszjunkt mérheté halmazra: X = | | A;. A felosztdshoz tartozd alsé
és felsd osszeg s = Y, (infa, f) - p(A;), illetve S = 37, (supy, f) - w(A;).

Ha a fliggvény pozitiv és negativ értékeket is felvehet, akkor az also és a fels
Osszeg nem feltétlentil létezik, mert +o0o0 — oo alakt Gsszegek is el6fordulhatnak.
Ezért egyeldre csak memmnegativ értékid figguényeket fogunk integrdalni. Az alsé
integral ezek utan lehetne az alsé 0sszegek szuprémuma, a felso integral a fels6
osszegek infimuma; az integral akkor létezik, ha az als6 és a felso integral meg-
egyezik.

Vegyiik azonban észre, hogy az alsd és a felso integral barmilyen nemnegativ,
meérhetd fliggvény esetén megegyezik. Vegyiink egy ¢ > 1 szamot, és legyen

Ay = f7H{0}) = {z: f(x) = 0},
Aiq) = ([d ™) ={z: ¢ < fla) <q™'} (i€ ZU{N})
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A felosztashoz tartozé alsé és felsé Osszeg legyen s(q), illetve S(q); ekkor

a n(A) < s(q) < S(@) < g™ w(A) = gD p(Ay)

i€Z i€Z i€Z
és emiatt

ifd/w <Ifu <S(q) <q-s(q) < qifd”'

Ha g-val tartunk 1-hez, azt kapjuk, hogy §fdu = K fdu. Ezek utan sziikségtelen
alsé és felsd integralokkal és integralkozelitd osszegekkel foglalkozni. Csak az alsé
integrdlt fogjuk haszndlni.

Az alsé Osszegek esetében pedig elég az 0sszegbhdl véges sok tagot megtartani,
mert az ilyen részletosszegek szuprémuma is kiadja a teljes sor 6sszegét. Tehat:

nemnegativ mérheto figguényekre csak also integrdl lesz, véges sok tagu also dssze-
gekkel.

11 )

Egyszeru fiiggvények integralja

A véges sok tagi also Osszegek maguk is egy-egy specialis, csak véges sok értéket
felvevé fiiggvénynek egy, intuitivan integralnak tekintheté mennyisége.
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Definicié (egyszerii fiiggvény)

Legyen (X, M) mérhet6 tér.
Az f: X — R egyszert fiigguény, ha mérheto, és az értékkészlete véges.
Masképpen: f akkor mérhetd, ha vannak olyan Aq, ..., A, diszjunkt, mér-

heto halmazok és cq, ..., ¢, szamok, hogy
n
.f = Z Ci XA;-
i=1

Ugyanannak a fliggvénynek tobbféle felirasa is lehet, mert a ¢; értékek kozott
egyenlok is lehetnek, de a képlet minden felirdsra ugyanazt az értéket adja.

Definicié (egyszerii fiiggvény integréalja)

Az f = > ¢ - xa, egyszeril figgvény p szerinti integralja
i=1
Sieeu(a). jele | fan= | fo)duta).
X b's

i=1

Az f p szerinti integrdlja a H € M halmazon

JHdeZZCi-u(HﬂA@-) :L<f'XH)du-

J

Példa. Ha X = {1,2,...,n}, és p a szamlalomérték, akkor a {1,2,...,n} - R
fiigguények az n hosszi szdmsorozatok, minden fligguény eqyszert, és az integral a
sorozat 6sszege.
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Lemma

Nemnegativ egyszeri fiiggvényekre
(1) Ha f < g, akkor {, fdu <y gdpy;

(2) Ha u(A) =0, akkor §, fdu =0

(3) Ac Besetén §, fdu= S, xafdu

(4) §,cdu = cu(A)

()

5 §(f+9)=§f+§g

. J

Bizonyités. (5) Ha f = > cixa, és g = >}, djxp;, akkor

J(f+g)dN:Z(Ci+d) (A; n By) ZCZZMAQB +Zd2uAmB
= Zciﬂ(Ai> + ZdiM(Bz') = de,u + Jgdu.

Nemnegativ fiiggvények integralja

Definicié (nemnegativ mérhetd fiiggvény integralja)

Legyen (X, M, u) mértéktér.
Ha f : X — [0,00] mérhet§ (a oo értéket is megengedjiik), és H mérhetd
halmaz, akkor az f fliiggvény u szerinti integralja

sup {f hdp : h egyszerti figgvény, 0 < h < f} :
H

| fan= | f@aut
H H
| Amias |

Ha f nemnegativ egyszeri fliggvény, akkor a kétféle integral-definicié ugyan-
azt az eredményt adja.

Jele

Bizonyitas. Trivi a Lemma (1) pontjabol.

Példa. Ha X =N, és p a szamldalomérték, akkor az N — R mérheto fiigguények a
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végtelen szamsorozatok, és (egyeldre csak nemnegativ tagi sorozatokra) az integrdl
a sor 0sszege.

Tétel

(1) Ha f < g, akkor {, fdu < §, gdpu;
(2) §, i = cu(A)

(3) Ha pu(A) = 0, akkor §, fdu =0
(4) Ac Besetén §, fdu = §, xafdu
(5) ¢ = 0 esetén (cf = f;

6) §(f+9)=§f+5g

Bizonyitas. (1-5) trivi; az utolsé bizonyitdsa késébb.
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15. Nemnegativ fiiggvénysorozatok integ-
ralja

Monoton konvergencia tétel. A MKT. nem igaz csokkend sorozatra. Osszeg in-
tegralja. Beppo Levi tétele. Végtelen tablazat osszege mint a BLT specidlis esete.
Fatou-lemma. Példak, amikor a Fatou-lemmaban nincs egyenldség, illetve limsup-
pal egyik irdnyban sem igaz. [Petruska, 57-60. o.]

Tétel (monoton konvergencia tétel)

Ha (X, M, ) mértéktér, 0 < f; < fo... nemnegativ mérhetéek X-en és
E e M, akkor

| i o = i, | e

(Es mindkét hatarérték létezik. )

Bizonyitas. Feltehetd, hogy £ = X, mert attérhetiink az (£, M|g, 1) mérték-
térre vagy X\ E pontjaiban a fiiggvényeket a konstans nulldnak definialhatjuk.

Vegyiik észre, hogy az allitasban szereplo hatarértékek és integralok mind 1é-
teznek, és f, < f miatt lim, o §, fudp < § fdp trividlis. A mésik irdnyu
egyenlotlenséget kell bizonyitanunk.

Vegytink egy olyan, egyszerii fiiggvényekbol allé gy, ¢o, . .. sorozatot, amelyre
gm < fés §y gmdp — § fdp.

Most egy idore rogzitsiik m-et, és vegyiink még egy 0 < € < 1 szdmot is.

A g, egyszerl fliggvény, tehét g, = Zle cix4, valamilyen ¢; > 0 szamokkal
és paronként diszjunkt, mérheté A; halmazokkal. Minden n-re legyen A;,, = {z €
A, fo(x) > (1 —¢)¢;}. A monotonités, azaz f,41 = f, miatt A;,11 D A;,.

Az A; halmazon lim f,(z) = f(x) = ¢; > (1 — €)¢;, ebbdl kovetkezik, hogy
minden x € A;-hez van olyan n, hogy f.(z) > (1 — ¢)¢;, tehat x € A;,; ezért
Ule Ai,n = Az‘, és igy

lim p(Ain) = p(A:).

n—o0

Ah, = Zle(l —€)¢; - Xa,, egyszert fiiggvény és hy, < f,, ezért

an > Jhn = 2(1 —e)ei - p(Asn).

Az n — oo hatdratmenetbdl

iy [ £ Y0 2)er w(A) = (1=2) Yoei-ul4) = (1=2) [ g

n—00
i=1 =1
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Most ¢ — 0:

limffn > ng;
limen > ff.

Példa. Csokkend sorozatra a MKT nem igaz, pl. R-en f,(z) = L vagy (0,1)-en
1

gn = no

végil m — oo:

Kérdés. Vajon van olyan ellenpélda is, amikor § f,, véges?

Ha f,g > 0 mérhetSek, akkor {(f +g) =/ +§g.

Bizonyitas. Minden pozitiv egész n-re legyen

ful) = max{zkn keZ 0< 2’1 < min(f(x),n)}
és
k k .
gn(z) = max on keZ, 0< on < min(g(x),n)

Ezek nemnegativ egyszeru fiiggvények, f, / f és g, / g; a MKT miatt
= limffnd,u + 1imfgnd,u = ffd,u + Jgdu.

Tétel ( (1875-1961))

Ha f1, fo,... = 0 mérhetdk, akkor

| (i fn> dpi = i | s

Bizonyitas.

= N MKT .
L <; fn> dp = L (&gﬂw;fa dp =" lim L (nzl fn> dp =
N 0
-, 34 o= 35 [
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Ha X = N és p a szamlalomérték, akkor visszakapjuk azt, hogy ha egy végtelen
tablazatban nemnegativ szdmok vannak, akkor az oszloposszegek Osszege egyenlo
a sorosszegek Osszegével:

Kovetkezmény

an = 0 esetén

© 0 ©
PIDICEDIPIL

Tétel (Fatou-lemma, (1878-1929))

Ha fi, fa,... = 0 mérhetdk, akkor

J (liminf f,)dp < lim inff fndp.
b be

Bizonyitas. A g,(x) = inf,,>, f.(z) fliggvénysorozat pontonként monoton né,
gy

f (liminf f,)du :J ( lim ( inf f,) d,u Tkt lim J (inf f,)dp =
X X

n—o0 *m=n m=n
= hﬂg}f JX (T}Lrifn fn) h,?ii%f JX fndp.

Példak. 1. Lehetséges, hogy a Fatou-lemmdban a két oldal nem egyenld, pl.
legyen a [0,2) intervallumon

£ = x([0,1))  han pdros
" x([1,2)) han pdratlan.

Barmely x € [0,2)-re az f1(x), fo(x), ... sorozat felvdltva 0 és 1, ezért liminf f, (z) =
0.
Ugyanakkor S[o 2) fndA =1 minden n-re, ezért

f (liminf f,)dA =0 < lim inff fodA = 1.
0,2) X

2. A Fatou-lemma liminf helyett lim sup-pal egyik irdnyban sem igaz.

(2a) Az el6z6 példaban limsup f,(z) =1 és
J (limsup f,)dA =2 > lim supj fodX = 1.
[0:2) X
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(2b) Az X =R, f, = Lx0.n) figguénysorozatra lim f,, =0 és § f, = 1, ezért
J (limsup f,)dA =0 < lim Supj fodA = 1.
R R

Egy mdsik példa: X =[0,1], fr = n- X©01/n)-

Példa. A Fatou-lemmadt is érdekes felirni akdr csak kéttagu dsszegekre: tetszdleges
ai,Qs,... =0 €s by, by, ... >0 szamokra

liminf a,, + liminf b,, < liminf(a,, + b,).

12 )

15.1 Tétel

Legyen f = 0 mérhetd fliggvény a (X, M, u) téren, Ekkor az

<p:,/\/l—>[0,00], @(A):fAfdlu

fiiggvény mérték M-en.

Bizonyitas. Az trividlis, hogy ¢ = 0 és p(F) = 0, ezért elég azt igazolni, hogy a
¢ halmazfiiggvény o-additiv.

Qa0 o0
Tegyiik fel, hogy A = | | B,, akkor x4 = > xg,, és
n=1 n=1

ffdu fo fydu = L@m-f) dji =

M@M;JX& )dp = fow=§ﬂ&)
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16. Valds és komplex értéki fiiggvények in-
tegralja

ElGjeles és komplex fiiggvények integralja. Rogitett fiiggvény integralja, mint elo-
eles/komplex mérték.

Definici6

o Valos értékii mérheto fiiggvényekre

Lfdu=Lf+du—Lf—du

ha kivonhat6k egymésbol, vagyis ha §, frdp és {, f-dp koziil leg-
alabb az egyik véges.

Az f mérhetd fiiggvény a p mérték szerint integralhatd, ha §, fidp és
§x f-du is véges.

o Komplex értékii mérhet6 fiiggvényre

| rau=| Repau+i | mpan

és csak akkor értelmezziik, ha mindkett$ véges. (Tehat, egy komplex
értékii fuggvény integralja nem lehet végtelen).

J

Tegytik fel, hogy {, fdu és {, gdp is értelmes.

1) § fdp véges < §, | f|du véges.

2) §yefdp=cly fdu (komplexre is).

3) $x(f+g)du = fdu+ § gdp, ha ésszeadhatok.
)

4) [§x fdul < §y|fldu.

(
(
(
(

Bizonyitas. (1) trivi, mert § fdu = §, frdu—S, fodpés § [fldp = §; frdp+
§x [~ dp.

(2a) a valds esetben:
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ha ¢ > 0, akkor

fcf=f<cf)+—f<cf>:cfﬁ—cff:c(fﬁ—ff) ~c[s

Ha ¢ < 0, akkor

Jer = [ten = Jeenr-= [~ [t ==t ([ £~ [£-) =<z

(3): Elég az valds eset igazolni, utdna a komplex eset trivi. Szétbontjuk az
alaphalmazt 6 részre a két fuggveny eléjele és nagysaga szerint:

Ay ={re X : f(z) 2 0,9(z) = 0}

Ay ={re X: f(x) <0,g9(x) <0};

Ay ={zeX: f(z) 20,9(z) <0, f(z) = [g(z)[};
Ay={reX: f(z) =2 0,9(z) <0, f(z) <|g(z)|};
As ={ze X : f(z) <0,9(z) = 0,[f(2)] = g(2)};
Ag ={re X : f(z) <0,9(z) = 0,[f(z)] < g(2)}.

| uroan={ o= Gira+| (f+—g—)+L6(g+—f—)=

JA1UA3UAg Ay As

+
-
= f++f 9++J I+ JQ—‘FJ 9+_J /-,
JA; Ay As Az Ag Asg

L(f+g)—du= ” <f+g>_=f (- +g_>+f (9.~ f) + f (-~ g0) =

R R R R

R e T

(o L Lol )
(Lo Lo Lo L L)-

(L )LL)
(o) UL ))-
(b L)L o




Ezeket az egyenleteket visszafelé is el kell olvasnunk: Ha a végén {, fdu és §, gdp
létezik és Osszeadhatd, akkor az el6tte levo kifejezések is értelmesek, marmint nem
szerepel +00 és —oo is az Osszegekben.

(2b) A komplex esetben kibontjuk valés és képzetes részekre: legyen u = Re f,
v=Imf,d=Rec, e=Imc

fcf = J(d +ei)(u +iv) = f ((du —ev) + (dv + eu)i) = J(du —ev)+1i f(dv +eu) =

=dJu—er+diJv+eiJu=(d+e)(fu+ifv):cff.

(4) Elészor elforgatjuk f-et ugy, hogy § + fdp pozitiv valos legyen; egy alkalmas
egységnyi w komplex szammal

[ o = (o[ san) = e ([ @han) = [ Retwnan < [ 1rian

Az integral, mint el6jeles mérték

Legyen f valos vagy komplex értékii fiiggvény a (X, M, ) téren, amelyre
§ fdu létezik. Ekkor az

o M — [0,0], 90(14)=Lfdu

fuggvény elGjeles, iletve komplex mérték M-en.

Bizonyitas. Elég a valds esetet igazolni; komplex mérték esetén kiilon-kiilon igaz
a tétel a valds és a képzetes részre.
Ismét csak p(F) = 0, és azt kell igazolni, hogy a ¢ fliggvény o-additiv.
Legyen ¢, (A) = §, frdu és ¢_(A) = §, f-du; a 15 tétel szerint ezek mérté-
kek, és § f definicidja miatt p = @, —p_.

o0
Ha A = | | B,, akkor
n=1

i @+ (Ba) = o+ (IjB) o) = | foan i o (B = | 1
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koziil legalabb az egyik véges, ezért a két sor tagonként kivonhatd egymasbol:

Z SO(B (90+(Bn) - @—(Bn)) - 2 ‘P—(B

n=1

I
18

3
Il
—_
3
Il

||
+
=
|
P
=
||
5
=

Kozelités szép fiiggvényekkel

Lemma

Legyen G < RP nyilt, (G, B, 1) Lebesgue—Stieltjes mérték, f integralha-
t0 és € > 0 tetszOleges. Ekkor létezik olyan h fiiggvény, amely véges sok
folytonosségi téglén konstans, azokon kiviil 0, és §, |f — h|du < e.

Avagy, az integralhaté fiiggvények vektorterében stirlin vannak az olyan
"'szép" figgvények, amelyek véges sok téglan konstansok, azokon kiviil az
értékiik 0.

Bizonyitas. Elég G — [0, o] fiiggvényekre bizonyitani, mert utdna kiilon-kilén
kereshetiink megfelel6 fiiggvényeket a (Re f)y, (Re f)_, (Im f),, (Im f)_ fiiggvé-
nyekhez és £/4-hez. A tovdbbiakban f : G — [0, ], p-integralhaté.

Az integral definiciéja szerint van olyan g = Y ' | ¢, - xa, egyszeril figgvény,
amelyre 0 < g < f és {,(f —g)du < &/2. Az f integralhatésiga miatt mindegyik
p(Ag) véges.

A 12 Lemma miatt vannak olyan By "szép" halmazok, amelyek véges sok foly-

tonossagi tégla unidi, és p(AxABy) < Ezek utén legyen h = >0 ¢, X B,

£
2nlcy|
A h egy "szép' fuggvény, és

L!f—h!du<J \f—g\du+J \g—h|dp:2+f

<2+k2110ky ((AABy) <2+Z\ck\

n

Z k(XA — XBy)

k=1

dp <

€
2nfei|
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17. Fiuggvénysorozatok integralja

Fatou-Lebesgue tétel. Korlatos kovergencia tétel. Dominalt konvergencia tétel.
Az integral kiterjesztése majdnem mérhetd fliggvényekre. Ha > || f,||1 konvergens,
akkor f, — 0 m.m. [Petruska, 57-60. o.]

Tétel (Fatou—Lebesgue tétel)

Ha g > 0 integralhatd, és |f,| < g, akkor

J (liminf f,) dp < lim inff fodp < lim Supf fadp < f (lim sup f,) du.
X e Ux X X

n—o n—0o0 n—00

Bizonyitas. A g felveheti a oo értéket, de csak egy nullmértékii halmazon. Ezt
a halmazt elhagyjuk X-bol, és a maradékon bizonyitunk, ahol az 6sszes fliggvény
értéke véges. A nullmértékii halmaz elhagyasa nem valtoztatja meg az integralok
értékét.

1. Fatou-lemma a g + f,, > 0 fiiggvényre:

N

J (liminf f,) dp = f (liminf(g + fn)) dp — f gdpu
Faéou lim inff (g + fn)dp — J gdp = lim inff fo dpe.
n—a0 X Pe n—0o0 X

2. A kozéps6 egyenlétlenség trivialis.
3. Fatou-lemma a g — f,, > 0 fiiggvényre:

f (lim sup f,,) dp = J ng—J (liminf(g — f.)) du =
X X X

n—0o0

Fatou

< J gd,u—liminff (g—fn)dp:hmsupf frndp.
X e Jx X

n—ao0

Tétel (nagy Lebesgue-tétel; dominalt konvergencia tétel)

Ha g > 0 integrélhaté, |f,| < g és f, — f pontonként, akkor

L fdu = lim L fodp,

JX(lim fn)dp = lim JX frdp.

A g a domindns fliggvény.

avagy
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Bizonyitas. A Fatou-Lebesgue tételbdl kovetkezik a DKT, mert liminf f, =
limsup f, = lim f,,.

Tétel (kis Lebesgue-tétel; korlatos konvergencia tétel)

Ha pu(X) véges, f, egyenletesen korlatos, és f,, — f pontonként, akkor

L fdu = lim L fodp,

avagy

L(lim fn) dp = lim L fudp.

\ J

Bizonyitas. Kovetkezik a DKT-bél: ha |f,| < M minden n-re, akkor g = M j6
dominans.

Egyszer valaki megkérdezte az el6adason, hogy mi a kiilénbség domindns és a
sorokra vonatkozé Weierstrass-kritériumban szereplé majordns kézott. A domine

az ur (isten), a mayor a polgdrmester.

13 )

Megjegyzés. A konvergenciatételeinket (mkt, BL, Fl, kkt, dkt) csak sorozatos
formaban mondtuk ki, de az dtviteli elvek segitségével ezeket kénnyedén datirhatjuk
folytonos paraméterezési paraméteres integralokra. Példdul, ha (X, M, u) véges
mértéktér, I € R intervallum, f : X x I — R korldtos figgvény, minden t €
I esetén az x — f(x,t) szekcidfigguény mérhetd, és minden v € X esetén a
t — f(x,t) szekcidfigguény folytonos, akkor az F(t) = SX x,t)dp paraméteres
integral folytonos.

A folytonossdgra vonatkozo dtvteli elv miatt a folytonossdag bizonyitdsdhoz elég
azt ellendrizni, hogy a,ty,ts, ... € I, t, — a esetén F(t,) — F(a), vagyis

T}E{}OJ flz, t,)du(x f f(z,a)du(z) = JX (Jiilgof(w,tn))dﬂ(f);

ez pedig éppen a KKT a g,(x) = f(z,t,) figguénysorozatra.

Ugyanez domindlt konvergenciatétellel: Ha (X, M, pn) mértéktér, I € R inter-
vallum, f: X x I — R figguény, minden t € I esetén az x — f(x,t) szekciofiigg-
vény mérhetd, és minden x € X esetén a t — f(x,t) szekcidfigguény folytonos,
tovdbbd g - X [0, ] integrdlhatd és minden v € X, t € I esetén |f(z,t)| < g(x),
akkor az F(t SX x,t)dp paraméteres integrdl folytonos.

Félre: Latjuk mar, hogy a paraméteres integrdalokrol szolo tovabbi tételeink dat-
irdsahoz az X x I szorzaton kell majd integrdlni...
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Majdnem mindenhol mérhet6 fiiggvények

Definicié (majdnem mindeniitt teljesiil tulajdonsag)

Legyen (X, M, ) mértéktér és T : X — {igaz, hamis}. A T tulajdonsig
az A halmazon p-majdnem mindenditt, rovititve p-m.m. vagy csak m.m.
teljestil, ha van olyan N nullmértékii halmaz, hogy A\N-en T konstans
igaz.

Teljes mértéktéren a definicié egyszerlibb: az a halmaz, ahol T" hamis, u-
nullmérték.

Definicié (majdnem mérheté fiiggvény)

Legyen (X, M, ) mértéktér. Az f fuggvény p-majdnem mérhetd, ha egy
nullmértékii halmazon megvaltoztathatjuk/definidlhatjuk gy, hogy mérhe-
t6 legyen.

Lemma

p
.

Ha f és g mérhetSk az (X, M, u) téren és f = g p-m.m., akkor {, f =, g.
(Ha az egyik létezik, akkor a mésik is.)

Trivialis.

Kovetkezmény

Az eddigi integralfogalmakat egyértelmiien kiterjeszthetjilk majdnem mér-
het6 fiiggvényekre.

A kiilonb6z6 konvergenciatétekeink igazak maradnak majdnem mérheto
fiiggvényekre is.

,
\

Példa

Van, amikor egy allitas csak m.m. igaz:

(1) Ha f > 0 mérhetd figgvény az (X, M, u1) téren, és §, fdu = 0, akkor
f =0 pg-m.m.

(2) Ha  fi, f2,... mérheté fluggvények az (X, M,u) téren, és
Q0 0
> Sx [fuldp < o0, akkor Y fu(z) p-m.m. z-re konvergens.
n=1 n=1

\
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Bizonyitas. (1) Minden n-re u(f < +) = 0, kiilénben az integral pozitiv lenne,
ezért
u(f > 0) = limp(f > 1) = 0.

(2) Legyen g = > |f.|- A Beppo Levi tétel miatt

L gdp = ZL | faldp < o0,

ezért g < oo m.m.. Akkor viszont ) f,,(z) m.m. x-re abszolit konvergens, tehét
konvergens.

102



18. Félig folytonos fiiggvények

Figgvéy alsé és felsé burkoléja. A burkolé fuggvények félig folytonosak, ezért
Borel-mérhet8k. [Petruska, 76-80. o.]

Definicio

Legyen A az R vagy RP vagy egy mas metrikus tér részhalmaza és f : A — R.
Az f figgvény felsé és also burkoldja

fla) = 1111>1£ (supf(B(a, )N A)) = rliquo (sup f(Bla,r) n A))
= max (hm sup f(x), f(a)),

Tr—a

illetve

f(a) = sup (inff(B(a,T) N A)) = rliquo (inff(B(a,T) N A))

r>0

= min (lianjglff(x), f(a)>

N
®
|
5
Y

(a) = f(a) akkor és csak akkor, ha f(a) véges, és f folytonos a-ban.

—~

b
S——
[~

Bizonyitas.
(1) trivialis, mert

f(a) = min (lianjglff(m),f(a)> < f(a) < max <limsup f(:t),f(a)) = f(a).

r—a

(2) Ha f(a) = f(a), akkor az (1) miatt f(a) értéke is ugyanez, és

limsup f(z) < max (limsup f(2), f(a)) = f(a) = /() = f(a) =

r—a r—a

= min (hgn_)igff(x), f(a)) < liminf f(z) < limsup f(z);

r—a

ezeknek mind egyenl6knek kell lenni, tehat liminf f(x) = limsup f(z) = f(a),

T—a T—a

tehat f folytonos a-ban.
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Megforditva, ha f folytonos a-ban, akkor liminf f(z) = limsup f(x) = f(a),

r—a r—a

ezért

F(a) = max (Timsup f(x), f(a)) = f(a) & f(a) = min (Timinf f(2), f(a)) = f(a)

Tr—a r—a

Definici6

Legyen A az R vagy R? vagy egy mas metrikus tér részhalmaza és f : A — R.
Az f fuggvény felilrél félig folytonos (f.£.£.) az a € A pontban, ha f(a) =
f(a); ezzel ekvivalens, hogy

Ve> f(a) 36 >0 Yz e B(a,0) n A f(z) <ec.

Az f fuggvény alulrol félig folytonos (a.f.f.) az a € A pontban, ha

Ve< f(a) 36 >0 Yz e B(a,0) n A f(z) > c

Megjegyzés. Ha f(a) véges, akkor ¢ helyett f(a) £ -t is irhatunk:
f fff aban < VYe>0 30 >0 VYre B(a,0)nA f(x)< f(a)+e¢,
illetve

faff aban < Ve>0 30>0 VYVre B(a,d)nA f(x)> fla)—-ec.

(la) f: A — R akkor és csak akkor f.f.f., ha bérmely ¢ € R-re f~! ([0, ¢))
relativ nyilt.

(1b) f: A — R akkor és csak akkor a.f.f., ha barmely c € R-re f~((c,0])
relativ nyilt.

(2) A fels6 burkolé f.f.f., az alsé burkol6 a.f.f..

Kovetkezmény

Az alsé és a felsd burkold is Borel-mérheto.

Bizonyitas. (la) =: Tegyiik fel, hogy f fff.. Legyen ¢ € R tetszbleges, majd
ae f7([—w,c)) tetszbleges.

Ekkor f(a) € [—o0,¢), vagyis f(a) = f(a) < c. A 18 definicié szerint van
olyan r > 0, hogy barmely = € B(a,r) n A esetén f(x) < c¢. Ezért B(a,r) n
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A c f7H([-0,¢)), vagyis a az f~([—0,¢)) halmaznak relativ bels§ pontja. Ez
minden a-re igaz, tehat f—* ([—oo, c)) relativ nyilt.

(la) <: Tegyiik fel, hogy barmely ¢ € R-re f~*((c,o0]) relativ nyilt, és le-
gyen a € A tetszéleges; azt kell igazolnunk, hogy f f.f.f. az a pontban, vagyis
limsup f(z) < f(a).

Vegyiink egy tetszbleges ¢ > f(a) szédmot, ekkor a € f~1 ((c, »]). Ez a halmaz
relativ nyilt, tehdt van olyan r > 0, hogy B(a,r)nA < f~! ((c, w]). Atfogalmazva,
az B(a,r) n A halmaz pontjaiban f < ¢. Ebb6l kovetkezik, hogy lim sup f(z) < c.

r—a

Ezek utdan a ¢ — f(a) + 0 hatdrdtmenetbdl kapjuk, hogy limsup f(z) < f(a).

(2) f f.££: Legyen c € R tetsz6leges; azt kell igazolni, hogy f~* ((c, o0]) relativ
nyflt. Kérjiink az ellenségtdl egy tetsz6leges a € f~((c, 00]) pontot; az kell, hogy
a ennek relativ belsé pontja.

A feltétel szerint f(a) < ¢. Vélasszunk egy ¢; szdmot is, amelyre f(a) < ¢; < c.
Ismét a 18 definicié szerint van olyan r > 0, hogy barmely x € B(a,r) n A esetén
f(z) < ¢;. Ennek a kérnyezetnak barmely b pontjaban f(b) < ¢; és limsup f(z) <

cr, tehat f(b) < ¢ < ¢, tehdt b € f7'((c,]). Ez minden bre igaz, tehét
B(a,r) n Ac f7((c,0]), kész.

14 )

Ha I3, I, . . . intervallumsorozat, amelyeknek a kozos bels6 pontja, és |I,,| —
0, akkor inf f(I,, n A) — f(a) és sup f(I, n A) — f(a).
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19. A Riemann- és Riemann-Stieltjes in-
tegral létezésének feltételei

Kapcsolat az alsd és fels§ Stieltjes integrallal. A Riemann-Stieltjes integral 1é-
tezésének feltétele. A Riemann-integralhatosag Lebesgue-féle ekvivalens feltétele.
[Petruska, 76-80. o.]

A tovabbiakban G < R nyilt intervallum és g : G — R monoton névekvo; u a
g megvaltozasabdl szarmaztatott LS-mérték. Tovabba [a,b] < G és f : [a,b] = R
korlatos, és feltételezziik, hogy f-nek és g-nek az [a, b] intervallumra megszoritva
nincs kozos szakadasi helye.

Definicié (felosztéas, alsé és felsé Osszegek, alsé és fels6 integral)

e Az [a,b] intervallum felosztdsa: a = v < 1 < ... < x, = b; az
Z1,...,%,_1 pontok g-nek folytonossagi pontjai.

o Alsé és felso integralkozelité Osszegek:

Sp = i (inff([%—hfﬁi]n (9(x:) = g(xi-1)),
Sp = i (SUPf([l‘z'—la l’z])) (g(x:) — g(xi1))

©
Il
—

o Az f fuggvénynek a g fliggvény szerinti also és felsé Riemann—Stieltjes
integralja:

b —=b
f fdg = sup {sF . F felosztés}, f fdg = inf{SF . F felosztés}

=a
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(1) Ha F, finomitasa Fi-nek, akkor sp < sp, < § fdg és Sp, > Sp, >
b =@
Safdg'

(2) [ fdg <7, fdg.

(3) Minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy barmely, §-ndl finomabb F
felosztasra sp > Sbfdg —egés Sp < §Zfdg +e.

(4) A RS-integral akkor és csak akkor létezik, ha Sb fdg = KZ fdg; ilyenkor
b b o -
persze § fdg = Safdg = §,fdg.

-

J

A bizonyitas ugyanaz, mint a Riemann-integralndl, hazi feladat végiggondolni.

Lemma

Létezik olyan F,, felosztassorozat, amiben

(1) Mindegyik felosztasnak finomitésa a kovetkez felosztas;

(2) 6(Fn) = 0;

<b
(3) sp, — [ fdg és Sk, — T, fdg.

Bizonyitas. Rekurzivan, Fy = (a,b). Ha F,_; mar van: vegyiink egy-egy olyan

b
G1, Go, G5 felosztést, amire §(Gh) < %; SGy > Sbfd — %; Sa, < Safdg + % Ezek
utan legyen F), az F,_1, G1, G, G3 egy kozos finomitasa.

Tegytik fel, hogy g balrél folytonos a-ban és jobbrol folytonos b-ben.
Legyen p a g megvaltozasabél szarmaztatott LS-mérték. Ekkor

b —b
f fdg = fdp és f fdg = fdpu.
~ a [a7b] a [a,b]

Bizonyitas. Az integralok léteznek, mert a burkolok Borel-mérheték.

Vegyiik az elobbi felosztassorozatot; az F,, felosztasbol készitett alséd és felso
lépesdstiiggvény legyen a, (), illetve 3, (z).

A finomodéas miatt a,, < a,q1 és B = Bai.
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Majdnem minden € [a,b] pontra rahizédnak a felosztasok intevallumai, igy
an(x) — f(z) és Bu(x) — f(x), kivéve azokat a pontokat, amik valamelyik fel-
osztasnak belsé osztopontjai.

A belsé osztépontok a g-nek folytonossagi pontjai, ezért az Osszes belsé osz-
topontok halmaza p-nullmértéki. A felosztas bels6 intervallumainak mértéke
p((zi, ;) = g(xj) — g(z;). A végpontokban g a kiilsé odalrél folytonos, ezért
p(la, 1)) = g(x1) — g(a) és pu((z;,b]) = g(b) — g(=x;). Tehat a,, — f és B, — f,
p-m.m., és

b
f fdg = limsp, = lim J andp [ Fdu
~ a [a,b] J[a7b]

—b
[ _
J fdg =lim Sy =lim | B.dp'E Fdu
a [a,b] J[a,b]

Tegyiik fel, hogy g balrdl folytonos a-ban és jobbrol folytonos b-ben, és
legyen i a g megvaltozasabol szarmaztatott LS-mérték.

(1) Az SZ fdg Riemann-Stieltjes integral akkor és csak akkor létezik, ha
nincs olyan pont, ahol f és g is szakad, és az f fliggvény p-m.m.
folytonos.

(2) Ha az SZ fdg Riemann-Stieltjes integral 1étezik, akkor az f figgvény

, w b
p-mérhetd, és § fdg = S[a’b] fdu.

Kovetkezmény

(1) Az SZ fdz Riemann-integral akkor és csak akkor létezik, ha az [a, b]
intervallumon az f fiiggvény A\-m.m. folytonos.

(2) Ha az SZ fdx Riemann-integral 1étezik, akkor az f fliggvény A-mérhetd,
és §, fda = §j, 4 FAN

Bizonyitas.

. 114k b R - -
(1) ARS gltegral létezik < Lfdg = fdg = S[a,b] fdu = S[a,b] fdu < S[a’b](f—
fdp=0< f—f=0pmm < fp-mm. folytonos.
(2) Ha a RS integral létezik, akkor f = f p-m.m., tehat f p-majdnem Borel-
mérheto.

Megjegyzés. Abbol, hogy az SZ f Riemann-integrdl létezik, nem kévetkezik, hogy
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f Borel-mérheté. Példdaul a Jordan-nullmértéki Cantor-halmaznak [étezik nem
Borel-mérheté N részhalmaza (mert csak kontinuum sok Borel-hamaz létezik). A
X~ fligguény Riemann-integrdlhato, de nem Borel-mérhetd.

Megjegyzés. A bizonyitisok datvihetok példdul a tébbdimenzios Jordan-mérték
szerinti integralokra. Ha A < RP Jordan-mérheto és f : A — R korldtos, akkor az
§ 4 [ Riemann-integrdl akkor és csak akkor létezik, ha f az A X\-m.m. pontjdban
folytonos, ilyenkor f Lebesgue-mérhetd is, és a Riemann- és a Lebesgue-integral
értéke ugyanaz.
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IV. rész

Meértékek differencialasa

20. El6jeles mértékek variaciéi

ElGjeles és komplex mértékek. El6jeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.
Majorans mérték. Pozitiv, negativ és totalis varidcié. A totalis varidcié majoralja
a pozitiv és a negativ varidciot. [Petruska, 85-89. o.]

Eddig olyan mértékekkel foglalkoztunk, amelyeknek minden értéke nemnega-
tiv. Most egy kicsit az olyan o-additiv halmazfiiggvényeket fogjunk megvizsgalni,
amelyek negativak (s6t, komplexek) is lehetnek, mint példdul a gazdasagi noveke-
dés vagy az intelligencia.

Mindig ugyanazon az (X, M) mérheté téren fogunk jatszani.

Definicié (elGjeles és komplex mérték, ujra)

¥ : M — R el6jeles mérték, ha 9(F) = 0 és a 9 fiiggvény o-additiv.
¥ : M — C komplex mérték, ha 9() = 0 és a 0 figgvény o-additiv. (Az
értéke csak véges lehet.)

Példak. Hogy gyarthatunk eldjeles és komplexr mértékeket?

Pl. eldjeles mértéket készithetink gy, hogy vesszik két mérték kilonbségét:
¥ = py — po. Fontos, hogy pi(X) és pe(X) kézil legaldbb az egyik véges legyen,
hogy mindig el lehessen végezni a kivondast.

A komplex mértékeknek a valds és a képzetes része is eqy-eqy véges eldjeles
meérték. Ennek a mintajara gydrthatunk vektorértéki mértékeket is: minden koor-
dindata eqy-eqy eldjeles mérték...

Eqgy masik, nagyon fontos lehetdség, ha eqy fiigguényt integralunk: vegytink eqy
[ mérhetd figguényt, egy p mértéket, és legyen 9(A) = §, fdu.

El6jeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.
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Bizonyitas. Ha (X, M, ¥) el6jeles mérték, és felveszi a +oo értéket, tehat 9(P)
o valamilyen P < X halmazra, akkor az additivitas miatt J9(X) = J(P)
Y(X\P) = w0 (a jobboldalon csak 6sszeadhaté mennyiségek lehetnek.)

Ha pedig ¥(N) = —co valamilyen N < X halmazra, akkor az additivitds miatt
PX) =9(N)+IX\N) = —

+ |

Definicié (marjorans mérték)

Az (X, M, p) mérték majordlja az (X, M, 1) eléjeles/komplex mértéket, ha
minden A € M-re [9(A)| < p(A).

15 )

Variaciok

Az (X, M, 9) eldjeles mérték totdlis varidcidja

7(A4) = sup {|9(B)| + [¥(C)| : B,Cc A, BnC = &}

:SUP{Z‘QS‘(B]{N HEN, BkCA, BkﬁBgzg}

k=1

= sup{ Z |9(Bx)|: By < A, By n By = @}.

k=1

Az (X, M, 9) komplex mérték totdlis variicidja

= sup{

Z B, :neN,BkCA,BkmBgzg}
0
—sup{z B, :neN,BkcA,BkmBgzg}
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Definici6é (el6jeles mérték pozitiv és negativ varidcioi)

Az (X, M, ) elbjeles mérték pozitiv és negativ varidcicja
m(A) = sup{d(B) : B c A},

illetve
v(A) = sup{—9J(B) : B < A}.

J

.....

mérték, akkor a pozitiv és negativ variacioi m, illetve v.
1. 7, m, v mértékek.
2. T majoralja v-t.
3. Ha 9 el6jeles mérték, akkor 7 majoralja m-t és v-t.

4. A 7 a legkisebb mérték, ami majoralja 9-t.

Bizonyitas. (la) m mérték: trivi, hogy m(A) = ¥(&F) = 0, tehat 7 = 0. Az is
trivi, hogy 7(J) = 0. Azt kell bizonyitani, hogy 7 o-additiv. Tegyiik fel, hogy
Ay, Ag, ... € M diszjunktak és A = | |A,. Azt kell igazolnunk, hogy 7(A) =

2.7 (Ap).
Mindegyik n-hez vegytlink egy olyan B, 1, By2,... < A, sorozatot, amelyre
0 < Y(Bni) — m(A,). Ekkor minden k-ra és N-re

N
Most k — o0, majd N — oo hataratmenet:

>

n=

H
3

—

N—r
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A, A, A, A A A, A, A

Megforditva, legyen C1,Cs, ... = A olyan sorozat, amelyre ¥(Cy) — w(A), és
legyen C,, , = A, n Cy. Ekkor

m(A) = lim 9(Cy) < ) w(An). (%)

Az (x) és (+x) egyutt azt adja, hogy m(A) = > 7(A4,).

(1b) 7 mérték: 7(F) = 0, és trividlis, hogy 7(A4) > H() = 0; most is a
o-additivitas kell; Legyen megint A = | | A,.

Mindegyik A,-hez és mindegyik k-hoz vegytik 7(B,,)-nek egy kozelit dsszegét
ugy, hogy ezek k — oo esetén 7(B,,)-hez tartsanak, vagyis vegyiik B, ¢, < A, hal-
mazok sorozatanak egy sorozatat ugy, hogy mindegyik n, k-raa By, 1, Bpg2,... C
A, halmazok diszjunktak, és limy_ Y| [U(Bnke)| = 7(A,). Rogzitett k-ra a
B, 10 halmazok diszjunkt részei A-nak, ezért minden N-re

Z (Z w(Bn,k,E)o < 7(A).

=1
k — o
N
D 7(An) < T(A).
n=1
N — o
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{Bl.l,.l ] Byka By
A, A, L |a A

A megforditashoz vegyiik 7(A) kozelit6 osszegeinek egy sorozatat, vagyis Cy <
A halmazokat gy, hogy rogzitett k-ra Cy.1, C 2, . . . diszjunktak, és limy_,o >, [9(Crr)| =
7(A). Legyen C,, ;0 = A, N Chp.

3
Il
—

—
[ s
S
ol
N~

)
s
s
=
>
¥
Kl
s
VRS
s
=
2
o
N
/)
s
A
-
&

~
I
—
3
Il
fu
3
Il
i

T(A) < ) T(A).

Az trividlis, hogy 7 majorél, és a legkisebb.
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21. El6jeles mértékek felbontasi tételei

El6jeles mérték szerint 1étezik maximalis és miniméalis mértéki halmaz. Hahn-
felbontds. Jordan-felbontds. 7 = 7 + v. [Petruska, 85-89. 0.]

1 Lemma. Minden eldjeles mértéknek van mazimuma és minimuma, avagy:
Ha 9 eldjeles mérték, akkor léteznek olyan A, B < X halmazok, amelyekre
V(A) = 7(X) és ¥(B) = —v(X).

Azt eddig is tudtuk, hogy —v(X) < ¥(A) < 7(X); az a kérdés, hogy 9 felveszi-
eam(X) és —v(X) értékeket.
Bizonyitas. A w-re bizonyitunk.

1. eset: m(X) = o0, azaz ¥ nem korlatos felilr6l. Olyan A halmazt kerestink,
amelyre ¥(A) = .

Nevezziink egy V' € M halmazt "végtelennek', ha (V') = o0, és egy végtelen V'
halmazt "bonthaténak" (v.6. "Rontom-bontom, kisnyulacska!"!), ha vannak olyan
E és W diszjunkt részhalmazai, amelyekre ¥(F) > 1 és n(W) = o0.

Vegyiik észre, hogy nem bonthaté végtelen halmaznak a végtelen részhalmazai
sem bonthatok.

la. eset: Minden végtelen halmaz bonthato, beleértve az X-et is. Ekkor
bontva és tovabb bontva

X o BiuVy o Biu(BauVy) o Eyu(BEyu (BEsuVy) o L

de akkor Ey, Es, ... diszjunkt halmazok, mindegyikre ¥(E,) = 1, igy az A = | J E,
halmazra ¥(A) = Y. H(E,) = 0 = 7(X).

Olole

Vs

V3

Vi

Vo

1b. eset: Van nem bonthaté végtelen halmaz. Legyen V| egy ilyen.
N0.4Narancs Indirekt tegyiik fel, hogy ¥ értéke soha sem oo.

'Ez a fenyegetés annyit tesz, mint "Agyonverlek és kibelezlek, nyuszikdm'; inkdbb ne mondjuk
a gyerekiinknek. :-)
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Készitiink egy V) o Vi © Vo ... sorozatot nem bonthato végtelen halmazok-
bol. Vy mar megvan.

Ha V,, mar megvan, akkor valasszunk egy olyan V,,,; < V, halmazt, amelyre
Y (Vps1) > max(9(V,) + 1,1); ilyen halmaz biztosan 1étezik, mert 9(V},) véges és
(V) = .

A V,, halmaz két fele a V.1 és V;,\V,,11. Mivel 7 additiv, valamelyik fél halmaz
végtelen. Az els6 felére ¥9(V,,41) = 1. Mivel a V,, nem bonthaté, a masik fél nem
lehet végtelen. Tehat V., is végtelen halmaz, raadasul része a nem bonthatd
V,-nek, tehat 6 sem bonthato.

s ™

r N
Vo W - .

. J

Most legyen K, = V,,\V,,41; ekkor
WKL) = (V) = 0(Via) < 1,

az N = J"_, K, halmazra ezért 9(N) = Y 9(K,) = —0. Az N és V; halmazokra
N c Vi, 9(N) = —oo és ¥(Vy) > 0, de az lehetetlen, hogy a pozitiv mértéki Vy-nak
legyen egy —oo mértékii részhalmaza, ellentmondés. 40.4EUkek

2. eset: m(X) véges, azaz 1 feliilrél korlatos.
Sziikséglink lesz a kovetkezd becslésre: ha 9(H) = n(X) —¢, és R < H, akkor

I(R) = 9(H) — 9(H\R) > (n(X) — ¢) — n(X) = —e.

Vegytink minden n pozitiv egészhez egy P, € M halmazt, amire ¥(P,) >
1
max(m(X) — 27,0). Legyen Q. = ., P (a Q, sorozat csokkend) és A =
ﬂ/?:l Qr- °

Barmely k-ra

Qr =P, v (Pk+1\Pk) U (Pk+2\(PkUPk+1>) U (Pk+3\(Pkqu+1qu+2)> ...

2A limsup P, = ﬂzo:l (Uf:k Pn) halmazt hivjuk a P,, halmazsorozat limesz szuperioranak:
azokbdl a pontokbdl all, amelyek végtelen sok P, halmaznak elemei.

A sorozat limesz inferiora liminf P, = UZO:l (ﬂfz & Pn), ez azokbdl a pontokbdl all, amelyek
véges sok kivétellel minden P, halmaznak elemei.
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ezért

2 >
_ ﬁ(nojk(Qn\Qn-l-l)) + 22k = ni (D(Qn) — 0(Quir) + 22k _
<5 (ron- (o0-58a)) - (S )+ £ -

Végiil k — oo: 1atjuk, hogy 9(A) = m(X).

Kovetkezmény

7(X) és v(X) kozil legalabb az egyik véges.

Bizonyitas. A 1 lemma szerint m(X) és —v(X) is értéke J-nak, de a 20 tétel
szerint nem lehet mindkettd végtelen.

Tétel (Hahn-felbontas (

Ha 9 el6jeles mérték az (X, M) mérhetd téren, akkor X felbonthaté két
diszjunkt részre: X = P u N gy, hogy a P mérhet6 részhalmazain v > 0,
és az N mérhet6 részhalmazain 9 < 0.

Avagy, ha a 9 pozitiv és negativ variacioi 7 és v, akkor 7(N) = 0 és v(P) = 0.

Bizonyitas. 1. eset: 7(X) < o0.

Legyen P < X olyan halmaz, amelyre ¢(P) = 7(X) és legyen N = X\ P.

Tetsz6leges H < P esetén 9(H) = 9(P) —9(P\H) > m(X) — n(X) = 0, igy
valéban v(P) = 0.

Tetszbleges H < N esetén ¢(H) = H(Pu H) —9d(P) < 7n(X) —7(X) =0, {gy
valéban 7(N) = 0.

2. eset: m(X) = oo. Ekkor v(X) véges, felcseréljitk P és N definicidjat.
1 Kérdés. Egyértelmi-e a Hahn-felbontds?
Nem, de T-majdnem: ha X = P, U N = P, U Ny két Hahn-felbontds, akkor

a PLPAP, = NiANy = (Py u Py) n (Ny U Ny) halmazon 7 = v = 0, vagyis
T(PIAPy) = 0; a szimetrikus differencia részhalmazain ¥ konstans 0.
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Kovetkezmény

m(A) =9(AnP)ésv(A) =—-09(An N).

Bizonyitas. Barmilyen B < A-ra
W B)=3BnP)+ ¥ (BAnN)<HBnP)+IH((AnBnP)+0=03(An P).
Ha B = A n P, akkor egyenloség van. Tehat
m(A) = max {J(B) : B< A} =9(An P).

16 )

Ko6vetkezmény (Jordan-felbontas (

)

Ha ¢ el6jeles mérték, a pozitiv és negativ variacioi 7 és v, akkor

¥ =7m—r.

Bizonyitas. Legyen a Hahn-felbontas X = P u N. Barmilyen H mérhet6 hal-
mazra

VH)=V9HnNP)+VYHNN)=n(H)—-v(H).

Kovetkezmény

Ha ¢ el6jeles mérték, a pozitiv, negativ és totalis variacioi w, v és 7, akkor

T =7+ U.

Bizonyitas. Legyen a Hahn-felbontas X = P u N. Barmilyen H mérhet6 hal-
mazra és barmilyen A, B ¢ H diszjunkt részeire

[9(4)] + [9(B)| < (|94 0 P)| + [9(4 0 N)|) + (|9(B o P)| + [0(B ~ N)|) =
= (m(A) + v(A4)) + (7(B) + v(B)) = (AU B) + V(AU B) < n(H) + v(H);
példaul ha A = H n P és B = H n N, akkor egyenl6ség van. Ezért
7(H) = max {[9(A)| + [J(B)| : A, B < H diszjunktak} = n(H) + v(H).

Kovetkezmény

19(X ) akkor és csak akkor Véges ha 7(X) és I/(X ) véges.

.....
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Példa. Tegyiik fel, hogy f mérhetd az (X, M, u) mértéktéren és minden A e M
esetén V(A) = §, fdu. Ekkor

e (X, M,9) Hahn-felbontdsa P = {z : f(z) >0}, N = {z : f(z) < 0}.
e m(A) =, frdu & v(A) =T, fdu ,

o 7(A) = (1fldu=§,(fs + f-)du=7(A) +v(A),

o W(A) =T, fdu=T§,(f+ = f-)dp = 7(A) - v(A).

Az el6jeles mérték, mint integral

Kovetkezmény

Ha v el6jeles mérték, a pozitiv, negativ és totalis variacioi m, v és 7, akkor
barmely A € M mérheté halmazra

9(4) = Lm ) dr.

Tehat, minden el6jeles mérték eloall, mint egy fliggvény integralja valami-
lyen mérték szerint.

Kérdés. Vajon igaz-e valami hasonld dsszefiiggés komplex mértékekre? Avagy,
ha 9 komplex mérték, akkor létezik-e olyan mérhetd f figgvény, amelyre |f| = 1,
és barmely A mérhetd halmazra

9(A) = L Fdr?
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22. Lebesgue-felbontas

Meérték tartoja. Abszolut folytonos és szinguldris mértékek. Adott mértéknél
nem nagyobb maximélis szingularis mérték. Lebesgue-felbontas. Egyértelmiiség.
[Petruska, 90-91. o.]

A kovetkezo fejezetekben azt fogjuk vizsgdlni, hogy milyen elGjeles és komplex
mértékek irhaték fel, mint valamilyen fliggvény integralja egy megadott mérték
szerint.

Vegyiik el djra azt az esetet, amikor mértéket valamilyen fiiggvény integral-
jaként definidltunk: mondjuk (X, M, p) mértéktér, f olyan mérheté fiiggvény,
amelynek létezik integralja X-en, és barmely A € M-re 9(A) = {, fdu. Spe-
cidlisan, ha f : R — R Borel-mérheto, és létezik a Lebesgue-integralja, akkor
U(A) = §, fdX egy elbjeles Borel-mérték.

Konnyt mutatni olyan mértéket, amely nem &ll el6 Lebesgue-integral alakban,
pl. a szamldlomérték, vagy a Dirac-delta (6(A) = 1, ha 0 € A, egyébként 0).
Nincs olyan Borel- vagy Lebesgue-mérhetd f fliggvény, amelyre § A fdA = |A]
vagy §, fdX = 0(A) teljesiilhetne.

Mindkét példankban ko6zos, hogy van egy olyan A-nullmértéki A halmaz,
amelyben ¥(A) # 0. Méarpedig nullmértékii halmazon az integral is nulla.

Abszolat folytonos és szingularis mértékek

Most is egy kozos (X, M) mérhetd téren fogunk dolgozni.

Definicié (el6jeles/komplex mérték tartdja)

Az A € M halmaz a 9 el6jeles/komplex mértéknek tartdja, ha (ezek ekvi-
valensek):

« az X\A halmazon ¥ konstans 0

» barmely H € M halmazra ¥(H) = J(H n A).

Példaul az X = P u N Hahn-felbontasban m-nek a P, a v-nek N egy tartoja.
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Definicié (abszolit folytonos és szingularis mértékek)

Legyen « és (8 két mérték az (X, M) mérheté téren.

(1) Az « abszolit folytonos a f-ra nézve, ha barmely H € M esetén, ha
B(H) = 0, akkor o(H) = 0. Jele: a « 3.

(2) Az « és a 8 szinguldris egyméasra nézve, ha (ezek ekvivalensek):

— a-nak van Sg-nullmértéki tartoja
— [-nak van a-nullmértékii tartoja

— X felbomlik két diszjunkt halmazra, X = A u B ugy, hogy az
a-nak A, a f-nak B tartdja, vagyis a|p = 0 és 5|4 = 0.

Jele: a L .

(3) Ha elgjeles vagy komplex mértékekrdl van szd, akkor azt koveteljitk

.....

.....

szingularis a [ totalis variacidja szerint. Ez megfelel annak, hogy
ha egy el6jeles mérték a H halmaz minden részén 0, akkor a totalis
variacioja is 0.

J

Példak. Ha f: X — R mérhetd figgvény, és p mérték, akkor a p(A) = §, fdu
elojeles mérték abszolut folytonos p-re nézve.

Ha i majordlja a 9 eldjeles mértéket, akkor ¥ <« p.

Ha v eldjeles mérték, és a varidcioi T, m és v, akkor 7 « ¥, 1 &« 7, v L T,

T v<d, m L.

Lemma

1. Ha a « 8 és a L 3, akkor oo = 0.

2. Ho o « 8 és f « v, akkor @ « . (« egy tranzitiv relaci6, mint
példaul az osztdja, a részhalmaza vagy a megette.)

3. Ha aq, as, ... = 0 mértékek, akkor a; « > .

4. Ha aq,9,... < B és ¥ = 2120:1 ay eléjeles mértékek, akkor 9 « 5.
5. Haa « 8 és B L v, akkor a L 7.

6. Ha aq,as,... L B és ¥ = ZZOZI oy el6jeles mértékek, akkor v 1 f.

J
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Bizonyitas. 1. Legyen « és [ egy-egy, diszjunkt tartéja A, illetve B. Barmely
H-ra o(H\A) = 0, mert az A halmaz tartéja a-nak; tovdbba S(H n A) = 0, mert



A diszjunkt § tartéjatol. De o « § miatt ebbdl kovetkezik, hogy a(H n A) = 0.
fgy a(H) = a(H\A) + a(H n A) = 0.

2. Ha y(H) = 0, akkor 5(H) = 0, de akkor a(H) = 0.

3. A tagot majorédlja az Osszeg.

4. Ha B(H) = 0, akkor minden k-ra oy (H) = 0, de akkor ezek Osszege is 0.

5. Legyen [3 és v egy-egy diszjunkt tartéja B, illetve C. A B-n kiviil 5 konstans
0, de akkor « is. Ezért B az o mértéknek is tartdja.

6. Mindegyik a,-nek van egy 7g-nullmértékii A, tartéja. Az A = | J A, halmaz
tartdja a Y a,, mértéknek, és S-nullmértékii.

Lebesgue-felbontas

Tétel (Lebesgue-felbontas)

Legyen v o-véges el6jeles vagy komplex mérték, p > 0 mérték a kozos
(X, M) mérheté téren.

Ekkor ¢ egyértelmiien felbonthato egy p-re nézve abszolut folytonos és egy
pu-re nézve szingularis el6jeles, illetve komplex mérték Osszegére, azaz egy-
értelmiien vannak olyan a és 3 el6jeles, illetve komplex mértékek tgy, hogy

Y=a+p, a<p é [ Lpu.

. J

Megjegyzés. A tételben azt is ki szoktak kotni, hogy ju o-véges, de erre nem lesz
sziikségunk.

Bizonyitas.
1. eset: ¥ véges.

Konstrualunk egy maximalis szingularis mértéket; ez lesz 3, a maradék pedig
a.

Legyen ¢ totalis varidciéja 7, legyen N' = {N € M : u(N) = 0} a pu-
nullmértékl halmazok gytirtje, és legyen

s =sup{r(N): N e N}.

A jobboldalon a halmazban szerepel a 0 = 7((J), igy a definici6 értelmes, és s = 0.
Az is igaz, hogy barmely N € N-re 7(N) < 7(X), igy s < 7(X), ami véges.

A szuprémumot tetszoleges pontossaggal megkozelithetjiik: minden pozitiv
egész n-hez van egy olyan Z, € N halmaz, amelyre 7(Z,) > s — L. Legyen Z =
U Z.; ez megszamlalhaté sok p-nullmértékd halmaz unidja, ez is p-nullmértéki:

ZeN.
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Barmely n-re Z,, € Z; a 7 monotonitasa miatt

1
Vn o s——<17(Z,) <7(Z) <5,
n

az n — o0 hataratmenetbdl
T7(Z) = s.

Tehat a szuprémum val6jadban maximum.
Ezek utan legyen H € M esetén

o(H) = 9(H\Z),  B(H) = V(H  2),

Az vildgos, hogy a(H) + (H) = J(H).

A Z halmaz a § mértéknek p-nullmértéki tartodja, tehat g L p.

Annak igazolasahoz, hogy a « u, vegyiink egy tetszoleges p-nullmértékic N
halmazt. Erre N U Z is p-nullmértékd, és

0< |a(N)| = |N\Z)| <T(N\Z)=7(NUZ)—7(Z)<s—s=0.

Tehat, ha p(N) = 0, akkor a(N) = 0; tényleg o < .

Az egyértelmiiség bizonyitasa:
Tegyiik fel, hogy kétféle Lebesgue-felbontas is van:

U =aq+ 31 = ay + P

Ekkor az
ar—ag = [y — [
mérték egyszerre abszolit folytonos és szingularis, vagyis konstans 0.

2. eset: 9 o-véges.

Bontsuk fel az alaphalmazt megszamlalhaté sok, paronként diszjunkt 9-véges
cellara: X = U;O:l X,. Mindegyik X, cellan a 19’ x, mérték véges, igy van egy
egyértelmii Lebesgue-felbontésa: 19‘ x, = 0n + Bn. Ezeket probaljuk — kelld 6va-
tossaggal — Osszeadni.

Az «, és B,-nek diszjunkt tartoja is létezik: legyen «,, tartéja A, < X,,
a (B, tartdéja B, < X,, ekkor tehat H < X, esetén «,(H) = 9(H n A,) és

Pu(H) = I(H n By).
Ezek utén legyen A = | JA,,, B =] Bx,

a(H) =9(Hn A) iﬁHmA :ian(Han),
B(H)=vY(H n B) i V(H nB,) = i Bn(H N X,,).

1

3
Il
3
Il
—
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Vildgos hogy ez a definicié értelmes, a + 3 =9, a <« p és 5 L p.

Az egyértelmiiséghez tegyiik fel, hogy a; + 1 és ag + fs is Lebesgue-felbontas;

ekkor mindegyik X,,-re megszoritva a 19‘ «. mértéknek Lebesgue-felbontésa a a; } . t b } x

és 042} x, T 52‘ X, A véges esetben a felbontas egyértelmi, ezért al‘ X, = 042‘ X,
és 61| x. = 62| «.; de ezeket Osszeadva visszakapjuk az eredeti mértékeket.
n n

Megjegyzés. Ha v nem o-véges, akkor nem biztos, hogy létezik Lebesgue-felbontds.
Legyen példaul X = R, M = B, u = X és ¥ a szdmlalomérték. Bdrmely

pont Lebesgue-mértéke 0, a szamlalomértéke poztiv, igy az abszolit folytonos rész

tartdja csak az tres halmaz lehetne. A szinguldris rész tartdja csak Lebesque-

nullmértéki lehet. Ez a kettd egyiitt nem adhatja ki a teljes R-et.
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23. Radon—Nikodym derivalt

Radon—Nikodym derivalt. Radon—Nikodym tétel. Helyettesitéses integralds. A
totalis variacié szerinti RN derivalt. El6jeles és komplex mérték szerinti integral
definici6i. [Petruska, 91-95. o.]

Definicié6 (Radon—Nikodym derivélt)

Legyen p = 0 mérték, és legyen o eléjeles vagy komplex mérték az (X, M)
mérhetd téren. Az f : X — R, illetve f : X — C mérhetd fiiggvényt
a ¥ mérték p szerinti Radon—Nikodym derivaltjanak nevezziik, ha barmely
He M-re 9(H) = §,, fdu.

Hasznélatos az f = jz jelolés is: SH (jzdﬂ = SH dov.

J

Megjegyzés. A Radon—Nikodym-derivalt létezésének trivialis sziikséges feltétele,
hogy ¥ <« u legyen, mert nullmértéki halmazokon az integrdl is mindig nulla.

Ugyanakkor az abszolut folytonossdg onmagdban nem elég. Pl. R Borel-halmazain
nem létezik a Lebesque-mértéknek Radon—Nikodym-derivaltja a szdmlalomérték
szerint, mert

és az egyelemi halmazokra ez azt adja, hogy f konstans 0, de a konstans 0 integ-
rdalja minden halmazon 0.

Tétel (Radon—Nikodym)

Legyen (X, M, u) szigma-véges mérték, és legyen « eléjeles vagy komplex
mérték az (X, M) mérhetd téren, és tegytk fel, hogy a « p.

Ekkor létezik a ‘é—z Radon—Nikodym derivalt, vagyis létezik olyan f : X —
R, illetve X — C p-mérhetd fiiggvény, amelyre barmely H € M esetén

o(H) =§, fdu.
A Radon—-Nikodym derivalt p-majdnem egyértelmi, vagyis ha f és g is
Radon—Nikodym derivalt, akkor f = ¢ p-m.m.

. J

Bizonyitas. [.a eset: o > 0, mindkét mérték véges.
Legyen

@z{f:X—»[O,oo] mérhets, f >0, YH € M de,uéoz(H)}
H
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a sehol sem tul nagy fiiggvények halmaza, és

s=sup{f fd,u:fe@}
b's

Vildgos, hogy 0 < s < a(X).
(1) 0 € @ (trivi).
(2) Ha g, h € ®, akkor m = max(g, h) € .
Biz. Legyen A = X (g > h) és B = X(g < h). Barmely H-ra

f mdu—J gd/H—f hdp < o(H nA)+ o(H n B) = a(H).
H HnA HnB

(3) Ha g1,99,... € ® és g < go < ..., akkor h = lim g, € ®.
Biz. Barmely H € M-re és n-re

f gndp < a(H);
H

A monoton konvergencia tételbol
J hdp "= limJ gndp < a(H).
H H

(4) Van olyan f € &, amelyre SX fdp = s. Avagy, a szuprémum maximum is.

Biz. Vegyiink egy olyan gy, gs,... € ® sorozatot, amelyre {, g,du — s, és
legyen
fn = max(gy,...,9,) € . Ekkor 0 < g, < f,, < fni1; legyen f = lim f,,. Ekkor
$x gndp < § fudp < s; arendér-elv miatt §, f,dpu — s. A monoton konvergencia
tétel miatt SX fdu =lim SX fndp = s.

(5) s = a(X).

Biz: indirekt. tegyiik fel, hogy s < . Ekkor van olyan & > 0 amire £ - u(X) <
a(X) —s=a(X)—{ fdu

Legyen

PUH) = o) = | (7 + )=o)~ | fan—cuh)

Ekkor ¢ el6jeles mérték, ¢ « p és p(X) > 0.

Legyen ¢ Hahn-felbontdsa X = P u N. Ekkor tehat barmely H < P esetén
©(H) =0, azaz §,(f +¢)dp < o(H).

Mivel ¢(X) > 0, ezért o(P) > 0; viszont ¢ « pu miatt ebbdl kovetkezik, hogy
pu(P) > 0.
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Legyen most g = f + ¢ - xp. Ez a figgvény ®-beli, mert barmely H € M-re

JHgdu = JHGN fdp + JHmp(f +e)du < a(Hn N)+a(HnP)=a(H).

Ugyanakkor

Lgdu = L fdu+e-pu(P) > L fdu = s,

ellentmondas.

(6) Ha {, fdu = s, akkor minden H-ra o(H) = {,, fdp.
Biz. ¢(H) = a(H) — §,, fdpu = 0 mérték, de p(X) = 0, tehat ¢ = 0.

L.b eset: a véges eldjeles mérték.
Vegyiikk a Jordan-felbontdsat: a = m — v, végesek. Mivel m,v <« a « pu, a
pozitiv és negativ variacionak is létezik Radon-Nikodym derivaltja.

I.c eset: a véges komplex mérték.
Az a valos és képzetes része is véges, abszolut folytonos mérték, van Radon—
Nikodym derivaltjuk.

Egyértelmiiség:
Elég a valos esetre. Ha f és g is Radon—Nikodym derivalt, akkor legyen A =
X(f >g)és B=X(f <g). Ekkor

L(f —g)dp = L fdu— L gdp = a(A) — a(A) = 0;

A baloldalon az integrandus pozitiv; az integral csak gy lehet 0, ha u(A) = 0.
Hasonléan latjuk, hogy u(B) = 0. Igy hit f = g p-m.m.

IT.a eset: « elbjeles, és o-véges.
Legyen a Jordan-felbontdsa o = m — v.
Osszuk fel a teret diszjunkt celldkra: X = | J X,, Ggy, hogy minden cellan « és
1 is véges. Mindegyik X, cellan van 7-nek és v-nek is Radon—Nikodym derivaltja;
legyenek ezek
drlx, dv|x,
dulx, " dulx,
ezekbol készitsiink egy-egy nagy kozos g, illetve h fliggvényt, amelynek a celldkra
vett megszoritasai a RND-k:

n

g(x) = gu(x) hazeX,; h(z) = hy(x) ha xe X,.

Azt allitjuk, hogy f = g — h jo lesz.
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Barmely H-ra

m(H) = i m(H nX,) = i Lan gndp = i Lan gdp = L gdu

és ugyanigy
v(H) = J hde.
H

A m(X) és v(X) koziil az egyik véges, ezért g és h koziil valamelyik p-m.m. véges,
ezért

a(H) = w(t) = v(H) = | gdp= [ wdp= | (=0 fan

Egyértelmiiség: az f p-majdnem egyértelmii mindegyik cellan, tehat a meg-
szamlalhato sok cellan egytitt is.

II.b eset: a komplex, o-véges.
Kilon-kiilon létezik és m. egyértelmii a valds és a képzetes rész Radon-—
Nikodym derivaltja.

II1. eset: o nem o-véges.

Feltehetjiik, hogy a(X) = o (a masik eset a —oo lenne). Azt allitjuk, hogy X
felbonthato két részre: X = S u V gy, hogy S-en a o-véges, a V' részhalmazain
pedig o(H) = o ha pu(H) > 0.

A teret felcellazzuk olyan cellakra, amelyeken p véges; vegytik észre, hogy az
allitasunkat elég egy cellara igazolni. Tehat azt is feltehetjik, hogy pu(X) véges.

Minden n-re legyen ¢, = a—n-pu; ez el6jeles mérték, a Hahn-felbontasa legyen
X = P,uN,. A definici6 miatt ¢,4+1 < @,, igy Pyy1 < P, és Ny © N,. Legyen
S=UN,ésV=P,.

Mivel 0 = ¢, (N,,) = a(N,) —n - u(N,), ezért —oo < a(N,,) < n - pu(N,) < ©
vagyis a(N,,) véges. Ezért o valoban o-véges S-en.

Ha H c V =) P, és u(H) > 0, akkor minden n-re H c P,; akkor ¢, (H) = 0,
a(H) = n- p(H). Ez minden n-re igaz, tehat a(H) = .

Ezek utan a Radon—Nikodym derivaltat eldallithatjuk a o-véges S részen ugy
mint eddig, a V' halmazon pedig legyen f = co.

Egyértelmiiség: az S-en az egyértelmiiséget mar tudjuk; azt kell igazolni, hogy
a V halmazon csak a (g-m.m.) konstans oo lehet a RND. Legyen tehdt f RND
a V' halmazra megszoritva; ekkor tehdt minden H < V és u(H) > 0 esetén
§y fdp = oo

Legyen V,, = V(f <n). Mivel a(V},) = Svn fdu < u(Vy,) -n < oo véges, ez csak
ugy lehet, ha pu(V,) = 0. De ekkor a V(f < o) = JV,, halmaz p-nullmértékd.
Tehéat a V halmazon f = oo p-m.m.
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Legyenek a « B (pozitiv) mértékek (X, M)-en, g = 92 és f integralhat6

dg’
X-en. Ekkor

Lfda - L fods.

Bizonyitas. Ha f egyszerti fiiggvény, akkor trivi, majd monoton konvergencia.

Megjegyzés. A Radon-Nikodym derivalt formuldjinak megjeqyzési modja ugyan-
az, mint a helyettesitéses integraldsndl:

ffda—f £ 3508

Lemma

Legyen (X M, 1) mérték, f mérhetd fiiggvény, amelyre létezik SX fdu. Ek-
kor a 9(H) = §,, fdu eljeles/komplex mérték totélis varidcidja
1) - | 1fldw
H

. J

Bizonyitas. Trivi, hogy barmely H < X-re

H)| - UHfdu‘ < | 1fla

A masik iranyhoz vegyiink egy n >
Ak:{er.L(i U <arg f(z) < 2mk

egészt, és k = 1,...,n esetén legyen

"‘V‘*’. e~

6_27:“‘[ fdu‘ ZRe (e = L fd,u) =
:ZJAkRe(e_%;sz)dMZZJ |f|cos2;d,u=cos2nZJAk |f|d,u—cosj | f|dp.

2T
cos | |fldu= () < | |fldn
n H

H
és n — oo-vel kész.
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.....

f figgvény, amelyre |f| =1 és

9(H) = L fdr.

Bizonyitas. Legyen g = %, avagy U(H) = {, gdr. Az el6z6 lemma szerint

T(H) = §, |gld7, vagyis §,(]g| — 1)d7 = 0 minden H-ra, ami azt jelenti, hogy
lg| = 1 7-mm. Ahol g nem egységnyi, ott tetszés szerint megvéltoztathatjuk...

Definicié (el6jeles/komplex mérték szerinti integral)

.....

L Fdo = L f%dr

Alternativ definicé: Ha ¢ elGjeles mérték és a variacioi m, v, akkor

| ra0i= | gan—| sav

(
u
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V. rész

Borel-mértékek differencialasa

Most RP-beli lokalisan véges eldjeles Borel-mértékeket fogunk derivalni.

24. Differencialbazisok; elojeles mérték de-
rivaltja

Differencidlbazis. Alsé és felsé derivaltak. Szimmetrikus, kozonséges és erds deri-
valt.

Definicié (differencialbazis)

Legyen G < R? nyilt, B = B(G). A D c G x B halmaz differencidlbdzis, ha
minden (a, A) € D esetén A korldtos, A(A) > 0, és a € G és ¢ > 0 esetén
létezik olyan (a, A) € D, amelyre A c B(a,¢).

A D differencialbézis reguldris, ha minden a € G € D-hez van olyan g(a) > 0
stirtiség, hogy minden (a, A)-ra van olyan r, hogy A\B(a,r) nullmértékii és
AA) = o(a) - AM(B(a,r)), vagyis ha vessziik a legkisebb, az A-t majdnem
tartalmazé gombot, akkor az A a gdmbnek legalabb a o(a) részét kitolti.
A D differenciélbazis egyenletesen reguldris, ha a o(z) figgvény konstans.
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Definicié (differencidlbazis szerinti derivalt)

Legyen 9 el6jeles Borel-mérték G-n, D differencidlbazis.

o A U D szerinti alsé derivdltja az a € G pontban
Dpi(a) = lim inf {M : (a,A) e D, A < B(a, 7’)} ,

illetve

e a1 D szerinti felso derivdltja az a € G pontban

Dpi(a) = Tlir&sup{m :(a,A) e D, A c B(a,r)}.

o Azt mondjuk, hogy a D bdzis differencidlja V-t az a pontban, ha az alsé
és a fels6 derivalt egyenlé és véges. llyenkor Dpd(a)-val is jeloljik.
Ezzel ekvivalensen, a D bazis differencidlja ¥-t az a pontban, és a
derivélt értéke Dpi(a) = b e R, ha

Y(A
Ve>0 Ir>0 VY(a,A)eD,Ac Bla,r) ‘AEA; —b‘ <e.

o Egy ¥ komplex mérték akkor differencialhat6, ha a valos és a kép-
zetes része is differencidlhatd, és persze Dpi¥(a) = Dp(Red(a)) + i -
Dp(Imd(a)). A komplex mértékek definicidjat az eléz6 képlettel is
definidlhatjuk.

J

Példak. 1. Legyen ¥ egydimenzios Lebesque-Stieltjes mérték, aminek az elosz-
lasfiigguénye F.
A Dy ={(a,[a,a+71)):aeG,r >0} bdzis szerinti derivalt

9 _
Dp,0(a) = lim Waa+r) oy Flatr) = Fla) _ F'(a+0);
r=+0 \[a,a + 7)) rot0 r
a Dy ={(a,la —1,a)):aeG,r> 0} bdzis szerinti derivdlt
I[a — _ _
Do) = tim 2= g Fl@) = Fla=r) g
r—+0 )\([a -, a)) r—+0 r

a D3y = Dy U Dy bazis szerinti derivdlt F'(a).
2. Szimmetrikus bdzis: D = {(a,B(a,r)) : r > 0}, a szimmetrikus bdzis
szerinti derivalt a szimmetrikus derivalt.
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3. Kockabazis: D = {(a,Q) : Q 3 a tengelypdrhuzamos, zdrt kocka}, ebbdl lesz
a kozonséges derivalt.

4. Téglabazis: D = {(x,T) : T > x tengelypdrhuzamos, zdrt tégla}, ebbdl lesz
az eros derivalt.

A szimetrikus és a kockabdzis eqyenletesen requldris, a téglabdzis nem requldris.

e s s

kotjik ki, hogy az a pont benne legyen a halmazban; példdiul a Dy = {a,[a —r,a) :
a € G,r > 0} differencidlbazisban a halmazok nem tartalmazzdk az a pontot.

Lemma

DY, + 195) < DY, + DV
D1 + 92) = DV, + D9

Ha ¢, és 1, is differencidlhatoé a D bazisban, akkor

D(191 ar ’(92) = Dvy + Dvs.

Bizonyitas. A lim sup szub-, illetve a lim inf szuperadditivitdasabdl kovetkezik

A tovabbiakban D a szimmetrikus bazis, a legtobb helyen nem is fogjuk kifrni.

.....

derivalni.
El6szor is azt fogjuk megmutatni, hogy Borel-mértékek derivéaltjai Borel-mérheto
fiiggvények.

Lemma

Ha p > 0 Borel-mérték G-n, és 0 < t < oo rogzitett, akkor az

t _ ,u(B(m,r)) .
f(x)—sup{m.0<r<t}
figgvény a.f.f. az
by e [ H(B(E,T))
g(m)—lnf{wo<r<t}

figgvény f.f.f., ezért mindketté Borel-mérheto.

- J

Bizonyitas. (a) Rogzitsiink egy a € G pontot és egy ¢ < f'(a) szdmot tetszdle-
gesen.
Vegyiink egy olyan c¢;-et, amelyre ¢ < ¢; < f*(a). Ehhez létezik olyan A =
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p(A)
A(4)
Ha § < 5* és € B(a,0), akkor B(a,r) € B(z,r+0) < B(a,r+20) < B(a,t),

p(B(z,r +9)) 1(B(a,r)) r\?
N B(z,r +0)) g (#)p)\(B(a,r)) ~ <7“ 5) @ =6

B(a,r) ﬁgy, hogy r < t és > .

fi(z) =

az utolsé el6tti egyenl6tlenség akkor igaz, ha § elég kicsi.
Tehat barmely ¢ < f*(a) esetén van olyan kicsi 6 > 0, hogy a B(a,d) kornye-
zetben f!' > c. Vagyis az f! fiiggvény a.f.f.

(b) Ugyanigy, vegytink egy a € G pontot és egy ¢ > ¢'(a) szdmot tetszélegesen,
majd ezekhez egy ci-et, amelyre ¢ > ¢; > g'(a). Ehhez létezik olyan A = B(a,r)
1(A)

A(A)
Had<résxzeB

(a,
pw(B(z,r —9)) n(B(a,r)) o\’
NB(z,r—0) = (=) A(Bla,r)) (?"—5) A=t

az utolsd egyenltlenség most is csak elég kicsi 0 esetén igaz.
Tehat barmely ¢ > ¢'(a) esetén van olyan kicsi § > 0, hogy a B(a,d) kornye-
zetben ¢' < c. Vagyis a ¢' fiiggvény f.f.f.

ugy, hogy r <t és <

9), akkor B(z,r —d) < B(a,r) < Bla,t), és

g'(x) <

Ha > 0 Borel-mérték G-n, akkor Dy és Dy Borel-mérhetd.

Bizonyitas. Az el6z6 lemma jeloléseivel

Dp(x) = lim f'(z) = lim f"(z)  é  Dple) = lim ¢'(z) = lim g""(2),

t—+0 n—00 t—+0 n—00

ahol f'(z) illetve ¢g'(z) az el6z8 lemma szerint a.f.f. illetve f.0.f., tehdt Borel-
mérhetdek, és Borel-mérhetok pontonkénti limesze is Borel-mérheto.
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25. A maximalis operator tétele

Maximalis operator. A maximaélis operdtor, az alsé és a fels6 derivalt mérhet&sége.
A maximélis operator tétele. Lokélisan véges mérték alsé és felsé derivaltja m.m.
véges.

Definicié (maximalis operator, maximalis fiiggvény)

0 <t < . Ekkor legyen

7(B(x,7))

M")(x) = sup {)\(B(x, )

0<r< t} .
Ha t = oo, akkor a jelolésbol elhagyhatjuk a ¢ indexet: M. Ha v az
f fiiggvény integrédlja, akkor irhatjuk azt is, hogy M'f vagy M f. Vagyis
M f(z) = su 7&3(%’” 71dA 0<r
P AB@ )

Az M" neve mazimdlis operdtor (mert mértékhez vagy fiiggvényhez rendel
fuggvényt), az M'9 a mazimdlis fiigguény.

Trividlis, hogy ha o el8jeles mérték, akkor — M9 < DY < DY < M9 (lim inf
és lim sup az inf és sup kozott van).

Az M"Y maximdlis fiiggvény a.f.f., tehat Borel-mérhetd.

Bizonyitas. A 24 lemma elso fele a 7 mértékre.

Véges sok gomb kozil kivalaszthatéak paronként diszjunktak tgy, hogy
a haromszorosuk az Osszes gombot fedje (A B(a,r) gomb haromszorosa

3B(a,r) = B(a,3r)).

Bizonyitas. Legyen a gombok By, ..., B, sorrendje olyan, hogy ry > ... > r, >0
A gombok koziil kivalasztunk néhanyat, amelyek paronként diszjunktak. Mo-
hén, a gombok mindegyikét sorban vagy kivalasztjuk, vagy nem. A Bj-et kiva-
lasztjuk. A Bs-t akkor valasztjuk ki, ha nem metszi Bi-et. Ha a Bi,..., By_1
gébmbokrol mar eldontottiik, hogy kivalasztjuk-e: a By gombot akkor valasztjuk
ki, ha nem metszi egyik korabban kivalasztott gombot sem.
Legyenek a kivalasztott gombok B; , . .., B;,; ezek paronként diszjunktak. Azt

IND
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allitjuk, hogy a 3-szorosra nagyitott B(z;,,37i,), ..., (Tiy,37iy) gombok lefedik
U:, Bi-t. Vegyiink egy tetszéleges = € | J;—, B; pontot; ezt valamelyik By, gdmb
lefedi. Ha By kivalasztott gomb, akkor ennek 3-szoros nagyitasa is fedi x-et. Ha
By nem kivalasztott, akkor belemetsz egy nala kordbban kivalasztott, tehat egy
ndla nem kisebb kivalasztott gombbe: legyen ez B;, és legyen y a By, és B; gombok
egy kozos pontja. Ekkor |x — ;| < | — k| + |zn —y| + |y — 25| < rp+ri+1; < 315,
igy = € B(z;,3ry).

Lemma (A maximaélis operator tétele)

Ha o véges el6jeles vagy komplex mérték a G < RP halmazon, és t > 0,
akkor

37 (Q)

AMY > t) < -

Bizonyitas. Ha K < G(MY > t) kompakt, akkor minden = € K-hoz van olyan
r = r(x) sugar, amelyre ZBEr) - ¢ U,er Bz, 7(2)) lefedi K-t; a kompaktsag

A(B(z,r))
miatt kivalaszthatd kozilik egy véges fedés; ezt a sugarak szerint csokkend sor-
rendbe tessziik. Tehat vannak olyan zq,...,x, € K pontok ésry > ... > r, >0

sugarak, avagy By = B(xy, ) gombok, amelyek fedik K-t.
Ezek utan alkalmazzuk az el6z6 lemmat a gdombokre, kapunk olyan diszjunkt
Bi,,...,B;, gomboket, amelyekre K < ngl 3B;,. Tehat

MK < A B(@i,3r) = 3 Y B r) <3 Y, (BTl  #7(G)

k=1 k=1 k=1 ¢ t

Ez minden kompakt K < G-re igaz, tehat a Lebesgue-mérték regularitasa
miatt a G(MdJ > t) halmazra is.

Kovetkezmény

Ha 1 lokdlisan véges, akkor Dv) és Dv is A-m.m. véges.

Bizonyitas. A G felbomlik megszamlalhato sok olyan Gy, G, . . . gdmbre, amelyen
T véges. Legyen U, (H) = 9(H n G,,); ez egy véges eléjeles mérték; az G, gdbmbon
beliil ¥ és 4, also és fels6 derivaltja megegyezik.

Mivel —M49,, < DY, < D9,, < M4Y,, barmely ¢t > 0 esetén

37,.(G)

A|DV,| = o) < A(M9,, = 0) < A(MY,, > t) < ;

Az t — oo hatdrdatmenetbdl
A|DV,| = x) = 0.

A G, belsejében tehdt DY m.m. véges, tehat a gémbok uniéjan is.
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26. Borel-mértékek differencialasa

Lokalisan véges Borel-mérték akkor és csak akkor szingularis, ha a derivaltja m.m.
0. Lebesgue-pont. Abszolit folytonos mérték m.m. differencidlhaté, és a derivaltja
megegyezik a Radon—Nikodym derivalttal. Mérheté burok. Alsé és felsé stirliség.
Stirtiségi tétel. [Petruska, 100-105. o.]

Lebesgue-pontok

Legyen H c RP, f : H —» R vagy f: H — C mérhet6. Az x( € int H pont
az [ fuggvénynek Lebesque-pontja, ha

i 3o | = FE)ldA
rlir(l)le A(B<$0,T)) = 0

Trivi, hogy minden folytonossagi pont Lebesgue-pont.

Az f fiiggvényt lokalisan integralhatonak nevezziik H-n, ha minden pontnak
van olyan kornyezete, amelyen az integral véges, vagy ezzel ekvivalensen,
minden K < H kompakt halmazon az integral véges.

Ha f lokalisan integralhaté6 H-n, akkor H m.m. belsé pontja Lebesgue-
pontja H-nak.

Bizonyitas. A H-t lefedhetjiik olyan gombokkel, amelyeken f integralhaté, igy
elég integralhato f-re bizonyitani, vagyis f € Ly esetén.

Rogzitsiink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Az integralhaté fiiggvények terében sirtin vannak az olyan "szép' fiiggvények,
amelyek véges sok téglalapon konstansok, azokon kiviil az értékiik 0. Legyen g
egy olyan szép fiiggvény, amelyre SG |f — g|d\ < %, és legyen h = f — g; ekkor
tehdt §, |h|dX < 1.

Ha egy x pont nem esik egyik téglalap hatarara sem, akkor = egy kis kornye-
zetében g konstans, és igy

f f— f@)ldr = f |h—h<x>|dx<f (1] + [R(@)])d,
B(z,r) B(z,r)

B(z,r)

138



B(xz,r f_fdi B(z,r h’d)\
) (’A)(|B(;c,r()))| < [h(z) +SA<(é():l,7|~)) < (=)l

x)|dA
hTI,I_l,ﬁHpS = (’f( f<)))| < |h(z)| + Mh(z).

F(z)]dX 1
-

Ha az x pontban limsup, ., % > L akkor ott |h(x)| és Mh(x) va-

+ Mh(x),

lamelyike legalabb % Ezért

@y | — f dA 1 1
A limsupg ’ ) )\ \h|>— + A Mh>—| <
m 2m 2
m(

r—0+ )\(B( m
p
_Sinjax 3 S\h|d)\

2m(1 + 37)
1/2m 1/2m '

k

1+3p)f Ih|dA <

Ebbol £k — oo, majd m — oo hataratmenettel

— f(x)|dA
\ (lim sup, SB(x,r) |f = f(2)] - 1) 0,

P T B, ) m
: SB(:):,T) |f = fz)[dA
A (11713,3213’ NCIERD) >0 =0
19 )

Derivalt és Radon—Nikodym derivalt

Ha p = 0 lok. véges, szingularis Borel-mérték, akkor Dy = 0 m.m.

Bizonyitas. A 25. kévetkezményhez hasonléan elég zart gombok belsejére bizo-
nyitani, ezért az is felteheto, hogy p véges.

Rogzitstiink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Legyen H a (8 egy Lebesgue-nullmértékii tartoja. A p lok. véges Borel—mérték,
tehat reguldris; van olyan K < H kompakt halmaz, amelyre u(G\K) <

Legyen 9¥(A) = p(A\K); ekkor persze ¢ totalis varidcidja pu(A\K ) A K
komplementuma nyilt, ezen 9 és p alsé és felsd derivaltja ugyanaz, tehat D = Dy
és DY = Dy A-m.m.

Ezek utan

P P
>\Eu>i =\ Ez9>i <A M19>i <3M(G\K><3m.
m m m 1/m k
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k — oo majd m — oo,

Kovetkezmény

Legyen D regularis differencialbazis, S lok. véges, szingularis elGjeles vagy
komplex mérték. Ekkor DpfS = 0 A-m.m.

Bizonyitas. 1. eset: § > 0 mérték. Ha (xg, A) € D, A < B(zg,7) és \(A) >
p - AM(B(xg,r)), akkor

B(A) B(B(xo,7)) 1 =0 mm. zpra
)\(A)‘<Q'/\(B($oﬂ“)) i) =0 o

2. eset: [ el6jeles mérték, a Jordan-felbontdsa m — v. Az el6z6 rész szerint
Dm = Dr =0mm.
3. eset: 8 komplex mérték. Ekkor D(Re ) = D(Im ) = 0 m.m.

26.1 Tétel (Mértékek differencidlasidnak f6 tétele)

Legyen D regularis differencialbazis, ¥ lok. véges eldjeles vagy komplex
mérték, a Lebesgue-felbontédsa ¥ = § fdA + 5. Ekkor Dpt = f A-m.m.

Bizonyitas. Legyen a = {fd)\; megmutatjuk, hogy az f minden Lebesgue-
pontjaban Da = f. Mivel DS = 0 m.m., ez elég is.

Legyen tehat z, Lebesgue-pont, és 0 < p = p(zo) < 1 a differencidlbazis
regularitdsiban szerepld arany. Ha A < B(zg,7) és A(A) > p- N(B(xo, 1)), akkor

a(4)

ST ( ) SA f fo d/\ SA|f fxo |d)\ SB(z‘or ‘f f( )|d)‘
AA) T

A(A) = A(4) S 0 B T)

Egy [ lok. véges elGjeles vagy komplex mérték akkor és csak akkor szingu-
laris, ha DS = 0 A-m.m.
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27. A stlirtiségi tétel

H < RP-nek A mérhet6 burka, ha A € L(RP), A o H és () minden B €
L(RP), B o H-ra A(A\B) = 0, avagy, minden B € L(RP), H ¢ B c A-ra
A(A\B) = 0.

1. Minden halmaznak létezik mérheté burka; még Gy is.

2. Ha M, és My is mérhet6 burok, akkor A(M;AMs;) = 0.

3. Ha M mérhet6 burok és A mérheto, akkor M n A mérheté burka H n A-
nak.

Bizonyitas. 1. Tekintsiink egy tetszoleges H < RP halmazt; ehhez konstrualunk
mérhetd burkot.

Osszuk fel a teret korlatos kockdkra: R = | J*° | K,,, és legyen a H halmaznak
az n-edik kockaba esé része H, = H n K,, .

Vegyiink minden k-hoz és n-hez egy olyan G, nyilt halmazt, ami 1/k-nal
pontosabban fedi a H, halmazt: H, < G, N(Gnx) < M(HNK,)+ % Ezek utén

legyen
e @] a0
My =()Gug: M =] M,
k=1 n=1

Azt allitjuk, hogy M mérheté burka H-nak. Az trivi, hogy M is mérhetd, M, o
H, és M o H.

A (x) ellenérzéséhez vegyiink egy tetszoleges B > H mérhet6 halmazt. A K,
kockdban H, ¢ B n M, < M,,, ezért minden k-ra

_ 1

A k — oo hatdratmenetbdl
MNB n M,) = XM,) = \H,),

a kett6 kiillonbségébdl A(M,,\B) = 0, végiil

o0

A(M\B) :Z M,\B) = 0.

Ez igy még nem feltétleniil G, de a regularitds miatt vehetjiikk a mérheté burok
G5 burkat.
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2. Mivel M; és My > H, a mérheté burok definici6jabol A(Ma\M;) = 0. Az
My, M, felcserélésével N\(M;\Ms) = 0.

3. Az vildgos, hogy M n A mérheté és tartalmazza H n A-t; ismét csak (*)-t
kell ellenorizni. Tegyiik fel, hogy B mérheté és B > H n A. Mivel B fedia Hn A
halmazt, Az M pedig a teljes H halmazt, H-nak nem lehet eleme az (M n A)\B
atomban:

Akkor viszont H-t fedi az M\((M n A)\B), és igy, mivel M mérhetd burka
H-nak,
)\((M A A)\B) —0.

Legyen H < RP, a mérheté burka M, és tekintsiik a u(A) = AM(An H) =
AMA N M) mértéket. A H halmaz alsé és felsé stirtisége az x € RP pontban

o, H) = Di(a) = timup 2 205

illetve

_ r) = limin X(B(:U,’r’) N H)
d(z, H) = Dyu(z) = limfnf =0 =3

stirtisége

Az x a H-nak stirtiségi pontja, ha d(x, H) = 1.

Tétel (Lebesgue-féle siirtliségi tétel)

(a) m.m. x € H stirliségi pont.
(b) H akkor és csak akkor Lebesgue-mérheté, ham.m. x ¢ H-rad(z, H) = 0.

Bizonyitas. (a) Legyen M mérheté burka H-nak és f = y,;. Ekkor pu(A) =
MA M) = §, fd\. Ezért Dp = xp m.m.; specidlisan mm.x € H < M-re
Dp(x) = 1.
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(b) Legyen N az RP\H mérhet6 burka, v(A) = A(An N) és g = xn-

Ha H mérhetd, akkor lehet M = H és N = RP\H, és a két slirliség is komple-
mentere egymasnak.

Ha H nem mérhetd, akkor A\(M n N) > 0. Ugyanis R\\N ¢ H < M, vagyis
H két mérheté halmaz kozé esik, ezek kiillonbsége nem lehet nullmértéki. A
kiilénbség viszont éppen M n N. A metszet pontjaiban H stiriisége 1 m.m.
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28. Abszolut folytonos fiiggvények

Abszolut folytonos fiiggvény. A Lipschitz-tulajdonsédg, az abszolat folytonossag és
a folytonossdg kapcsolata. Monoton nové fiiggvény abszolit folytonossaganak at-
fogalmazasa a megvaltozasbol szarmazé mértékkel és Radon—Nikodym derivalttal.

Most azzal fogunk jatszani, hogy a Borel-mértékek differencidlasarol szold té-
teleinket atirjuk az eloszlasfiiggvényeikre.

Definicié (abszolut folytonos fiiggvény)

o Egy f:[a,b] — R figgvényt abszolit folytonosnak mondunk, ha min-
den € > 0-hoz van olyan é > 0, hogy barmely n és a < x1 < y; < 19 <

Yo < oo S Xy < Y < b, Dy — x) < 6 esetén D | f(yi) — fx)] <e.

o Egy I nyilt intervallumon értelmezett fiiggvényt abszolut folytonosnak
mondunk, ha minden [a,b] < I intervallumon abszolit folytonos.

Trivialitas'®

F' Lipschitz = F' abszolut folytonos = F' folytonos.

2 Lemma. Legyen I < R intervallum, F : I — R monoton névd, pr a megudlto-
zdsabol szarmazo Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:

(1) F abszolit folytonos.

(2) A pr mérték abszolit folytonos a Lebesque-mértékre nézve.

(8) Van olyan f = 0 mérhetd figgvény, aminek F integrdlfiiggvénye, és f = F'
m.m.

20 )

Bizonyitas. (1) = (2): Tekintstink egy tetszéleges N < I nullmértékii halmazt;
azt kell igazolnunk, hogy ¢r(N) = 0. A pp reguléris, ezért elég ezt az N kompakt
részeire igazolni. Legyen tehat K < I kompakt, A(K) = 0. A K benne van egy
[a,b] = I intervallum belsejében: K < (a,b) < [a,b] < 1.

Tetsz6leges e-hoz vegytink egy, az (1) tulajdonsdgnak megfelel6 J-t. Fedjik
le K-t nyilt intervallumokkal, amelyek Lebesgue-0sszmértéke d-nal kisebb. Ebbdl
valasszunk ki egy véges fedést. A fedésben lehetnek tobbszorosen fedett részek,
de a fedés unidja mindenképpen véges sok diszjunkt relativ nyilt intervallumbél
all; legyenek ezek (x1,41), ..., (n, yn). A fedés Lebesgue-mértéke

Zn:(yz —x;) <9,

i=1

144



a (3) tulajdonsag alapjan

or(K) < Z@F((Iwyz)) < Zch(F(y,) — F(xl)) <e.

=1
Az ¢ — 0 hataratmenetbdl pr(K) = 0.

(2) = (3): Eldszor is ¢p « A, ezért minden pont mértéke 0, és ezért F
folytonos.

Legyen f = d&’%, ekkor tehat a F' a f-nek integréalfiiggvénye.

AD={[z,x+7),[xr—raz):zel,r>0} reguldris differencidlbazisban a 26

tétel szerint F' = Dppp = f m.m.

(3) = (1): Legyen [a,b] < I és ¢ > 0 adott, ezekhez szeretnénk megfelel$
0 > 0 szamot talalni.

Az f fiiggvény integralhaté [a, b]-n, ezért van olyan szép g : [a,b] — [0,0)
fuggvény, amely tehdt véges sok szakaszon konstans, és S[mb] |f—g|d\ < §. Legyen
K =max g+ 1. Azt éllitjuk, hogy ¢ = 5% jO lesz.

Tekintstiink egy tetszlleges ¢ < 1 < y3 <K T2 < Yo < ... <7, < Y, < b
intervallumsorozatot, amelyre Y  (y; — z;) < d. Erre a sorozatra

gZ}Ly)KdHJ If —gldX <

n
[a,b] i=1

fd)\<ZJ[ )(g+|f—g|)d/\<
=1 TiyYi

xivyi) 7

K(yi—xi)+§<K(5+§=a
= 2 2

Megjegyzés. Nyilt intervallumon a terminologia nem egyértelmi. Sokan ott
s ugyanezt az epszilon-deltdas tulajdonsdgot kovetelik meg, és lokdlisan abszolit
folytonos-nak hivjdk azt, amit mi abszolut folytonosnak hivunk.

A https: //en. wikipedia. org/wiki/Absolute_ continuity Wikipédia ol-
dalon példaul az a definicio, hogy barmlyen I intervallumon f : I — R ak-
kor abszolut folytonos, ha minden € > 0-hoz van olyan § > 0, hogy bdrmely
(a1,01), ..., (an,b,) < I, pdronként diszjunkt intervallumok és > (y; — x;) < ¢
esetén X |f(b;) — f(a;)| < e. Majd (hamisan) azt dllitjak, hogy ezzel ekvivalens,
hogy f m.m. létezik, és f az f' integrdlfiggvénye. Erdemes kiprébdlni mondjuk
az f(x) = 22 fiiggvényre.
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29. Szingularis fiiggvények

Szingularis fliggvény. Monoton névé fiiggvény szingularitdsinak atfogalmazisa a
megvaltozasbol szarmazé mértékkel. Lebesgue-felbontds. Minden monoton fiigg-
vény m.m. differencidlhaté. Fubini-tétel monoton fiiggvények Osszegének tagon-
kénti differencialasarél. Newton—Leibniz formula.

Legyen I < R intervallum. Egy F : I — R fliggvényt szinguldrisnak neve-
zink, ha F' = 0 m.m.

3 Lemma. Legyen I < R intervallum, F : I — R monoton névd, pr a megudlto-
zdsabol szarmazo Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:

(1) F szinguldris.

(2) A pp mérték abszolit szinguldris a Lebesgue-mértékre nézve.

Bizonyitas. A 26 tételt akarjuk alkalmazni. Legyen D = {[z,z + 1), [z — r,z) :
xel,r> O} és Dyp; Vegyiik észre, hogy

rlls =101 (i) gl yonlerer)
2r r ’ r = 2r '

Az r — +0 hatdrdatmenetbdl

0 < Dpr(x) < F'(x) < F'(@) < 2Dir(x).

Ezért F szinguldris & F' = 0 m.m. < Dyp = 0 m.m. < ¢y szinguldris.

Megjegyzés. Itt sem egyértelmi a terminologia. Van, aki csak folytonos fiigg-
vényekre definidlja a szingularitast, itten kezdve baj lesz a Lebesque-felbontassal.
Van aki a konstans nulla fiigguényt nem hivja szinguldarisnak, szerinte a szinguldris
fiigguények nem alkotnak vektorteret.

Példa. A c(x) Cantor-fiigguény folytonos, és szinguldris, nem abszolit folytonos.

(A figguényt definidljuk dgy, hogy a (—o0,0] intervallumon 0, az [1,0) interval-

lumon konstans 1 legyen.) A c(x) a szinguldris Cantor-mérték eloszlasfiggvénye.
Végtelen sok szingularis, folytonos mérték dsszegébol nyerhetink szigorian mo-

noton, folytonos, szingularis figguényt: ha qi,qs, ... a raciondlis szamok egy fel-

soroldsa, akkor az

!

F(z) ch(x — )

!
]

szingoruan monoton névd, az eqyenletes konvergencia miatt folytonos, és szinguld-
ris is, mert o megszamlalhato sok szingularis mérték 6sszege. Szoval f folytonos,
monoton no, és majdnem mindenhol 0 a derivdltja...
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Lebesgue-felbontas

Tétel (Lebesgue-felbontas)

Minden monoton névé fiiggvény felbomlik egy abszolut folytonos és egy
szingularis fliggvény Osszegére.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F' : I — R monoton né, zq egy folytonossagi pontja,
és legyen pp Lebesgue-felbontasa or = a + .

Vegytik a-nak és f-nak egy-egy a(z), illetve b(x) eloszlasfiiggvényét gy, hogy
a(xg) + b(zg) = f(xo). Ekkor barmely x > z folytonossdgi pontban

F(z) = F(xo) + ¢r([xo, ) = a(zo) +b(x0) + a([z0, x)) + B([x0, x)) = a(z) + b(x).

Az f szakadési pontajban b értékét megvaltoztathatjuk tgy, hogy f = a + b
mindenhol teljesiiljon.

Ha F monoton, akkor m.m. differencialhato.

Bizonyitas. Az F' abszolut folytonos és a szingularis része is m.m. differencial-
hato.

Tétel (Fubini)

Ha I < R intervallum, F), : I — R monoton névé és >, F,, minden pontban

konvergens, akkor
0e} ! a0
n=1 n=1

Bizonyitas. Legyen az F,, megvaltozasabol szarmazo6 LS mérték és ennek Lebesgue-
felbontésa ¢, = a, + fn, az «, RN derivaltja f, = 0, és legyen ¢ = > @,
a = > «a, (ami absz. folyt.) és 5 = >}, (ami szingularis).

Az S = F, figgvény a ¢ = o +  mértéknek eloszlasfiiggvénye, mert S(b) —

S(a) = 3 (Fa(b) — Fu(a)) = X oa([a, D).
a=>a,= fondABzL J (an)dA,

vagyis ¢ abszolut folytonos részének Radon—Nikodym derivaltja > f,. A 26. tétel

szerint d
! ()0 /
S =D E fn = E F, Am.m.
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Newton—Leibniz formula

Ha F" monoton no, szingularis és nem konstans, akkor van olyan pont, ahol
F' = .

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F(a) < F(b) és legyen ¢p az F megvaltozasabdl
kapott Lebesgue-Stieltjes mérték. Mivel ¢ szinguléris, ezért van olyan nullmér-
téklt H < [a,b] halmaz, amelyre ¢r(H) = ¢r([a,b]) = F(b) — F(a) > 0. Fedjiuk
le H-t nagyon kis 6sszhossztssagu intervallumokkal. Ekkor valamelyikben nagy
lesz F' meredeksége a két végpont kozott. Erre az intervallumra ugyanezt el-
jatszva, majd ezt ismételgetve, az intervallumok metszetében kapunk egy pontot,
amelyben végtelen a fels¢ derivalt.

Tétel (Newton—Leibniz formula)

Ha F" monoton n6, mindenhol differencidlhatd, akkor abszolit folytonos, és

F(b) — F(a) = §j, 5 F'dX.
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Korlatos valtozasu fiiggvények

A korlatos valtozasu fliggvényekre ezek konnyen kiterjeszthet6ek. A tovabbiakban
F lokdlisan korlatos valtozasu lesz.

Legyen I < R intervallum, f : I — R. Az f fluggvény lokdlisan korldtos
valtozdsi, ha I minden kompakt részintervalluman korlatos valtozasu.

Egy f: I — R fuggvény akkor és csak akkor lokalisan korlatos valtozasu,
ha két mononton névé fiiggvény kiilonbsége.

Bizonyitas. Valasszunk egy xg € I kezdSpontot, és legyen

hz) = g(z) - f(2).

z) = V(f,[zo,z]) 7 =m0
g( ) {_V(fa [1'7560]) T < g ’

Kovetkezmény

Legyen F': I — R (vagy F : I — C), ekkor
F Lipschitz = F abszolit folytonos = F' folytonos és lok. k.v.

,
\

Lemma

Ha F : I — R (vagy F : I — C) korlatos valtozasu, akkor az F' folytonossa-
gi intervallumain értelmezett ¢([a,b)) = F(b) — F(a) intervallumfiiggvény
kiterjeszthetd elGjeles (komplex) Borel-mértékké.

\ J

Bizonyités. Az F felbomlik két montoton névekvd fiiggvény kiilonbségére. Fzek-
bél egy-egy véges LS mértéket készithetiink, ezek kiilonbsége egy el6jeles mérték,
ami az ' megvaltozasanak kiterjesztése.

Kovetkezmény

Legyen I < R intervallum, F' : I — R lok. k.v, ¢r a megvaltozasabodl
szérmazé elGjeles/komplex Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:
(1) F abszolut folytonos.

(2) A pr mérték abszolut folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.

(3) Van olyan f mérhetd fuggvény, aminek F' integralfiiggvénye, és f = F’
m.m.

,
\
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Kovetkezmény

Az F : I — C lok.kv. fiiggvény akkor és csak akkor szingularis, ha az F
megvaltozdsdbol szdrmazé eldjeles/komplex Lebesgue—Stieltjes mérték szin-
guldris.

Kovetkezmény

Minden lok. k.v. fliggvény felbomlik egy abszolit folytonos és egy szingu-
laris fiiggvény Osszegére.

,
\

Kovetkezmény

Ha F lokasan korlatos valtozasi, akkor m.m. differencialhato.

,
\
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VI. rész

Szorzatmeértékek

30. Véges sok mértéktér szorzata

o-additivitas két mértéktér direkt szorzatan. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel
(bizonyitas nélkiil). Véges sok mértéktér szorzata. [Petruska, 121, 123-124. o.]

Két mértéktér szorzata

4 Lemma. Legyen (X, M, pn) és (Y,N,v) két mértéktér.

AY

X

>

A

(a) AT ={Ax B:Ae M,BeN}, a "téldk" halmaza félgyiiri;

(b) AT félgyiirin az a(A x B) = p(A) - v(B) halmazfigguény o-additiv, o-
szubadditiv, és additiv.

Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgyir( legyen, harom dolog kell: ¢ € T,
barmely két tégla metszete tégla, és barmely két tégla kiilonbsége el6all, mint
véges sok tégla diszjunkt unidja; mindharom trividlis. Az dbrdn a T'n U és T\U
felbontasa lathato.
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(AxC)x (B x D) (Ax ) x (BN D)

A s S J

(ANC) % (B x D) ((/m(rj % (BN D)

Az tres halmaz is tégla, példaul & x @ e T.

(b) Tegyiik fel, hogy a T' = A x B tégla felbomlik a 7,, = A, x B, tégldk
(n=1,2,...) diszjunkt uniéjara. Ekkor x € X, y € Y esetén

xa(®) x5(y) = xr(z,y) Z X1, (2, ) ZXAn ) X5.(y).
El6bb x, majd y szerint integralva,

) xalo) = ([ xalo) aute)) o) = L xa(e) xoly) duz) =
J (i )X, (Y )du R i f 2)xp, (y)dp(z) = iu(An)xBn(y)

Beppo Levi Z f XBn dpd = Z: Bn) = Z a(Tn)

tehat o tényleg o-additiv (és persze additiv is).

A o-szubadditivitas kovetkezik abbdl, hogy T félgytirii: a szokott médon min-
den fedés kicserélheto diszjunkt téglakkal valo fedésre, és elmetszhetd a lefedett
téglaval.

A 4. Lemma biztositja mértékkiterjesztés feltételeit: az o téglafliggvény kiter-
jesztheto mértékké a téglak altal generalt o-algebrara.

Az (X, M, p) és (Y,N,v) mértékterek szorzata a (Z,S, ) mértéktér, ahol
Z =X xY, p, alemmabeli a-hoz asszocialt kiilsé mérték a Z halmazon,
S a @, szerint mérhet6 halmazok rendszere, és ¢ az ., megszoritdsa S-re.
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Véges sok mértéktér szorzata

A lemma és a definicié minden nehézség nélkiil kiterjeszthetd n mértéktér szorza-
tara is.

Definici6

(véges sok mértéktér szorzata)

Ha (X, My, i) (K =1,2...,n) mértékterek, akkor 7 = {4; x ... x A4,
Ay e My, ..., A, € M, } a téglak félgyliriije, ezen az a(A; x ... x A,) =
p1(Ay) .o pun(A,) fiiggvény o-additiv. A mértékterek szorzata (Z, S, ¢),
ahol Z = X x ... x X,, halmazon, ¢, : Z — [0, 0] az a-hoz asszociélt kiils6

mérték, S a ¢, szerint mérheté halmazok rendszere, és ¢ a ¢, megszoritasa
S-re.

. J

A c-additivitasanak bizonyitasa ugyanigy megy, mint a 4 lemméban, csak a
Beppo Levi tételt nem kétszer, hanem k-szor kell alkalmazni.

Példa. Ha p a p-dimenzios, v a q-dimenzios Lebesque-mérték, akkor a szorzat
a (p + q)-dimenzios Lebesque-mérték. Ez majdnem trividlis, a valamelyik mérték
szerint nullmértéki halmazokat kell eqy kicsit diszkutdlni: minden mérhetd halmaz
eqy F, halmaz és eqy nullmértéki halmaz unidja stb.

A szorzatmérték szerinti integral atirasa tobb-

szOoros integralla

Tétel (Fubini)

Legyen a (Z,S,¢) az (X, M, u) és (Y, N,v) mértékterek szorzata, és f -
m.mérhetd Z-n. Ha f (végesen) integralhato, vagy ha Z o-véges és §, fdy
létezik, akkor

( ) p-m.m. z-re létezik a g(x) = §, f(x,y)dv(y) paraméteres integral;

b) § gdu = 1§, fde, avagy

Jffcydso(:vy f(jfxy du(y )>du()

Megjegyzés. Az f = 0 esetet szokds Tonelli-tételnek is nevezni.

Bizonyitas. A komplex értékii fiiggvények esetében kiilon vehetjik a valds és a
képzetes részt, ezért elég csak a valds értékii fliggvényekre bizonyitani.
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Az f fiiggvényt nevezziik Fubini-félének, ha SZ fdp 1étezik, és f-re teljesiil a tétel,
vagyis az (a) és a (b) tulajdonsdg. Jelolje ® a Fubini-féle figgvények csaladjat.
Szép sorban egyre tobbféle fliggvényrdl bizonyitjuk be, hogy Fubini-féle.

(I) Barmely T'= A x B e T tégla esetén xr € P.

A ¢ definiciéja alapjan trivi:
[ ([ et vt ) ante) = [ ([ xatoieato) avio) ) anto) -
~ [ (v [ w0 av)) duto) = [ xateh() dute) -

~u(B) | xale) dnle) = (B 4) = o(T) = | xr e

(II) Ha f € ® és ce R, akkor ¢ f € ®.

JX <JY cf@y) dy(y)) dp(z) = JX (C JY fz,y) dl/(y)) du(z) =

~e[ ([ s avin) auto) =< [ s o= | (crn)ae

(III) Ha f1, fo € ® és §, f1 dp + §, fo dy 1étezik, akkor fi + fo € ®.

A két integral osszeadhatd, és (II) miatt f megszorozhaté (—1)-gyel, ezért felte-
hetjiik, hogy egyik sem —co. Legyen g;(x) = §,, fi(z,y) dv(y) (i = 1,2). Mivel

| @ duta) = | fiap>

az is igaz, hogy p-m.m. z-re g;(x) létezik, és az értéke nem —oo. Akkor viszont
g1(x) és ga(x) p-m.m. z-re dsszeadhaté. Minden egyes ilyen = értékre

L fi(@,y) dv(y) = gi(x) > —on,
ezért v-m.m. y-ra f;(z,y) > —o0, vagyis értelmes az fi(x,y) + fo(x,y) Osszeg, {gy
01(z) + ga(x) = J £ ) dv(y) + f fol, ) dv(y) = J (Fr(a.y) + folar.))dvly) = g(a),
Y Y Y

és most mér jogos a p-m.m. x-re 1étezd g(x)-rél beszélni.

Mivel
| @@ = [ fiae & | m@ auo - [ na

Osszeadhato,

| o) au@) = [ a@ dne)+ | wle) anw) = [ pap+ | pao- | rap
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(IV) Ha 0 < f; < fo < ... nemnegativ Fubini-féle fliggvények egy novekvd soro-
zata, akkor ezek limesze, f = lim f,, is Fubini-féle.

Legyen g, (z) = §y fu(z,y) dv(y); ez (a) miatt p-mm. z-re létezik, ezért p-m.m.
T-re az 0sszes gn( ) létezik, és 0 < g1(x) < go(x) < .... Legyen most g = lim g,,;
a MKT miatt

g(z) = lim g, (z) = hmf fu(z,y) dv(y J flz,y) dv(y) (p-m.m. x-re),
| 7ae™im [ g, 072 hmj (o) ) "™ | g(e) duta).

(V) Ha 0 < f1 < fo, foe ® és §, fo dp = 0, akkor f; € ®.
Vildgos, hogy

Oéf fldwéf fadp =0, {gy Jf1dtp=0.
zZ Z Z

fx (L fal@:9) d”(y)> dp(z) = L fodg =0,

jrm.m z-re Lﬁuwmwm:m

Abbdl, hogy

latjuk, hogy

J-m.m x-re v-mam y-ra  fi(x,y) =0);

J-I.m T-Te (V—m.m yra  fo(z,y) = 0);

jrm.m z-re Lﬁ@wﬂww=&

fx (L h@,y) d”(y)) dp(z) =0 = L fide.

(VI) Ha A = |JTj megszamlalhaté sok tégla unidja, akkor x4 € ®.

Mivel a téglak félgytrit alkotnak, a szokasos modon kicserélhetjiik az unidéban
szereplo téglakat diszjunkt téglakra. Mostantdl a téglaink diszjunktak, ezért x4 =

ZXTk'
Legyen f,, = xnyo..om, = X1y +-.-+x7,; Ekkor 0 < f1 < fo < ..., éslim f,, = xa.
Ezutan (II1) miatt f,, € ®, majd (IV) miatt x4 = lim f,, € .

(VII) Tegyiik fel, hogy Ay, As,... € S, mindegyikiikk megszdmldlhaté sok tégla
egyesitése, (A1) véges, és A =[] A,. Ekkor x4 € .

Elészor is, vegyiik észre, hogy ha B = |, By és C' = |, Cy is megszamlalhaté sok
tégla unidja, akkor B n C' = J; ,(Bx n Cp) is megszdmlalhato sok tégla unija.
Ezért As-t kicserélhetjiik az A; n Ay halmazra, utdna Asz-at kicserélhetjiik Ao N As-
ra. . .; ezek utan feltehetjiik, hogy A; > Ay o .... Ekkor x4 = limxa,,.
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Legyen f, = xa, — xa,. (VI) miatt x4, € @, (II+IIl) miatt f, € ®. Mivel
0 < fn < fos1, (IV) miatt x 4,4 = lim f,, € ®. Mivel {, xa,dp = @(A;) véges,
(IT+IIT) miatt x4 = x4, — Xa,\4 € ®.

(VIII) Ha ¢(A) = 0, akkor x4 € ® és p-m.m. a-re v*(A,) = 0 (itt A, = {y :
(z,y) € A} az A halmaz x szerinti szekcidja, v* pedig v teljessé tétele).

Minden n-re fedjik le A-t egy olyan B, halmazzal, amely megszamlalhaté sok
tégla unitja és @(B,) < L, és legyen C' = NB,. Ekkor persze ¢(C) = 0 mert
minden n-re ¢(C) < ¢(B,) < +.

(VII) szerint x¢ = x~pB, € P, végil 0 < x4 < x¢ és (V) miatt x4 € .

Mar csak azt kell belatni, hogy p(A) = 0,x4 € ® = p-m.m. x-re v*(A;) = 0.
Itt ® definicidja miatt §, x4 de = §({, xa dv) du, tovdbba p(A) = 0 miatt
§,xa do = 0. A kettét ('jsszevetve Sy ( SY Xa dv) du = 0, ahonnan kévetkezik,
hogy p-m.m. z-re §, XA dv(y) = SY xa(z,y) dv(y) = 0. Itt A, lehet, hogy nem
mérhet6 v szerint, de v* Szerlnt mér biztosan az; tehdt v*(A,) = 0.

(IX) Ha A€ S és p(A) véges, akkor x4 € ®.

Valasszunk minden n-re olyan B,, halmazt, amely megszamlalhaté sok tégla unidja,
fedi A-t és o(B,) < ¢(A) + L. Legyen C = nB,. Ekkor az N = C\A halmazra
©(N) = 0; (VII) miatt xc € ®, (VIII) miatt xn € @, végil (II4+III) miatt x4 =
Xc —Xn €.

(X) Ha A e S és A o-véges ¢ szerint, akkor x4 € ®. Valéban, mivel A = LA;,
©0(A)) < 00, ezért (INIHIVHIX) miatt x4 = > x4, € D.

(XI) Legyen f = 0 mérhets. Ha SZ fdy véges, vagy ha ¢ o-véges, akkor f € ®.
Valéban, ha egy g = Y, crxa, = 0 egyszerii fliggvény integrélja véges, vagy ha ¢
o-véges, akkor (II4+I11+X) miatt g € ®. (IV) alapjidn ugyanez mondhaté f-re is,
mert monoton limesze egyszert fiiggvényeknek.

(Itt Xk = XAk,U* Ak = Z)

(XII) Legyen f majdnem mérheté és f > 0 mm. Ha {, fdy véges, vagy ha
¢ o-véges, akkor f € ®. Legyen f; > 0, és fi = f ¢-m.mindenhol. Legyen
A:={zeZ: f+# g1}, ekkor ¢(A) = 0 és (VIII) szerint mm x-re v*(A;) = 0.
Rogzitve egy a-et f(x,y) = fi(z,y) mm. y-ra, vagyis g(z) = {, f(z,y)dv(y) =
Sy fi(z,y)dr(y) == gi(x) is mam. a-re létezik, és az egyenloseg fennall. Ekkor
pedig (XI) szerint §, gdp = § grdp = §, frde = §, fde.

(XIII) Legyen f majdnem mérhet6. Ha SZ fdp véges, vagy ha ¢ o-véges és SZ fde
létezik, akkor f € ®. Az eddigiek szerint ha az elsé feltétel teljesiil készen vagyunk
(f*,f~ =0). A mésodik esetben f, f*, f~ majdnem mérheték, és nemnegativak,
(IT+XII) szerint f+, —f~ € @, az integral definicidja, és (III) miatt f € ® is teljestil.

A Fubini-tétel lehetéséget ad az integrélok felcserélgetésére, feltéve, hogy a
szorzatmérték szerinti integral 1étezik.
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Példa. A Jordan-mérték szerinti integralokndl szokott szerepelni ez a példa: A
[0, 1] x [0, 1] négyzeten legyen

22 — o2
flzy) = § (@2 +9°)?
0 ha =0 vagy y = 0.

ha z,y >0

Erre a fiiggvényre

1 L2 g2 T 1 L2 g2 T
=7 _dy)de =", d 7z |dy = ——.
(L arepanie =5 e () prmmor) =3

A két integrdl azért lehet kiilonbozo, mert f, és f_ integrdlja is végtelen, igy a
Fubini-tétel feltételei nem teljesiilnek.

Megjegyzés. Az ilyen példak utdn szokott eljonni az a kérdés, hogy tudunk-e
olyan korlatos vagy nemnegativ f : [0,1] x [0,1] — [0,00) figguényt mondani,
amelyre §_. <S;:0 f(a:,y)dy) dx és S;:O (S;ZO f(a:,y)dx) dy is létezik, de az ér-
tékiik kilonbozo. A Fubini-tétel miatt korldatos vagy nemnegativ, Lebesque-, spe-
cialisan Borel-mérhetd fiigguényekre a két integrdl mindig egyenld, mi pedig csak
Borel-mérhetd fiigguényeket tudunk felirni. Nem mérheto figgvények konstrudla-
sahoz muszdj a kivalasztdsi axiomat haszndlni.

Példa. Tegyiik fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és legyen < a [0,1] halmaz
eqy wy tipusi jolrendezése. Tekintsik a kovetkezo fligguényt:

1 z<y
0 z>vy

f@wz{

Barmely x-re csak megszamldlhato sok olyan y van, amely megelézi x-et a jol-
rendezéstinkben. Ezért barmely rogzitett x-re f(x,y) = 1 m.m. y-ra, és igy

S[o,q f(z,y)d\(y) = 1, tehdt

L»‘6[071] (Le[o,l] f(@y) d)‘(y)) dA(z) = 1.

Megforditva, barmely y € [0, 1]-hez csak megszamldlhaté sok x < y létezik, tehdt
rogzitett y esetén f(x,y) =0 m.m. x-re, ezért

Le[o,u (Le[o,l] f(@,y) dA(z)) dA(y) = 0.
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Tétel (Friedman, 1980)

A ZFC-vel konzisztens a kovetkezd allitds: Legyen f : [0,1]*> —
[0,0) tetszOleges fiiggvény. Ha az Swe[m] (Sye[oyl]f(x,y)d)\(y)) d\(z) és
Sye[O,l] (Sze[o,l] f(x,y)d)\(x)) d\(y) kettds integrdlok léteznek, akkor egyen-

16k. [Friedmann)]

J

Tehat, ha akarjuk, legalabbis pozitiv fliggvények esetén, szabadon szabad cse-
rélgetni a tobbszoros szummakat és Lebesgue-integralokat. Ha akarjuk, létezik
olyan eset, amikor nem, de nem tudunk konkrét ellenpéldat felirni a ZFC-nél

er0sebb plusz feltételek felhasznalasa nélkil.
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31. Végtelen sok mértéktér szorzata

Akérhany valdszintiségi mértéktér szorzata. Bizonyitds a o-szubadditivitdsra. [Petruska,
121, 124-126. o.]

e sz

atvinni, tobbféle nehézségbe titkoziink: biztositanunk kell, hogy a téglaink mér-
tékét kifejez6 — most mar végtelen sok tényezés — szorzatok sorrendfiiggetlenek
legyenek; raadasul végtelen sok o-algebra direkt szorzata nem lesz félgytiri. Az
is elofordulhat, hogy megszamlalhatd soknal tobb mértékteret szeretnénk ossze-
szorozni, mert éppen olyanunk van, hogy 2% fliggetlen valdszintiségi valtozot
szeretnénk konstrualni.

Ezeknek a nehézségeknek egy lehetséges feloldasa az, hogy csak valdszintlisé-
gi mértéktereket szorzunk Ossze, amelyekben a teljes tér mértéke 1, ([0, 1]-beli
szamok végtelen szorzata méar nem fiigg a sorrendtdl), tovabba csak olyan tégla-
kat hasznalunk, amelyeknek véges sok kivétellel minden éle a megfeleld teljes tér
(hasonl6an példaul a topologikus terek szorzatdhoz).

Egy kovetkezo alloméas lehetne az olyan téglak megengedése, amelyeknek meg-
szamlalhato sok kivétellel minden éle az egész tér, de az ilyenek tigyis benne lesznek
a generalt o-algebraban.

Mostantél tehat legyen I tetszoleges szamossagu, de azért nem iires indexhal-
maz, és minden i € [-re (X;, M;, ;) valamilyen val6szintiségi mértéktér.

A leendd szorzatmérték alaphalmaza az X; halmazok szorzata, Z = X, X;
lesz. Ez tekintheté az olyan, I-n értelmezett fiiggvények halmazanak, amelyek
minden ¢ € I-hez X;-beli pontot rendelnek. Ha I = N, akkor a Z = X, ; X; =
X ;- X; halmaz elemei végtelen sorozatok.

A téglak az olyan T' = X ,_; A; "hengerhalmazok" lesznek, amelyekben minden
i€ I-re A; € M,, és véges sok i index kivételével A; = X;. Az A; halmazt (igy,
egymas kozt, nem hivatalosan) a T tégla i-edik "oldalanak' fogjuk hivni.

A téglaink halmazat jelolje most is 7, tehat

Tz{XAi:VieIAieMi, és{z’eI:Ai;ﬁXi}véges}.

iel

AT = X.,A; téglahoz hozzarendeljik a

oT) = [ ] 4

iel

el

szamot. A szorzatban véges sok i kivételével minden tényezd 1, igy vehetjik csak
az 1-nél kisebbek szorzatat, vagy a véges részszorzatok minimumat.
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(a) T félgyfir.
(b) Az a: T — [0, 1] téglafiiggvény additiv.
(c) Az a: T — [0, 1] téglafiiggvény o-szubadditiv.

Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgylirii legyen, hdrom dolog kell: & € T,
barmely két tégla metszete tégla, és barmely két tégla kiilonbsége el6all, mint
véges sok tégla diszjunkt unidja.

Az iires halmaz is tégla, az egyik A;-t valaszthatjuk ¢J-nek.

Legyen T' = X, ;A; és U = X, ; B; két tégla. Legyen J < I az olyan
indexek halmaza, amelyekre A; # X; vagy B; # X,. Atindexelve, feltehetjitk, hogy
J ={1,2,...,n}. Innen pedig minden ugyantigy megy, mint a 30 definiciéban. :-)

(b) Tegytik fel, hogy egy T tégla az Uy, . .., U, téglak diszjunkt unidja. Legyen
J < I az olyan ¢ indexek halmaza, amelyekre valamelyik téglank i-edik éle nem
az egész tér; ez véges sok véges indexhalmaz unidja, vagyis J véges. Ismét csak
atindexelve, feltehetjiik, hogy J = {1,2,..., N} Innen pedig minden ugyantgy
megy, mint a 30 definiciéban. :-)

(c) Indirekt tegyiik fel, hogy a nem o-szubadditiv, vagyis van olyan T tégla,
ami lefedhetd az U', U?, ... téglak unidjaval ugy, hogy >, a(U™) < a(T). Nyil-
van mindegyik U™-et lecserélhetjik az U™ n'T téglaval, igy a fedés tovabb csokken.
Tehat feltehetjiik, hogy U™ < T.

Az itt szerepld téglak élei 6sszesen megszamlalhato sok iranyban lehetnek ki-
sebbek, mint a megfelel6 mértéktér; ezeket atindexelhetjiik pozitiv egészekkel. Az
Osszes tobbi iranyban minden szorzat minden tényezdje 1. Tehat feltehetjiik, hogy
atindexelés utan I = N, a direkt szorzatok elemei sorozatok.

Legyen T' = X2, A; és minden n-re U™ = X2, BP. Mivel U" < T, az is igaz,
hogy minden 7 indexre B — A;. Az indirekt feltevés szerint

> a(U") < a(T),

n=1
vagyis
0 e} o0
> ( Mz‘(B?)) < [ Jmi(As). (1)
n=1 \i=1 i=1
Rekurzivan konstrudlunk egy olyan ¢ = (aj,as,...) € T pontot, ami a kovet-
kez6t fogja tudni:

k

i (H xar(a;) - ﬁ ,u,(BZ")) < ﬁ pi(A;) minden k£ =0,1,2,... esetén.
n=1

i=1 i=k+1 i=k+1
(2)
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Ha k£ = 0, akkor az elsé produktum iires, ezt most is 1-nek definialjuk.

A (2) szemléletes jelentése a kovetkezd. Vegyiik az 21 = aq,...,x, = aj hipersi-
kot, és az Osszes téglaink "nyomat" — metszetét a hipersikkal. A baloldalon az els6
produktum értéke 0 vagy 1 attél fliggéen, hogy az U™ tégla elmetszi-e a hipersikot.
A mésik két produktum a hipersikra esd vetiiletek médositott mértéke, amit ért-
hetden az els6 k koordinata nélkil szdmolunk, ezért megy az index (k + 1)-t6l. A
(2) formula tehat azt fejezi ki, hogy az U™ tégldk nyomanak Gsszege a hipersikon
kisebb, mint a 7" tégla nyoma.

A

Lrt2; Thet 3y -

T, .y T

/ e T
Tyl - 7

A k = 0 esetben (2) egybeesik (1)-gyel, tehat igaz.
Ha k pozitiv egész, és aq,...,a,_; mar megvan, akkor vizsgaljuk a kovetkezo

fliggvényt:
k—

F) =] [xsela) - xsp(a) - [ m(B

i=1 i=k+1

(vagyis (2) baloldaldn az a helyére az x valtozdt tettik). Olyan ay € Ay pontra
0

van sziikséglink, amelyre f(ax) < [] pi(4:)-

i=k+1
Az A; halmazon integralva,

@)% Y [ (T ) o) TT 80 ) dmte)

n=1 1=k+1
0 k—1 0
= > | [ Tmetan) - ] [ B
n=1 \i=1 i=k
@) (k—1)re =2 ®
< T = | (T ) ) diate)
i=k Ak \i=k+1



Az f integralja kisebb, tehat az A; halmaz egy pozitiv mértékli részén f <
[ 1721 1i(As); €bbdl a pozitiv mértékil részbél valasszunk egy ay, pontot.
Ezzel megkonstrualtuk a (2)-nak eleget tevé t = (ay, as, . . .) sorozatot.

Az indirekt feltevésiink szerint a t pontot fedi valamelyik U™ tégla, vagyis
minden i-re xpm(a;) = 1. Az U™ egy hengerhalmaz, tehdt véges sok i index
kivételével B" = X, ezért elég nagy k esetén

L= T Txepled T] B <Y, (Hx3g<ai>- [ m(B?)) 21T mtay <1

i=1 i=k+1 n=1 \i=1 i=k+1 i=k+1

ellentmondas. Tehat o tényleg o-szubadditiv.

Az (X;, M, ;) valészintiségi mértékterek (i € I) szorzata a (Z, S, ¢) mér-
téktér, ahol Z = X ._; X;, ¢, az a-hoz asszocialt kiilsé mérték a Z halmazon,
S a @, szerint mérhet6 halmazok rendszere, és ¢ a ¢, megszoritasa S-re.
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VII. rész
Kitekintések

22 )

32. Lp-terek

Ly-normdk. Valés és komplex ¢, és L, terek. Konjugalt kitevék, Holder- és
Minkowski-egyenl6tlenség. Faktorizalds a m.m. 0 fliggvények terével. Strd al-
terek L,-terekben (egyszerl, szép (véges sok, téglan konstans), kompakt tartéji
folytonos fiiggvények alterei). [Petruska, 127-130. o.]

Egy rogzitett (X, M, ) mértéktéren majdnem mérhetd fiiggvényekkel fogunk
dolgozni. A képhalmaz R vagy C is lehet, tehat vannak "valos L, terek' és "komp-
lex L, terek" is.

Definicio

Egy majdnem mérhet6 fiiggvény p-edik norméja az (X, M, u) téren:

0 < p < o0 esetén
1/p
Il = ([ 17Pa)
be

inf | f|lo = esssup |f| = min{K : |f] < K p-m.m.}.

p = o0 esetén

(lényeges szuprémum)

Tétel (Holder-egyenlGtlenség)

Ha p,q > 1 konjugdlt kitevok, azaz % + % = 1, és f,g majdnem mérheto

fiiggvények, akkor
[l - Igllq = 1.5l
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Bizonyitas. Trivialis esetek:

« Ha ||fll, = 0 vagy |g|, = 0, akkor f = 0 p-m.m, illetve ¢ = 0 p-m.m,
ilyenkor mindkét oldal 0.

« Ha |f|, és |lgl, egyike sem 0, és legaldbb az egyik oo, akkor a baloldal
végtelen.

e Hap=1, akkor ¢ = o0, és
1l - gl = L | fldp - esssup |g] = JX [f1-lgldp =1 fgls-

o Ugyanigy trivi, ha p = o0 és ¢ = 1.

A tovéabbiakban feltessziik, hogy 1 < p,q < o0, 0 < ||f|, <0 és 0 < |g/, < .
S6t, a homogenitas miatt A két fiiggvényt normalhatjuk, ezért azt is feltehetjiik,

hogy [ fllp = llgllq = 1.
A sulyozott szamtani-mértanibél

1 pol ) b7 Y
el =gl = (1) (191) " = 111 Jgl
p q
és ez az olyan pontokban is igaz, ahol |f| = oo vagy |g| = co. Integrélva

1 1 1 1
1£llp- gl = 1= ~[fl5+ ~llgllg = J <|f|” + |g|q>du > J /1 - gldp = [ fglh-
p q x \P q X

Ko6vetkezmény (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij egyenl6tlenség)

Ha f, g majdnem mérhet6 fiiggvények, akkor

I£ll2 - gll2 = 11 £glls-

Tétel (Minkowski-egyenlStlenség)

Ha 1 <p < o, és f, g majdnem mérheto, osszeadhato fliggvények, akkor

If +glo < 1£l> + lglp-

Bizonyitas. Trivialis esetek:

« Hap =1, akkor
If + gl = f 4 gldu < f fldu< + j Fld = £ + lgle
X X X
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o Ha p = oo, akkor

|+ gloo = esssup|f + g| < esssup [ f] + esssup |g] = | floo + [g]oo-

« Ha [ f], = o0, [gl, = c vagy |f + g, = 0.

A tovabbiakban 1 < p < o0, a p-hez tartoz6 konjugalt kitevd g = pL |fl, és

1>
lgl, is véges, és | f + g], > 0.
Egy trividlis becslés:

| 1rvapan < [ (2max (£100D) du <2 (517410l = 2 (1517 +gl) <
X X X

tehat | f + gl|, egy véges, pozitiv szam; szabad vele egyenlStlenségeket szorzni és
osztani.

A Holder-egyenlétlenséget a g, p kitevokkel fogjuk alkalmazni, és kihasznaljuk,
hogy p—1=£.

If + gl = L f + gPdp < L gl (1] + lgl)dn <

<f 4 glPe |l + f 1+ glP - |gldu
X X

Holder
<

7+ 9% 171y + 17 + bl =

= 1f +als" " (1fp + lgls) = 1F + "~ (1f 1 + lglp)-

Ezt elosztva | f + g],” "-nel, kész vagyunk.

Kovetkezmény

Minden egyes 1 < p < o0 esetén, az olyan majdnem mérhetd f fiiggvények,
amelyekre | f], véges, vektorteret alkotnak.

Definicid

1 < p < ooesetén L,(X, M, u) a véges p-normajui fiiggvények tere, faktori-
zélva a m.m. nulla fiiggvények alterével. Ezen a |.|, tényleg norma, tehét
L, egy normalt vektortér.
Példak. 1. Ha X = {1,2,...,d} és p a szdmldlomérték, akkor Lo(X) a d-
hosszisdgu sorozatokbol all, éppen az R™ euklideszi tér.
2. Ha X =N, akkor a tér a végtelen szamsorozatokbdl dll, a neve (valds vagy
komplex) £, tér. Van, amikor praktikus negativ indexeket is megengedni, tehdt
X =17, a tér elemei minkét iranyban végtelen sorozatok; pl. Fourier-sorokndl.
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3. Ha X az RY eqy pozitiv mértékii részhalmaza, és pu a Lebesque-mérték.
Ilyenkor csak az alaphalmazt adjuk meg: Lo(X); Lg([a, b]) stb.

Megjegyzés. A kiilonbozé p értékekre kiilonbozd fiigguényosztdalyokat kapunk,
dltaldban egyik sem része a mdsiknak. Példdul ha X = (0,0) ésp < q <

—1/q
w0, akkor az f = X ve(0.1)
0 x € [1,00)
0 ze (0,1)

VP xe(l,0)
Ha (X)) véges, akkor p < q-bol példdul a Holder egyenlétlenség miatt kovetke-
zik, hogy L, = L,: ha f € L,, akkor

fiigguény Ly,-beli, de nem Lg-beli. A g =

fiigguény Ly-beli, de nem L,,-bels.

[ 1< Pl e, = 17 ) < e

L,-ben stirli az egyszerti fliggvények altere.
Ha p véges, akkor

L,(R% striater egyszeri fuggvények

stirti altér
>

szép" fuggvények

stirli részhalmaz
D)

rac. "szép' figgvények

ahol a szép fiiggvények a véges sok téglan konstans, azon kivil nulla fiigg-
vények; a rac. "szép" fliggvények a racionalis értéki, véges sok racionalis
téglan konstans, azon kivil 0 fiiggvények.

Ha p véges, akkor

stird altér

L,(R%) ""'="" kompakt tartéji folytonos fiiggvények.

Kovetkezmény

Ha p véges, akkor L,(R?) szeparabilis.

Példa. L, (R) nem szepardbilis, mert a X(c.) (¢ € R) alaki fiigguényekbdl kon-
tinuum sok van, és barmelyik ketto tavolsaga 1, tehdt az % sugari kornyezeteik
diszjunktak.
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33. Riesz—Fischer tétel

Példak pontonként és L,-ben (nem) konvergens sorozatokra. Teljesség, Riesz-
Fischer-tétel. Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.) [Petruska, 127-130. o.]

Példak. Az uj metrika uj konvergenciafogalmat is jelent; a pontonkénti és az
L,-beli konvergencia nem kiovetkezik egymdsbol:

L

1. Az fn = X[nnt1) fligguénysorozatra f, — 0 pontonként, de f, —|—p> 0.
2. Legyenn = 28 +r, 0 < r < 2% esetén g, = X[z 25 tehat eldszor a
nagyra nott Jeff, majd egyre kisebb vakondok dugjik ki a fe]uk:et de [0,1) min-

den pontjaban végtelen sok alkalommal. Ha p < oo, akkor g, L 0, de g, + 0O
pontonként.

3. Az Ly -beli konvergencia a majdnem egyenletes konvergencidt jelenti, tehdt
eqy nullmértéki halmazt elhagyva a figguénysorozat egyenletesen konvergal.

5 Lemma. Ha fi, fo,... >0 majdnem mérhetd fligguények, akkor

< Z [ fnllp-

n=1

Bizonyitas. Ha p = c0: m.m. z-re

n=1 n=1

Ha p < o0, akkor

0 p 1/p N » 1/p
() ()
n= P n n=

N P 1/p N » 1/p
xP folyt. . m.k. . .
([ (S e)a) = (] (S0)a) -
xl/p_folyt. li ivjf pd — 1
I x\&" a e

Minkowski N U
<l 3 falp = 3 Il
n=1 n=1

Tétel (Riesz—Fischer)

Az L,(X, M, u) metrikus tér teljes, azaz minden Cauchy-sorozat konver-
gens.
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https://www.youtube.com/watch?v=2dpMwXueD8Q&t=23s
https://www.youtube.com/watch?v=2dpMwXueD8Q&t=23s
https://www.youtube.com/watch?v=Yj_sV7iLTRg&t=62s

Bizonyitas. A program: Kérjink egy tetsz6leges Cauchy-tulajdonsaga (f,) so-
rozatot az ellenségtol; ehhez konstrualunk limeszfiiggvényt. Abban nem remény-
kedhetiink, hogy a (f,,) sorozat pontonként konvergens, de lesz egy alkalmas rész-
sorozata, ami m.m. pontban konvergens. A részsorozat pontonkénti limesze lesz
az L, érteleben vett limeszfliggvény.

A Cauchy-tulajdonsag ¢ = %—ra azt mondja, hogy

1
VkeN 3dng Vm,n = ng \|fn—mep<?.

Az n;, indexeket tetszés szerint megnovelhetjiik, ezért még azt is azt is feltehetjiik,
hogy ny <mng <nz <....

Legyen g, = fn, (k= 1,2,...). A kovetkezOket bizonyitjuk errdl a részsoro-
zatrol:

1. A g, sorozat m.m. pontban konvergens; a limeszfiiggvényét jelolje g.

2. geLpésgkﬁg.

3. £, 2.

1. Legyen hq, hs, ... az a fliggvénysorozat, amelyre gp = hy + ho + ... + hy,
tehdt hy = g1, és i > 2 esetén h; = g; — g;_1. Legyen d = >, | |hil.
Az ny_, definiciéja miatt

1
[y = Lo = sl < 5o (62 2)

0

D

k=1

Hd”p =

Lemma = = 1
< 2 Il < Il + Y gy < o0
P k=1 k=2

Emiatt d(z) m.m. x-re véges. Ha viszont egy = pontban d(x) = > |hi(z)| véges,
akkor a > hy(x) sor konvergens, azaz a (gx(z)) sorozat konvergens. Legyen g =
lim g, = Y77, hy. (Ez egyel6re pontonkénti limesz. )

i=1"bi-

2.
& Lemma L X 1 2
lg=gelo = | D B| N Ml < D) 5= o
i=k+1  lp i=k+1 i=k+1

3. Ha n > ny, akkor

2 1 3
lg = fulo < lg = farllp + [ fun = fulo = g = grllp + 1o = Falls < 5 + 55 = -

Ezzel tetszéleges L,(X)-beli Cauchy-sorozathoz konstrualtunk (L, értelemben
vett) limeszfliggvényt.
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Azokat a normalt vektortereket, amelyek egyben teljes metrikus terek is,
Banach-térnek hivjuk.
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34. Mértékben valé konvergencia

Mértékben valé konvergencia. Metrizalhatosdg. Kapcsolat a mértékben vald, az
L,-beli és a pontonkénti konvergencia kozott. Teljesség. [Petruska, 135-137. o.]

Definici6

Legyen (X, M, p) mértéktér, M a majdnem mérhetd, m.m. véges fiiggvé-
nyek vektortere, faktorizalva a m.m. nulla fiiggvények terével.
Az f1, fo,... € M figgvénysorozat mértékben tart a g € M fiiggvényhez

(jele: f, > g vagy f, > g, ha

V5>O,u<X(|fn*g|>5)> — 0.

-
.

Definicio

Definialhatjuk M-en a kévetkezd metrikat:

d(f,g) = min (1,inf {5 + ,u(X(|fn —gl > 5)) 5> 0})

Tétel

p
| L

(a) A d fiiggvény eltolasinvarians metrika.
(b) fn - g akkor és csak akkor, ha d(f,,g) — 0.

Bizonyitas. (a) Csak a haromszog-egyenlétlenség nem trividlis; azt akarjuk iga-
zolni, hogy d(f,g) + d(g,h) = d(f,h). Ha d(f,g) = 1 vagy d(g,h) = 1, akkor
persze trivi.

Ha d(f,g) <1 ésd(g,h) <1 akkor vegytink egy tetszéleges e-t. Ehhez létezik
olyan d; > 0 és d > 0, hogy

o+ u(If 9l = 6) <d(f.g) +,
) <d(g,h) + ¢

52+y<|g—h| > 0y
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d(f,h)<(51+52+u(|f—hl>51+5g>

<51+52+u(|f—g|>5l) —i—,u(|g—h|>62>
<d(f,g)+d(g,h) +e¢

Végiil szokas szerint € — 0.

(b, =) Legyen € > 0 tetsz6leges, 6 = /2. Ekkor van olyan ng kiiszébindex,
hogy n > ny esetén u<|fn gl = 5) < ¢§. Akkor pedig

d(fnag) < 5+:U'(|fn _g‘ = (5) < 20 = E.

(b, <) Legyen 6y > 0 és 0 < € < min(1, ). Olyan ng kell, hogy n = ng esetén
(|fn gl = 5) <e.

Legyen ng, hogy 1 = ng-ra d(fa, ) < €).
d(fn,g) <e <1
inf {6+ (X (1fa— gl 2 0))} <
36 >0 5~|—u(X(]fn—g|>5)> <e<d
5 < b,

M(X(!fn —g|= 50)) < M(X(\fn — gl = 5)) <e.

Ha £, 22 g, akkor f, ™ g.

Bizonyitas. Ha p = oo, akkor a konvergencia egy nullmértékii halmaztol elte-
kintve egyenletes.
Ha p < oo, akkor

U= al? = [ 1= gPdi = (X (1fo ol 2 5)) -5
M(X(|fn gl (5)) |.f= 5ngp 0.

Példa. Abbél, hogy f, — g pontonként, nem kivetkezik, hogy f, - g. Példdul
az (R, L, \) mértéktérben az f, = Xnw) Sorozat pontonként tart 0-hoz, mégis
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Ha f, — g pontonként, és u véges, akkor f, > g.

Bizonyitas. Legyen § > 0 tetszoleges.

w(lfug] > 6) < u(gx(m—m =) = ( AU Xl > 5)) = @) =0

n=1k=n

A (M, d) metrikus tér teljes.

Bizonyitas. Tegytik fel, hogy f, egy Cauchy-sorozat; ehhez szeretnénk mértékbeli
limeszfiiggvényt.

Minden k-ra legyen ny, olyan, hogy n,m = ny esetén d(fn, fm) < 5%, és legyen

2k
A= X (| = Founs = ).
Alkalmas §-val

0+ N(‘fnk - fnku‘ = 5) < Qlk’

de akkor § < 2%, és igy

1 1
Barmely k esetén, az Ay U Agi1 U ... halmazon kivil az (f,,) részsorozat

egyenletesen Cauchy, igy az is igaz, hogy m.m.pontban konvergens. Legyen g =
lim f,,, a pontonkénti limesz.

Az Ay, U Ajyq U .. halmazon kiviil |f,, — g| < 2, ezért

2

2

Tehat f,, - g; ebbdl kovetkezik, hogy f,, = g.
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35. L2-terek, ortogonalis fiiggvénysorok

Skaléris szorzds. Az Lo és {5 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus po-
linomok rendszerének teljessége. Az Lo([a,b]) izomorfidja az f5 térrel. [Petruska,
24. fej.]

A leggyakrabban el6fordulé esetek persze a legegyszeriibb Lq és L., no meg
— a skalaris szorzas miatt — az Lo.

Az f,ge Ly(X, M, u) fuggvények skalaris szorzata

fr9) = L fg du.

Ennek megvannak a véges dimenzios algebrabdl jol ismert tulajdonsagai, pl.
{f, [ = |IfII?, valésban bi- komplexben szeszkilinearitas, lehet véges sok vektorra
Gram—Schmidt ortogonalizaciét végezni stb.

A Cauchy—Schwarz egyenl6tlenség szerint

Kol < I fl2- gl

Az olyan Banach-tereket, amelyekben van skaldris szorzas, és | f||> = {f, f),
(valds, illetve komplex) Hilbert-tereknek hivjuk.

Legendre-polinomok

Legyen most [a, b] korlatos, zart intervallum. Az Ly([a,b]) térben az 1, z,2%. .. so-
rozatbol Gram—Schmidt ortogonalizaciéval nyert ortogonalis polinomokat nevez-
ziik Legendre-polinomoknak. Legyenek wq,wr, ... a négyzetesen normalt Legendre-
polinomok, azaz degwy = k, |wi|2 = 1 és j # k esetén (w;,wy) = 0.

Ha egy tetszoleges f € Lo fiiggvényhez keressiik a legkozelebbi polinomot a
legfeljebb k-adfoku polinomok terében, akkor jol ismert (és ez egy véges dimenzids
allitas), hogy a legkozelebbi p polinom a meréleges vetiilet, tehét

cjwj, ahol ¢; ={f,w;) az f vetillete az w; irdnyara.

k
p:

7=0
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Legyen f € Lo([a, b]) tetszOleges figgvény és ¢; = (f,w;). Ekkor

k
Lo
chwj = f ha n — oo.

J=0

Bizonyitas. Vegyiik egy rogzitett e-t.

Vélasszunk egy olyan g folytonos fiiggvényt, amelyre | f — g2 < e.

Weierstrass 1. aproximécios tétele szerint a folytonos fiiggvények jol kozelithe-
t6k polinomokkal: a g : [a,b] — C folytonos fiiggvényhez és ¢ > 0-hoz van olyan
g polinom, amelyre max |[g — ¢| < e.

Legyen k = degq, és legyen p = Z?:o cjw; az f merdleges vetiilete a legfeljebb
k-adfoku polinomok alterére. Ekkor tehat

If =ple<lf—dle<[f—gla+lg—gqla<e+e

Ez a tétel egy ujfajta bazisfogalmat is ad: az f koordinatai az ortonormalt
polinomok bazisdban a c¢; szamok, de most nem csak véges sok nemnulla lehet
kozottiikk. Ezért az osszeget is mint Ly értelemben konvergens fiiggvénysort kell
értelmezniink.

A koordinatairanyokra valo vetités egy természetes megfeleltetést ad az Lo([a, b])
és {5 terek kozott: minden f € Ly([a, b)) fliggvényt megfeleltethetiink a (c;) soro-
zatnak.

Trigonometrikus polinomok

Polinomok helyett trigonometrikus fiiggvényeket is hasznalhatunk, igy kapjuk a
Fourier-sorokat. Pl. a [0, 27] intervallumon, komplex alakban {rva, az ¢™* alak
fuggvények (n € Z) ortogonalisak. Ha az alap intervallumunk a [0, 1] polinom,
akkor az e*™* polinomok lesznek ortogonalisak. Az ilyenek linedris kombindcidit
hivjuk trigonometrikus polinomoknak.

Weierstrass I1. approximacios tétele szerint a 2w szerint periodikus folytonos
fiiggvény kozelitheto trigonometrikus polinomokkal, és a fenti bizonyitas is atvi-
hetd. A Fourier-sor k-adik egyiitthatéja az f(z) és az e*™* fiiggvény skaldris

~

szorzata, ezt az f(k) szimb6lummal is szokés jelolni:
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Definicié (Fourier-egyiitthatd)

Legyen f € Ly([0,1]) tetszileges fuggvény és k egész szam. Az f fiiggvény
k-adik Fourier-egyiitthatoja

7y = f[ ) dx@)

35.1 Tétel

Tetszbleges f € Lo([0,1]) tetszbleges fiiggvényre

A(/{:)e%ik’” Loy ha n — oo.

n

||

N

Ez persze nem igér sokat a pontonkénti konvergenciardl...
Fejér Lipot észrevétele volt, hogy a részletosszegek atlaga szépen viselkedik.

Tétel (Fejér)

Ha f(z) 1 szerint periodikus, folytonos figgvény, a Fourier-egyiitthatéi

1
fio = | e o) aa,
0

a Fourier-részletosszegei

@) = 3 Flk)emie
k=—n

akkor

egyenletesen.

f
u
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36. L1-figgvények konvolicidja

Li-beli fiiggvények konvolacidja. L1 mint kommutativ Banach-algebra. [Petruska,
138. o]

Példak. Tegyiik fel, hogy fényképet készitink; a fényességet eqy f : R? — R
fiigguény irja le. Igen dm, de a keziink remeg, ezért a képet sokféle y vektorral
eltoljuk, és az igy eltolt, végtelen sokféle v — f(x —y) fliggvényt szuperpondljuk
egymdsra mindenféle g(y) sulyokkal, Ezért az dhitott x — f(x) fiigguény helyett
az x — Sy g9(y) - f(x —y)dy elmosddott/szellemképes figguény lesz a kép.

Eqgy mdasik példa a polinomok és hatvanysorok szorzdsa, a Cauchy-szorzat. Az
ap + a1x + ... és by + byx + ... polinomok/sorok szorzata co + c1x + ..., ahol
Cp = Z akbn_k.

Fiiggetlen valdsziniiségi vdltozok dsszegének vizsgdlakor is taldalkozunk konvoli-
cioval: ha & €s & fliggetlen valoszintiégi valtozok, a siriségfigguvényiik f, illetve
g, akkor & + & striiségfigguénye x — Sy g(y) - flz —y)dy.

Definici6

Az f,g: RP — R/C figgvények konvoliucéja az

(f*g)(z) = fW)g(x —y)dA(y)

yeRP

paraméteres integrallal megadott fliggvény, ha valamilyen értelemben léte-
zik...

Az RP vektortér helyett mindenféle mérhetd csoportokra is definidlhatjuk a
konvoliciét (algebrai csoport, amin még egy eltoldsinvarians mérték is van).
A legfontosabb példa a kor, avagy amikor a szamegyenest periodikusan,
modulo 1 vagy modulo 27 tekintjtik.
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Ha f,g,h € L1(RP), akkor

(a) az f = g konvolticié m.m. pontban létezik, f+ g e L (RP) és | f = g|l; <
1 £l - lgll;

(b) ha ¢, d szamok, akkor (c¢f +dg)«h = c(f+h)+d(g=h) és f=(cg+dh) =
c(f *g) +d(f = h);

(c) frg=g=f.
(d) (f=g)xh=fx(g=h).

A konvolucié tehéat egyfajta szorzéas (bilinedris operéacid) az Ly téren.
Bizonyitas. (a) Fubini-tétel az f(y)g(z — y) fiiggvényre.

Az (u,v) — f(u)g(v) figgvény mérhets az (RP,\,) x (RP,),) = (R, \y,)
szorzattérben, és ezt kompondljuk az (x,y) — (y,z — y) linedris (tehat mérhetd)
transzformdciéval, tehat az F(x,y) = f(y)g(z — y) figgvény Agp,-mérhetd.

Az abszolut érték integralja

[ 1wt = nioean ™ [ 1ol [ o= nione )ayo
RP xRP yeR zeR
= | @l = 1], -[l,
yeR
ami véges, ezért alkalmazhatjuk a Fubini tételt:

[ swste—wtvten = [ ([ ot - nayom o)
RP xRP zeR yeR
- [ (o,
zeR
A Fubini-tétel miatt a bels6 integral m.m. z-re létezik. Tovabba, mivel a kettés

integral véges, a belsd integral is, vagyis (f = g)(x) m.m. z-re véges.

Végil,
If * gl = f £+ gldr, = j FW)g(e — y)ar ()| dr (@)
RP zeRP | JyeRP

| ltata = wlarate. = 151, ol

N

(b) Triviélis.
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(¢) A y — z = x — y helyettesftéssel (Id. 23 tétel)
(f *g)(x) = . fW)g(r —y)dA(y) = o (x = 2)g(2)dA(y) = (g = f)().
(d) m.m. z-re
(e m@ = | (70w b - narw
- [ (] f0-s=2ane) dy
" [ ([ st ha =y ) ay )
e [ st ke = —way(w) ) ane

:J g )= ) dy(z) = (F+ (90 W) )

Banach-tér szorzassal: Banach-algebra. Az L;(RP) tér a konvolucidval egy
kommutativ Banach-algebra.

Példa. Az L, (X) tér a pontonkénti szorzdssal eqy mdsik Banach-algebra.

Konvolucié és Fourier-sorok

A Fourier-sorok konvergencidjanak vizsgalata soran is gyakran taldlkozunk konvo-
luciéval. Tegytik fel, hogy f(z) egy 1 szerint periodikus, integralhat6 figgvény;
ennek Fourier-egytitthatoi, mint lattuk,

CcL = e~ 2™k £ () dA(z).
. j[ L@ )

A Fourier-sor n-edik részletosszege

sn(x) = Z ce?™ T = Z (J e 2k f(y) d)\(y))e%i’”’
k=—n \Jye[0,1]

k=—n

B Le[o,u ﬂy)( Zn) 627””@(701/)) W)

k=—n
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Az itt fellépd
D,(t) = 2 2kt _ w

sin 7t

fliggvény az n-edik Dirichlet-magfiiggvény. Ezzel a jeloléssel
@) = [ Do~ ) dAw)
y€[0,1]

vagyis
Sp = f# Dy.

Az elsé n részletosszeg atlaga

So+S1+ ...+ Sp—1

*D0+D1+...+Dn_1

e n :f n :f*an
ahol
Fo(f) = Do(t) + -+ Dnoa(t) _ nf LK mie _ 1 ((sinnat 2
' " n n \ sinwt

k=—n+1

az n-edik Fejér-magfiigguény.

Megjegyzés. Ha nem 1, hanem 2w szerint periodikus fiiggvényeket vizsgdlunk,
akkor a képletek modosulnak:

" ikt _ S+ 1) iSI [\ e 1 [sinZ\?
Du(t) = ;¥ =——52  FR)= 2] (1_n>ekt:n<Sin§>'

k=—n 2 k=—n+1 2

Az indezelés sem eqyértelmd; van, aki szerint F,, = 2ot--dDu
; van, nil
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37. Fourier-transzformalt

Fourier-transzformalt. L,-fliggvények Fourier-transzformaltja. Konvolicié Fourier-
transzformaltja a Fourier-transzformaltak szorzata. A Fourier-transzforméalt ho-
momorfizmus az (Lq, ) és (L,, -) Banach-algebrak kézott. Inverz transzformélt (bi-
zony{tds nélkiil). Véges Borel-mértékek Fourier-transzforméltja. Fourier-Stieltjes
transzformalt. [Haldsz, 1-2. o.]

Amikor egy polinomba vagy hatvanysorba behelyettesitiink egy egységnyi
komplex szamot, ezt a behelyettitett szam argumentumaval is felirhatjuk:

s f(t) =) an(e”™)".

Két polinom szorzata esetén elébb vehetjiik a két egytitthatdsorozat konvoli-
ciat (Cauchy-szorzatat), és utana helyettesitiink be, vagy elébb kilon-kiilon
belyettesitiink, aztan a helyettesitési értékeket siman 6sszeszorozzuk: ha van
egy g(t) =Y, by (e*™)™ figgvényiink is, akkor

o) a0 = S (3 ade )y

k+L=n

Nagyon hasonlé a Fourier-sorok egyiitthatoképlete: ha f : R — R 1 szerint
periodikus, akkor az n-edik Fourier egytitthatoja

Cr = (z)e 2™\ (z).
[0,1]

1 Definicié. Egy f : R — C fiiggvény Fourier-transzformadltja az

fo) = | flaeinas

paraméteres integrdallal megadott fiigguény, ha ez valamilyen értelemben létezik.

Megjegyzés

Az inverz transzformalt képlete

f(x) = f F(s)eixsds.

(Ennek az értelmezésével is érvényességével még tobb gond van...)
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Megjegyzés. Ahany hadz, annyi szokds, és ugyanannyi alternativ definicio. Ha
nem a Fourier-sorok egyiitthatoformuldjat, hanem a sorba vald behelyettesitést te-
kintjik a Fourier-transzformalt elédjének, akkor az inverz transzformadlt képletében
lesz a kitevdben negativ eldjel. Ha nem 1, hanem 21 szerint periodikus fligguények
Fourier-sorabol indulunk ki, akkor a kitevében nincs 2w, wviszont valahol osztani
kell 2m-vel, vagy mindkét képletben osztunk +/2m-vel.

Fourier-transzformalt muerz tmnszforma’cio’

@ J6= [ swerma f Fsjemiesds
W fo= [ swemar g - foo Fs)e-eds

(c) f(s)= \%fi flx)e™sdx f wor: J Je 7 ds

Az Ly(R) térben az (a) és (c) is izometria, megtartjiik a skaldris szorzatot; ezek
unitér linedris transzformdciok.

L1-fiiggvények Fourier-transzformaltja

A 1 definicioban a valamilyen értelem jelentheti a klasszikus improprius integrdlt
vagy I%ILI(I)O Si(K f(x)e ?™®sdx centrdlt vdltozatdt, vagy a Lebesgue-integrdlt, csak
ezek tul kevés esetben lesznek értelmesek.

Az improprius integrdlban szerepld hatdrérték helyett vizsgdlhatjuk az dtlagnak
a hatdrértékét:

K
. - —27r1/x3 _ . _ m —2mixs
i e ([ s msaw)an i [ (1= B seersmas

Ha az improprius integral létezik, akkor ez az Cesaro-dtlag is létezik, és ugyan-
annysi.

Ezt tovdbb daltalanosithatjuk, vehetjiik az atlag dtlaga dtlaginak az dtlagat, ezek-
nek egyfajta hatdrértékét. A (1 — \:vl) helyén fellépd, egyre simabb, de eqyre bo-
nyolutabb magfigguények helyett haranggorbét (e=* /QK) vagy mas sima, Szintén
gyorsan lecsengd fligguényeket is bele lehet tenni a definicioba, igy egyre tobbféle
fiigguénynek lehet a Fourier-transzformdltjarol beszélni.

Most csak a legegyszeribb esetet nézzik, amikor a fligguény az egész R-en in-
tegralhato.
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Definici6

Egy f € Li(R) fiiggvény Fourier-transzformaltja

7s) = ij<x>e—2mdA<x>.

Ha f e L;(R), akkor

(a) f(s)= §g f(x)e*™*5dz minden val6s s-re 1étezik és 1 Flloo < II£]1-

(b) cf +dg =cf +dj (lineéris)

— ~

(c) frg=1f-7

(d) F folytonos.

Mas széval, a Fourier-transzformalt egy homomorfizmus az (L1, %) és (L, )
kommutativ Banach-algebrak koézott.

Bizonyitas. (a,b) trivialis.
(c) Barmely c € R-re

Fals) = | (7 a@e =i
- ( f gt - y)dA<y>)e-2““dA<x>

zeR

=] .7 (y)e > ( LeR gz — y)ezm(”)dA(x)) dA(y)

~

- J e G)dMy) = F(5) - 3(s).

(d) Atviteli elv. Vegyiink egy tetszéleges sy € R szamot és egy hozzé konvergalé

~ ~

S1, 82, ... sorozatot. Azt kell igazolni, hogy f(s,) — f(so).

Legyen g,(r) = f(x)e 2™n*  Erre a fiiggvényre g,(z) — go(r) pontonként,
és a fiiggvénysorozatot dominélja az integrdlhaté |f(x)| fiiggvény. A domindlt
konvergencia tétel miatt

~ ~

Flsa) = f gn(@)AN(z) — f do(@)d\(z) = Flso).

183



(e) Vegylink egy tetszéleges ¢ > 0 szdmot. Ehhez letezik egy olyan g : R — R
szép fiiggvény, ani véges sok korlatos intervallumon konstans és azon kiviil 0, tehat
n

9= 2 Ck X[anbe)s 68 [If —gl1 < 5. Az (a)-beli trividlis becslés szerint
k=1
7 €

F&) = Fel<1f =gl < 3

Barmely s # 0 esetén e~ 2% egy primitiv fiiggvénye —2731.56_27”396, ezért

J 6727mswd1,

(23

9(s)] =

Z J Ck672ﬂ—iswd>\(l’)
k=1"[ax.bk)

n
1 b
< Z |Ck| I:f 6727rsm:|
k=1

2mis ak
ami 0-hoz tart. Ezek utan legyen K, = %; erre a szamra teljesiil, hogy minden

< |Ck‘

k
n 1 c
< 3l L = Zhew

)
sl wls]

~ g,
|s| > K. esetén |g(s)| < 20 6 akkor

F(s)] < [9(s)] + | f(s) — 9(s)| <

| ™
+
| ™

Inverz transzformalt

Az inverz transzformalt képletének azt varjuk, hogy

f(x) = f F(s)e2mizsdx(s),

~

csak ez nem feltétleniil 1étezik, ugyanis f(s) nagyon lassan is tarthat 0-hoz. Ré&-
adéasul ez a képlet is csak folytonos, 0-hoz tarté fiiggvényeket allit el6, marpedig
az f figgvény nem feltétleniil ilyen. Szerencsére a Cesaro-szummazas miikodik.

Ha f e Li(R), akkor

: " s\ 2y 2
f(z) = lim (1 - —)f(s)e ™ ds

K—o _K K

majdnem minden z-re (pl. az f Lebesgue-pontjaira igaz.)

A tételt itt nem bizonyitjuk; elolvashatjatok a Halasz-jegyzetben [Halasz, 1-5].
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Kovetkezmény

Ha f e Ly(R) és f € Li(R), akkor

ﬂ@:Lﬂm%%M@

majdnem minden z-re.

Meértékek Fourier-transzformaltja

A Radon—Nikodym tétel miatt az integralhaté fiiggvényeket azonosithatjuk a vé-
ges, abszolit folytonos eldjeles mértékekkel. Ha f e Li(R), és 9(H) = {,, fd) az
f integralasabol szarmazo el6jeles mérték, akkor

flo) = | = popir) = [ em=aita),

Ezt a képletet persze kiterjeszthetjiik barmilyen véges mértékre.

Definici6

o Ha 9 véges elojeles vagy komplex Borel-mérték R-en, akkor a Fourier-
transzformaltja

3(s) = f " emamins ().

-0
o FEzzel ekvivalensen, ha a ¢ egy eloszlasfiiggvénye F', akkor

Q0

3(s) = f e~ (),

—Q0

Az utébbi képletet hivhatjuk az F' fiigguény Fourier—Stieltjes transz-
formdltjanak.
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Definici6

o Ha & valos értéki valoszintiségi valtozo, az eloszlasa a P valoszintiségi
Borel-mérték, eloszlasfiiggvénye F(z) = P( < x), akkor a & karakte-
risztikus fligguénye

o) = J " e p(y) = J " AR (n) = B(e)

—00 —00

o Ha & abszolut folytonos, akkor 1étezik egy f stirtiségfiiggvénye, és
w .
) = f f(@)édA(x).
-0

(Félre: Ez is mutatja, hogy a Fourier-transzformalt Osszes valtozatara fel
kell késziilniink, +27-vel és anélkiil...)

J

A karakterisztikus fiiggvényeknek azokban a hatareloszlas-tételekben, amikor
sok fiiggetlen valdszinliségi valtozot adunk 6ssze, fontos szereptik van. Ugyanis az
Osszeg striségfiiggvénye a striségfiiggvények konvolucidja, és sokkal konnyebb a
karakterisztikus fiiggvényeket pontonként 6sszeszorozni vagy éppen egyetlen fligg-

vényt hatvanyozni, mint konvoliciéhatvanyokat szamolni.
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Valés analizis IV. tételjegyzék?
2022/2023, 11. félév

Green-tétel

Integraltételek sikban
Integraltételek harom dimenzioban
Halmazstruktirak, Borel-halmazok
Halmazfiiggvények, mértékek
Lebesgue-mérték

Relativ kiilsé mértékek

Teljes mértékterek

© 0Nk N

A mértékkiterjesztési tétel

10. Lebesgue-Stieltjes mértékek egy di-
menzidéban

11. Lebesgue-Stieltjes mértékek véges
dimenziéban.

12. Lokalisan véges Borel-mértékek re-
gularitasa

13. Mérhet6 fiiggvények

14. Nemnegativ fiiggvények integralja
15. Nemnegativ fliggvénysorozatok in-
tegralja

16. Valds és komplex értékii fiiggvények

19. Riemann- és Lebesgue-Stieltjes in-
tegralok

20.
21.
22,

El6jeles mértékek variacioi
Eldjeles mértékek felbontasi tételei
Lebesgue-felbontas

23. Radon—Nikodym derivalt

24. Differencialbazisok; elojeles mérték
derivaltja

25.
26.
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.

A maximalis operator tétele
Borel-mértékek differencidlasa
A stirtiségi tétel

Abszolut folytonos fiiggvények
Szinguléris fiiggvények

Véges sok mértéktér szorzata
Végtelen sok mértéktér szorzata
L,-terek

Riesz—Fischer tétel

Meértékben valé konvergencia

Lo-terek, ortogonalis fiiggvénysorok

integrélja 36. L,-fuggvények konvolicidja

17. Fuggvénysorozatok integralja 37. Ly-fiiggvények Fourier-

18. Félig folytonos fliggvények transzformaltja
Sorszam, név Differenciélis alak Integralis alak
I. Gauss-térvény v.E=" ff da=| 2 .av = Q

€o V €0
. 0B
II. Faraday-Lenz torvény VxE= 7 -dl= —— -dA
ITI. Gauss magneses torvénye V-B=0 3€ B-dA=0
A
1 0E 1d
IV. Ampere-térvény VxB=puJ+—= i § B-dl = MOJ J-dA + —2& E. . dA
L

3Ez csak tervezet, a félév végéig még vdltozhat.
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Tajékoztatd és részletes tételjegyzék az Analizis
IV. vizsgahoz (sillabusz):

2022/2023, 11. félév

A vizsga részei:

o Felkésziilés (legalabb 40 perc)

o A tételjegyzék két tételének vazlatos kidolgozasa és szobeli eloadésa.
o Vilaszadés a vizsgaztato szobeli kérdéseire.

A vizsgan a tételjegyzéket hasznalhatjatok, a sillabuszt nem.

Az elégséges osztalyzathoz legalabb ki kell tudni mondani a tananyagban sze-
replé tételeket (jegyzet nélkiil).

Egyszerre 4-5 vizsgazd késziilhet a teremben.

Részletes tételjegyzék

1. Green-tétel

A vonalintegral altalanositasai. Sikvektorok keresztszorzata, iranyitott szoge. Egy-
szer(l zart gorbék, Jordan-gorbetétel (bizonyitds nélkiil). Egyszeri zart gorbe iré-
nyitdsa. Green-tétel (bizonyitds normdltartoményra, és a bizonyitds vazlata az
altaldnos esetben). [LT'S2, 200-204. o.]

2. Integraltételek sikban

Kiils6 normélis egyszerii zart gérbe mentén. Newton-Leibniz formula sikban. Me-
se a kertiinkben feloré talajviz forrdserdsségérodl és -slirtiségérdl. Divergencia (ma-
gasabb dimenziéban is). Gauss-Osztrogradszkij tétel 2-dimenziéban. Mese vek-
tormezd Orvényerosségérol és -siirtiségérol. Rotéacid 2-dimenzidban. Stokes-tétel
2-dimenziéban.

3. Integraltételek harom dimenziéban

Folytonsan differencidlhatd paraméteres feliiletek. Teriiletelem, normalvektor, fel-
szin. Felszin szerinti és feliileti integralok. Fiiggvénygrafikon mint paraméteres
felillet normalvektora. A Green-tétel térbeli megfelelgje. 3-dimenziés Newton-
Leibniz formula. Zart feliileteken a teriiletvektor integralja 0. Gauss-Osztrogradszkij
tétel. Rotécié 3-dimenziéban. Stokes-tétel. Kelvin-Stokes tétel (bizonyitds nélkiil).
Kapcsolat a Maxwell-egyenletek differencidlis és integralis alakjai kozott. (Magu-
kat a Maxwell-egyenleteket nem kell megtanulni.) [LTS2, 211-221. o.]

4Ez csak tervezet, a félév végéig még vdltozhat.
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5.

6.

7.

9.

Halmazstruktirak, Borel-halmazok

Nem létezik pozitiv, eltoldsinvaridns, normélt, o-additiv fliggvény P(RP)-n. Banach—
Tarski paradoxon (bizonyitds nélkiil); nem létezik pozitiv, eltoldsinvaridns, nor-
malt, additiv fiiggvény P(R3)-6n. Halmazrendszerek: halmazgytir(i, algebra, o-
gylrii, o-algebra, modulus, félgytri. Félgytirtiben véges és megszamlalhatd uniéd
atalakitasa diszjunkt halmazok uniéjara. Generdlt struktirak. Megszoritds. Borel-
halmazok topologikus terekben. [Petruska, 51-52, 55, 81-82. o.]

Halmazfiiggvények, mértékek

Kiterjesztett szamegyenes. Halmazfiiggvények. Monoton, additiv o-additiv, szub-
additiv, o-szubadditiv halmazfiggvények. Mérték. Eléjeles és komplex mértékek.
Meértéktér. Szamossagmérték, Dirac-mérték. A mértékek additivitdsa, monotoni-
tasa és folytonossaga.

Lebesgue-mérték

A Lebesgue-féle kiils6 mérték, kétféle ekvivalens definicié. Monotonitas. Kompakt
halmazok és Jordan-mérheté halmazok kiilsé mértéke. Egybevagosag és hasonlosag
hatasa. o-szubadditivitas. A bels6é mérték lehetséges definicidja. Mérhetdség. A
Lebesgue-mérhetd halmazok c-algebrat alkotnak, és ezen \ mérték (bizonyitds
nélkil). A Jordan-mérhetd halmazok Lebesgue-mérheték is (bizonyitas nélkiil).
Nullmértékli halmazok. RP-ben. B # L. Minden pozitiv kiils6 mértéki halmaz
tartalmaz nem mérhetd részhalmazt.

Relativ kiils6 mértékek

Relativ kiils§ mértékbdl szarmazo kiilsé mérték. Nemnegativ halmazfiiggvényhez
asszocialt kiils§ mérték. A mérheté halmazok. A mérheté halmazok o-algebrat
alkotnak. A Lebesgue-mérhet6 halmazok o-algebrat alkotnak.

Teljes mértékterek

Kiilsé mérték szerint nullmérték halmaz. A nullmértékii halmazok mérhetdek.
Teljes mértéktér. Teljes mértéktér megszoritdsa teljes. A Lebesgue-mérték teljes.
Minden mértéktér tejessé teheto.

A mértékkiterjesztési tétel

Félgytirtin additiv relativ kiilsé mérték kiterjeszthetd a generdlt gytirtire. Példa
arra, hogy a kiterjesztés nem mindig egyértelmii. o-végesség. Mértékkiterjesztési
tétel. A kiterjesztés egyértelmiisége o-véges térben. Minden Jordan-mérhet6 és
minden Borel-halmaz Lebesgue-mérheté. A £, =, illetve a B algebran a Lebesgue-
mérték az egyetlen pozitiv, normélt, eltolasnvaridns mérték.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Lebesgue-Stieltjes mértékek egy dimenziéban

Lokalisan véges 1-dimenzids Borel-mérték. Eloszlasfiiggvény. Az eloszlasfiiggvény
balrdl folytonos. A kiilonb6z6 tipusi intervallumok mértékének kifejezése az el-
oszlasfiiggvénnyel. Additiv intervallumfiiggvények. Megengedett végpontok. Egy-
dimenziés Lebesgue-Stieltjes mértékek. Minden lokalisan véges Borel-mérték egy
Lebesgue-Stieltjes mérték megszoritasa a Borel-mérhet6 halmazokra.

Lebesgue-Stieltjes mértékek véges dimenziéban.

Kiterjesztés véges dimenziéban. Eloszlasfiiggvény. Addititiv téglafiiggvény. Foly-
tonossagi hipersik. A folytonossagi hipersikok halmaza megszdmlalhaté. Lebesgue-
Stieltjes mérték véges dimenzidban. Minden lokalisan véges Borel-mérték egy
Lebesgue-Stieltjes mérték megszoritasa a Borel-mérheté halmazokra.

Lokalisan véges Borel-mértékek regularitasa

Mérhet6 halmaz kozelitése nyilt, zart, kompakt, G5 és F, halmazokkal. Mérhetd
halmazok "tavolsaga'. Minden véges mértékdi, Lebesgue—Stieltjes mérhetd hal-
mazhoz van tetsz6legesen kozeli halmaz, ami véges sok (raciondlis koordindtdjiu)
téglalap unidja.

Mérheto fiiggvények
Meérhet6 fiiggvények, a mérhetdség kiilonbozé ekvivalens feltételei félegyenesek Gs-
képeivel. Mérhet&ség és miiveletek (min, max, alapmiiveletek, hatarérték, kompo-

zicié), megszamlalhat6 sok mérhet6 fiiggvény pontonkénti szuprémuma, infimuma,
liminfje, limszupja, a konvergenciahalmaz mérhetdsége. Luzin tétele.

Nemnegativ fiiggvények integralja

0. = 0. Egyszeri fliggvények. Egyszerti fiiggvény integralja. Nemnegativ
mérhetd fiiggvény integralja. Miiveletek.

Nemnegativ fiiggvénysorozatok integralja

Monoton konvergencia tétel. A MKT. nem igaz csokkend sorozatra. Osszeg in-
tegralja. Beppo Levi tétele. Végtelen tablazat 6sszege mint a BLT specidlis esete.
Fatou-lemma. Példak, amikor a Fatou-lemmaéaban nincs egyenloség, illetve limsup-

pal egyik irdnyban sem igaz. Rogzitett mérhetd, nemnegativ fliggvény integréalja
mérték.

Valés és komplex értéki fiiggvények integralja
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

Elojeles és komplex fliggvények integralja. Miveletek. Rogzitett fiiggvény integ-
ralja, mint eléjeles/komplex mérték.

Fiiggvénysorozatok integralja

Fatou-Lebesgue tétel. Korlatos kovergencia tétel. Dominalt konvergencia tétel.

Az integral kiterjesztése majdnem mérhetd fiiggvényekre. Ha Y, (| f,| konvergens,
akkor f, — 0 m.m.

Félig folytonos fiiggvények

Alsé és fels6é burkold. Alulrdl és felilrdl folytonos fiiggvények. A burkold fliggvé-
nyek Borel-mérhetosége.

Riemann- és Lebesgue-Stieltjes integralok

Felosztdsok. Az alsé és a felsé burkold integrélja. A Riemann-Stieltjes integral
létezésének feltétele. A Riemann-integralhatésig Lebesgue-féle ekvivalens feltétele.
ElGjeles mértékek variacioi

ElGjeles és komplex mértékek. Eldjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.
Majorans mérték. Pozitiv, negativ és totalis variacid. A totalis varidcié majoralja
a pozitiv és a negativ

ElGjeles mértékek felbontasi tételei

El6jeles mérték szerint 1étezik maximalis és minimalis mértéki halmaz. Hahn-
felbontds. Jordan-felbontds. 7 = 7 + v. Minden el6jeles elGall, mint a totalis

Lebesgue-felbontas

Mérték tartéja. Abszolut folytonos és szinguldris mértékek. Adott mértéknél nem
nagyobb maximalis szingularis mérték. Lebesgue-felbontas. Egyértelmiiség.
Radon—Nikodym derivalt

Radon—Nikodym derivalt. Radon—Nikodym tétel. Helyettesitéses integralds. A

totalis varidcié szerinti RN derivalt. El6jeles és komplex mérték szerinti integral
definicidi.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Differencialbazisok; el6jeles mérték derivaltja

Differencidlbéazis. Als6 és felsé derivaltak. Miiveletek.

A maximalis operator tétele

A maximalis operator, az alsé és a felsé derivalt mérhetésége. A maximaélis ope-
rator tétele. Lokalisan véges mérték also és fels6 derivaltja m.m. véges.
Borel-mértékek differencialasa

Lebesgue-pont. Lokélisan integralhaté figgvénynek majdnem pontja Legesgue-
pont. Abszolit folytonos mérték m.m. differencialhato, és a derivaltja megegyezik

a Radon—Nikodym derivalttal. A mértékek differencidlasnak f6 tétele. Lokalisan
véges Borel-mérték akkor és csak akkor szingularis, ha a derivaltja m.m. 0.

A stuirtiségi tétel

Meérhetd burok. Alsé és felsd stirliség. Az also és fels6 stlirliség megegyezik az alsé
és fels6 szimmetrikus derivalttal. Striiségi pont. Strliségi tétel.

Abszolut folytonos fiiggvények

Abszolut folytonos fiiggvény. A Lipschitz-tulajdonsig, az abszolut folytonossig és
a folytonossag kapcsolata. Monoton névé fiiggvény abszolit folytonossdganak at-
fogalmazasa a megvaltozasbdl szarmazo mértékkel és Radon—Nikodym derivalttal.
Szingularis fiiggvények

Szinguléris fliggvény. Monoton nové fliiggvény szingularitdsanak atfogalmazasa a
megvaltozasbol szarmazb mértékkel. Lebesgue-felbontds. Minden monoton fiigg-
vény m.m. differencidlhaté. Fubini-tétel monoton fiiggvények Osszegének tagon-
kénti differencialasarél. Newton—Leibniz formula.

Véges sok mértéktér szorzata

o-additivitas két mértéktér direkt szorzatdn. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel
(bizonyitas nélkiil). Véges sok mértéktér szorzata.

Végtelen sok mértéktér szorzata

Akarhany valdsziniiségi mértéktér szorzata. Bizonyitds a o-szubadditivitasra.
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32. L,-terek
L,-normak. Konjugalt kitevok, Hélder-, Cauchy—-Schwarz és Minkowski-egyenl6tlenség.
Val6s és komplex £, és L, terek. Strd alterek L,-terekben (egyszerfi, szép (véges
sok, tégldn konstans), kompakt tartdju folytonos fiiggvények alterei). L,(R™)-ben
p < oo esetén stri halmazt alkotnak a véges sok, racionalis koordinataju tégala-
pon racionélis konstans fliggvények. Szeparabilitds. Példa arra, hogy Ly (R) nem
szeparabilis. Példak arra, hogy L, ¢ L.

33. Riesz—Fischer tétel

Teljesség, Riesz-Fischer-tétel. Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.)

34. Meértékben valé konvergencia
Mértékben valé konvergencia. Metrizalhatésdg. Kapcsolat a mértékben vald, az
L,-beli és a pontonkénti konvergencia kozott. Teljesség.

35. Lo-terek, ortogonalis fiiggvénysorok

Skalaris szorzas. Az Lo és f5 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus
polinomok rendszerének teljessége. Az Lo([a, b]) izomorfidja az €5 térrel. (Petruska
I, 24. fej.)

36. L,-fiiggvények konvolicidgja

Ly-beli fiiggvények konvolicidja. Miiveletek. L; mint kommutativ Banach-algebra.

37. L,-fiiggvények Fourier-transzformaltja

Fourier-transzformalt. L;-fiiggvények Fourier-transzformaltja. Konvolicié Fourier-
transzforméltja a Fourier-transzformaltak szorzata. A Fourier-transzformélt ho-
momorfizmus az (Lq,*) és (L, ) Banach-algebrak kozott. Inverz transzformalt
(bizonyitas nélkiil). Véges Borel-mértékek Fourier-transzforméltja.
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