Tajékoztatd és részletes tételjegyzék az Analizis I'V.
vizsgdhoz (sillabusz)!
2022/2023, 1. félév

A vizsga részei:

o Felkésziilés (legaldbb 40 perc)

o A tételjegyzék két tételének vazlatos kidolgozasa és szobeli eladésa.
o Vilaszadas a vizsgaztato szébeli kérdéseire.

A vizsgan a tételjegyzéket hasznalhatjatok, a sillabuszt nem.

Az elégséges osztalyzathoz legaldbb ki kell tudni mondani a tananyagban szerepld tételeket (jegy-
zet nélkil).

Egyszerre 4-5 vizsgazd késziilhet a teremben.

Részletes tételjegyzék

1. Green-tétel

A vonalintegrél dltalanositasai. Sikvektorok keresztszorzata, irdanyitott szoge. Egyszerl zart gorbék,
Jordan-gorbetétel (bizonyitds nélkiil). Egyszerii zart gorbe irdnyitdsa. Green-tétel (bizonyitds normél-
tartomanyra, és a bizonyitds vézlata az dltaldnos esetben). [LTS2, 200-204. o.]

2. Integraltételek sikban

Kiils6 normalis egyszeri zart gorbe mentén. Newton-Leibniz formula sikban. Mese a kertiinkben fel6ro
talajviz forraserdsségérol és -siirtiségérol. Divergencia (magasabb dimenziéban is). Gauss-Osztrogradszkij
tétel 2-dimenzidban. Mese vektormezd 6rvényerdsségérél és -slirliségérél. Rotécio 2-dimenziéban. Stokes-
tétel 2-dimenziéban.

3. Integraltételek harom dimenziéban

Folytonsan differencidlhaté paraméteres feliilletek. Teriiletelem, normélvektor, felszin. Felszin szerinti
és feliileti integralok. Fiiggvénygrafikon mint paraméteres fellilet normélvektora. A Green-tétel térbeli
megfelel6je. 3-dimenziés Newton-Leibniz formula. Zart feliileteken a teriiletvektor integralja 0. Gauss-
Osztrogradszkij tétel. Rotaci6 3-dimenzidéban. Stokes-tétel. Kelvin-Stokes tétel (bizonyitds nélkiil). Kap-
csolat a Maxwell-egyenletek differencidlis és integralis alakjai kozott. (Magukat a Maxwell-egyenleteket
nem kell megtanulni.) [LTS2, 211-221. o.]

4. Halmazstruktiarak, Borel-halmazok

Nem létezik pozitiv, eltoldsinvarians, normélt, o-additiv fiiggvény P(RP)-n. Banach—Tarski paradoxon
(bizonyitas nélkiil); nem létezik pozitiv, eltoldsinvaridns, normalt, additiv fiiggvény P(R3)-én. Hal-
mazrendszerek: halmazgy(rli, algebra, o-gyiri, o-algebra, modulus, félgytirii. Félgyliriiben véges és
megszamlalhato unié atalakitdsa diszjunkt halmazok uniéjara. Generalt struktiurdk. Megszoritds. Borel-
halmazok topologikus terekben. [Petruska, 51-52, 55, 81-82. o.]

LEz csak tervezet, a félév végéig még vdltozhat.
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Halmazfiiggvények, mértékek

Kiterjesztett szamegyenes. Halmazfiiggvények. Monoton, additiv o-additiv, szubadditiv, o-szubadditiv
halmazfiiggvények. Mérték. El6jeles és komplex mértékek. Mértéktér. Szamossagmérték, Dirac-mérték.
A mértékek additivitdsa, monotonitasa és folytonossiga.

Lebesgue-mérték

A Lebesgue-féle kiils6é mérték, kétféle ekvivalens definicié. Monotonitas. Kompakt halmazok és Jordan-
mérheté halmazok kiilsé mértéke. Egybevagdsig és hasonlosag hatdsa. o-szubadditivitds. A belsd mérték
lehetséges definicidja. Mérhet6ség. A Lebesgue-mérhetd halmazok o-algebrat alkotnak, és ezen A mérték
(bizonyitas nélkil). A Jordan-mérhet6 halmazok Lebesgue-mérhet6k is (bizonyitas nélkiil). Nullmértéki
halmazok. RP-ben. B # L. Minden pozitiv kiilsé mértéki halmaz tartalmaz nem mérhet6 részhalmazt.

Relativ kiils6 mértékek

Relativ kiilsé mértékbdl szarmazdé kiilsé mérték. Nemnegativ halmazfiiggvényhez asszocialt kiilsé mérték.
A mérhet6 halmazok. A mérheté halmazok o-algebrat alkotnak. A Lebesgue-mérhet6 halmazok o-
algebrat alkotnak.

Teljes mértékterek

Kiils6 mérték szerint nullmértékii halmaz. A nullmértékii halmazok mérhetéek. Teljes mértéktér. Teljes
mértéktér megszoritasa teljes. A Lebesgue-mérték teljes. Minden mértéktér tejessé tehetd.

A mértékkiterjesztési tétel

Félgyirin additiv relativ kiils6 mérték kiterjesztheto a generalt gytirtire. Példa arra, hogy a kiterjesztés
nem mindig egyértelmii. o-végesség. Mértékkiterjesztési tétel. A kiterjesztés egyértelmiisége o-véges
térben. Minden Jordan-mérhetd és minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhets. A £, =, illetve a B algebran
a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitiv, normélt, eltolasnvarians mérték.

Lebesgue-Stieltjes mértékek egy dimenzidéban

Lokalisan véges 1-dimenziés Borel-mérték. Eloszlasfiiggvény. Az eloszlasfiiggvény balrdl folytonos. A
kiillonbo6zé tipusu intervallumok mértékének kifejezése az eloszlasfiiggvénnyel. Additiv intervallumfiigg-
vények. Megengedett végpontok. Egydimenziés Lebesgue-Stieltjes mértékek. Minden lokalisan véges
Borel-mérték egy Lebesgue-Stieltjes mérték megszoritdsa a Borel-mérheté halmazokra.

Lebesgue-Stieltjes mértékek véges dimenziéban.

Kiterjesztés véges dimenzidban. Eloszlasfiiggvény. Addititiv téglafiiggvény. Folytonossagi hipersik. A
folytonosséagi hipersikok halmaza megszamlalhaté. Lebesgue-Stieltjes mérték véges dimenzioban. Minden
lokélisan véges Borel-mérték egy Lebesgue-Stieltjes mérték megszoritasa a Borel-mérheté halmazokra.
Lokalisan véges Borel-mértékek regularitasa

Meérhet6 halmaz kozelitése nyilt, zart, kompakt, Gy és F, halmazokkal. Mérhet6 halmazok "tavolsaga'.

Minden véges mértékii, Lebesgue—Stieltjes mérheto halmazhoz van tetszélegesen kozeli halmaz, ami véges
sok (racionlis koordindtdja) téglalap unidja.

Meérheto fiiggvények
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Meérhet6 fiiggvények, a mérhetdség kiillonboz6 ekvivalens feltételei félegyenesek Osképeivel. Mérhetoség
és miiveletek (min, max, alapmiveletek, hatdrérték, kompozicié), megszamldlhaté sok mérhetd fligg-
vény pontonkénti szuprémuma, infimuma, liminfje, limszupja, a konvergenciahalmaz mérhet6sége. Luzin
tétele.

Nemnegativ fiiggvények integralja

0-00 = 0. Egyszerii fliggvények. Egyszerii fiiggvény integralja. Nemnegativ mérhet6 fiiggvény integralja.
Miiveletek.

Nemnegativ fiiggvénysorozatok integralja

Monoton konvergencia tétel. A MKT. nem igaz csokkend sorozatra. Osszeg integralja. Beppo Levi tétele.
Végtelen tablazat dsszege mint a BLT specidlis esete. Fatou-lemma. Példak, amikor a Fatou-lemmaban
nincs egyenl6ség, illetve limsuppal egyik irdnyban sem igaz. Rogzitett mérhetd, nemnegativ fiiggvény
integralja mérték.

Valés és komplex értéki fiiggvények integralja

Elgjeles és komplex fliggvények integralja. Miiveletek. Rogzitett fiiggvény integrélja, mint eljeles/-
komplex mérték.

Fiiggvénysorozatok integralja

Fatou-Lebesgue tétel. Korlatos kovergencia tétel. Dominalt konvergencia tétel. Az integral kiterjesztése
majdnem mérhetd fiiggvényekre. Ha ), {|f,| konvergens, akkor f, — 0 m.m.

A Riemann-integral 1étezésének feltételei

Alulrdl és feliilrél folytonos fiiggvények. Alsé és felsé burkolé. A burkolofiiggvények Borel-mérhetdsége.
A Riemann-integralhatésag Lebesgue-féle ekvivalens feltétele.

ElGjeles mértékek variacioi

ElGjeles és komplex mértékek. ElGjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent. Majorans mérték.
Porzitiv, negativ és totélis variacié. A totdlis varidcié majordlja a pozitiv és a negativ

ElGjeles mértékek felbontasi tételei

El6jeles mérték szerint létezik maximalis és minimélis mértéki halmaz. Hahn-felbontas. Jordan-felbontés.
Lebesgue-felbontas

Meérték tartéja. Abszolut folytonos és szingularis mértékek. Adott mértéknél nem nagyobb maximélis
szingularis mérték. Lebesgue-felbontas. Egyértelmiiség.

Radon—Nikodym derivalt

Radon-Nikodym derivalt. Radon—Nikodym tétel. Helyettesitéses integralas. A totélis varidcié szerinti
RN derivalt. Eldjeles és komplex mérték szerinti integral definiciéi.
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Differencialbazisok; el6jeles mérték derivaltja

Differencidlbdzis. Als6 és felsd derivaltak. Miiveletek.

A maximalis operator tétele

A maximalis operdtor, az alsé és a fels6 derivalt mérhetésége. A maximadlis operdtor tétele. Lokalisan
véges mérték alsé és felsd derivaltja m.m. véges.

Borel-mértékek differencialasa

Lebesgue-pont. Lokélisan integralhaté fiiggvénynek majdnem pontja Legesgue-pont. Abszolut folytonos
mérték m.m. differencidlhatd, és a deriviltja megegyezik a Radon—Nikodym derivélttal. A mértékek

differencidlasnak {6 tétele. Lokalisan véges Borel-mérték akkor és csak akkor szingularis, ha a derivaltja
m.m. 0.

A sturiiségi tétel

Meérhetd burok. Also és fels6 stirliség. Az also és fels6 siirtiség megegyezik az als6 és fels6 szimmetrikus
derivalttal. Siirtiségi pont. Strliségi tétel.

Abszolut folytonos fiiggvények

Abszolut folytonos fliggvény. A Lipschitz-tulajdonsag, az abszoliat folytonossag és a folytonossig kap-
csolata. Monoton névé fliggvény abszolut folytonossdganak atfogalmazdsa a megvaltozasbol szarmazd
mértékkel és Radon—Nikodym derivalttal.

Szingularis fiiggvények

Szingularis fliggvény. Monoton névé fiiggvény szingularitdsanak dtfogalmazisa a megvaltozasbol szar-
mazé mértékkel. Lebesgue-felbontas. Minden monoton fliggvény m.m. differencidlhaté. Fubini-tétel
monoton figgvények 6sszegének tagonkénti differencidlasarél. Newton—Leibniz formula.

Véges sok mértéktér szorzata

o-additivitds két mértéktér direkt szorzatdn. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel (bizonyitds nélkiil).
Véges sok mértéktér szorzata.

Végtelen sok mértéktér szorzata

Akarhany valdsziniiségi mértéktér szorzata. Bizonyitds a o-szubadditivitasra.

L,-terek

L,-normék. Konjugalt kitevék, Holder-, Cauchy—Schwarz és Minkowski-egyenlétlenség. Valds és komplex
¢, és Ly, terek. Stirii alterek L,-terekben (egyszertl, szép (véges sok, téglan konstans), kompakt tartdja
folytonos fiiggvények alterei). L,(R™)-ben p < oo esetén siir(i halmazt alkotnak a véges sok, raciondlis
koordindtaju tégalapon raciondlis konstans fliggvények. Szeparabilitds. Példa arra, hogy Lo (R) nem
szeparabilis. Példak arra, hogy L, ¢ L.

Riesz—Fischer tétel



Teljesség, Riesz-Fischer-tétel. Banach-tér. (Petruska II, 24. fej.)

33. Meértékben valé konvergencia
Mértékben val6 konvergencia. Metrizdlhatésdg. Kapcsolat a mértékben valé, az Ly-beli és a pontonkénti
konvergencia kozott. Teljesség.

34. Lo-terek, ortogonalis fiiggvénysorok
Skalaris szorzas. Az Lo és {5 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus polinomok rendszerének
teljessége. Az Ly([a,b]) izomorfidja az fo térrel. (Petruska II, 24. fej.)

35. L;-fiiggvények konvolicidja

L1-beli fiiggvények konvoltcidja. Miiveletek. L; mint kommutativ Banach-algebra.

36. L,-fiiggvények Fourier-transzformaltja
Fourier-transzformalt. Lq-fiiggvények Fourier-transzformaltja. Konvolacié Fourier-transzformaltja a

Fourier-transzforméltak szorzata. A Fourier-transzformélt homomorfizmus az (L1, #) és (L, -) Banach-
algebrak kozott. Inverz transzformalt (bizonyitas nélkiil). Véges Borel-mértékek Fourier-transzforméltja.
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