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Előszó
Az ELTE TTK Matematika Bsc. tananyagában, az Analízis 3. tárgy utolsó fejezetei fog-
lalkoznak a téma egy részével. Általában tanítjuk a Green-tételt, opcionálisan a Gauss–
Osztrogradszkij, esetleg a Stokes-tételt is. A további fejezeteket részben a teljesség kedvéért,
részben kedvcsinálónak írtam le; ezek fontosak lehetnek fizikai és topológiai témák megalapo-
zásához is.

A kézirathoz első fejezetként a valós vonalintegrálok egy lehetséges tárgyalását is hozzávet-
tem; ezeket általában nem szoktuk az integráltételekhez sorolni, ugyanakkor a Newton–Leibniz
formula révén és a homotóp görbéken vett integrálokon keszetül szomorosan kapcsolódnak a
témához.

Bevezető
Az integráltételek olyan azonosságok egy széles gyűjteménye, amikor egy függvény valamilyen
deriváltját integráljuk egy térbeli halmazon, és ezt a határon (tehát eggyel kisebb dimenziós
halmazon) vett integrállal hasonlítjuk össze.

A legegyszerűbb integráltétel a klasszikus egyváltozós Newton–Leibniz formula:
ż

ra,bs

f 1pxqdx
loooooomoooooon

f 1 integrálja a halmazon

“ fpbq ´ fpaq
looooomooooon

f összege/integrálja a határon

amikor egy függvénynek egy intervallumon vett integrálját a primitív függvénynek a végpon-
tokban vett értékeinek előjeles összegével – ha tetszik, integráljával – fejezzük ki. Ezért ezek a
tételek a Newton–Leibniz formula általánosításai.

Integráltételek sokféle halmazon léteznek: görbék, feületdarabok, Jordan-mérhető halma-
zok. Ezeknek a határa is sokféle lehet.

Integrálból és deriváltból is sokféle létezik: Riemann-integrál, vonalintegrálok, felületi in-
tegrálok...
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1. fejezet

Vonalintegrál és primitív függvény

1.1. Valós vonalintegrál

Tegyük fel, hogy egy domboldalon az A pontből csúszik a B pontba egy m tömegű test.
Minden x pontban van egy gpxq gravitációs térerősség, tehát a test súlya m ¨ gpxq. A gpxq

egy vektor értékű függvény, ami nem állandó; sőt, még az iránya sem, a test repülhetne valahol
a Nap, a Föld és a Hold között is. Az utat sok kicsi darabra szétvágva, a gravitációs mező
által végzett munka

řxm ¨ gpxq; ∆xy, ahol xa,by az a és b vektorok skaláris szorzatát jelenti.
(Félre: Ebből máris látjuk, hogy az előadó már megint egy újabb integrálfogalom bevezetésére
készül...)

A középiskolában már beszéltünk róla, hogy minden x ponthoz hozzárendelhetünk egy V pxq
számot, ami a pontbeli gravitációs potenciál; a test helyzeti energiája az x pontban m ¨ V pxq, a
lecsúszás közben a gravitációs mező által végzett munka a kettő különbsége, m ¨ pV pAq´V pBqq.
Az m-mel losztva,

ÿ

xgpxq; ∆xy “ V pAq ´ V pBq.
Vegyük észre, hogy háromféle függvényel dolgozunk egyszerre. A gpxq függvény értékei

vektorok, a V pxq potenciálfüggvény értékei számok, és a sorok között elrejtve van egy t ÞÑ xptq
hely–idő függvényünk is, ami megmondja, hogy a t pillanatban hol van a lefelé csúszó test...

Skalármezők, vektormezők, görbék
Ahhoz, hogy a szükséges fogalmakat és tételeket felépítsük, állapodjunk meg a szükséges kör-
nyezetben és jelölésekben. A viláGunk egy p-dimenziós G Ă R

p (összefüggő) nyílt halmaz lesz,
és mindig G-n értelmezett függvényekkel fogunk játszani. Lesznek szám (skalár) értékű függvé-
nyeink, mint például a már említett V pxq potenciáfüggvény, és lesznek vektorértékű függvények,
mint például a gravitációs térerősséget az egyes pontokban megadó gpxq függvény.

Definíció (skalármező, vektormező)

Legyen G Ă R
p nyílt halmaz. A G Ñ R függvényeket skalármezőnek, a G Ñ R

p függvé-
nyeket vektormezőnek fogjuk hívni.
A szokásos simasági tulajdonságokat ezekre is használjuk: folytonos skalármező, kétszer
differenciálható vektormező, nyolcszor folytonosan differenciálható skalármező stb.
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Definíció (G-ben fekvő görbe)

Az ra, bs Ñ G függvényeket G-ben fekvő görbéknek hívjuk. Az ra, bs a görbe paraméter-
intervalluma.
Csak folytonos görbékkel fogunk dolgozni.
A γ : ra, bs Ñ G görbe differenciálható, ha pa, bq pontjaiban differenciálható, a végpon-
tokban féloldalról differenciálható.
A paramétert szeretjük t-vel jelölni, mintha a t az időt jelentené. A t szerinti deriváltakat
(sebességvektor, gyorsulásvektor) szeretjük pontokkal jelölni: γ1 helyett 9γ, γ2 helyett :γ.

Definíció (szakaszonként folytonosan dfferenciálható görbe)

A γ : ra, bs Ñ G görbe szakaszonként folytonosan dfferenciálható, rövidítve szak.C1, ha
véges sok folytonosan differenciálható görbe egymás után fűzése, vagyis vannak olyan
a0 “ a ă a1 ă . . . ă an “ b számok, hogy minden i “ 1, 2, . . . , n esetén γ|rai´1,ais

folytonosan differenciálható.

Megjegyzés

Minden töröttvonal szakaszonként folytonosan differenciálható görbe, ha a szakaszokat
lineárisan paraméterezzük.

Definíció (átparaméterezés, megfordítás)

Ha γ : ra, bs Ñ G, ϕ : rc, ds Ñ ra, bs szig. monoton növő bijekció, akkor γ ˝ ϕ : rc, ds Ñ G

a γ görbe egy átparaméterezése.
Ha γ : ra, bs Ñ G, ϕ : rc, ds Ñ ra, bs szig. monoton csökkenő bijekció, akkor γ˝ϕ : rc, ds Ñ
G a γ görbe egy megfordítása.

Definíció (görbe hossza)

A γ : ra, bs Ñ G görbe hossza a beírt töröttvonalak hosszának szuprémuma:

ℓpγq “ sup
" n
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ
γptiq ´ γpti´1q

ˇ

ˇ

ˇ
: a “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b.

*

.

Trivialitás

Az átparaméterezés és a megfordítás nem változtatja meg a görbe hosszát.
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Tétel (szakaszonként C1 görbe hossza)

Ha γ : ra, bs Ñ G szak.C1, akkor

ℓpγq “
ż b

t“a

ˇ

ˇ 9γptq
ˇ

ˇ dt.

(Előző félévben volt.)

Valós vonalintegrál
Következő célunk, hogy a görbe mentén végzett munka intuitív fogalmát precízebben defini-
áljuk. Tegyük fel, hogy γ : ra, bs Ñ G egy folytonos görbe írja le a test mozgását a térben,
és a f : G Ñ R

p vektormező adja meg, hogy az egyes pontokban mekkora erőt kell kifejte-
nünk. A görbénket felosztjuk kicsi darabokra: ehhez vesszük az ra, bs paraméterintervallum
egy a “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b felosztását; ezeknek felelnek meg a görbe x0 “ γpt0q, x1 “ γpt1q,
. . . , xn “ γptnq osztópontjai. Mindegyik pxi´1, xiq görbedarabon tetszés szerint kiválasztunk
egy yi pontot (vagyis yi “ γpuiq valamilyen ui P rti´1, tis paraméterrel). Miközben az xi´1 pont-
ból az xi pontba mozgunk, a kifejtett erő kb. fpyiq, az elmozdulásvektor xi ´ xi´1, a végzett
munka a kettő szorzata, vagyis kb.

〈

fpyiq;xi ´ xi´1

〉

. Ezeket összeadva, a teljes mozgás során
végzett munka közelítőleg

W «
n
ÿ

i“1

〈

fpyiq, xi ´ xi´1

〉

“
n
ÿ

i“1

〈

fpγpuiqq; γptiq ´ γpti´1q
〉

.

A Riemann-integrál definíciójához hasonlóan, azt várjuk, hogy ez az integrálközelítő összeg
konvergáljon, ha a felosztást finomítjuk, és majd a hatáértéket fogjuk valós vonalintegrálnak
hívni. A valós jelző már sejteti, hogy később még többféle vonalintegrált fogunk bevezetni; erre
még visszatérünk a 2. fejezetben.

Definíció (vektormező valós vonalintegrálja)

Legyen G Ă R
p nyílt, f : G Ñ R

p vektormező, γ : ra, bs Ñ G folytonos görbe és I P R.
Az f vektormező valós vonalintegrálja a γ görbén I, ha minden ε ą 0-hoz van olyan δ ą 0,
hogy az ra, bs intervallum bármely, δ-nál finomabb a “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b felosztására
és bármely u1 P rt0, t1s, u2 P rt1, t2s, . . . , un P rtn´1, tns számokra teljesül, hogy

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

@

f
`

pγpuiq
˘

; γptiq ´ γpti´1q
D

´ I

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă ε.

Jele:
I “

ż

γ

f “
ż

γ

@

fpxq; dx
D

.
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Trivialitás

Ha
ş

γ
f és

ş

γ
g is létezik, akkor

• Bármely c P R-re
ş

γ
c ¨ f is létezik és

ş

γ
c ¨ f “ c ¨

ş

γ
f .

•
ş

γ
pf ` gq is létezik és

ş

γ
pf ` gq “

ş

γ
f `

ş

γ
g.

• Ha γ1 a γ egy átparaméterezése, akkor
ş

γ1

f is létezik, és
ş

γ1

f “
ş

γ
f . (Azért, mert

az átparaméterezésben szereplő ϕ egyenletesen folytonos.)

• Ha γ1 a γ egy megfordítása, akkor
ş

γ1

f is létezik, és
ş

γ1

f “ ´
ş

γ
f .

Lemma

Legyen G Ă R
p nyílt, f : G Ñ R

p folytonos vektormező, a ă b ă c, γ : ra, cs Ñ G

folytonos, továbbá legyen γ1 “ γ|ra,bs és γ2 “ γ|rb,cs a γ két "fele", vagyis γ a γ1 és γ2

egymás után fűzése. Ha
ş

γ1

f és
ş

γ2

f létezik, akkor
ş

γ
f is létezik, és

ż

γ

f “
ż

γ1

f `
ż

γ2

f.

(Vesszük ra, cs egy kellően finom felosztását, és hozzávesszük a b pontot is.)

Lemma (valós vonalintegrál triviális becslése)

Ha
ş

γ
f létezik, akkor

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

γ

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
xPγ

ˇ

ˇfpxq
ˇ

ˇ ¨ ℓpγq.

Bizonyítás. Legyen M “ sup
xPγ

ˇ

ˇfpxq
ˇ

ˇ. Bármely integrálközelítő összegre

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

@

f
`

pγpuiq
˘

; γptiq ´ γpti´1q
D

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
n
ÿ

i“1

ˇ

ˇf
`

pγpuiq
˘

ˇ

ˇ

ˇ
¨
ˇ

ˇ

ˇ
γptiq ´ γpti´1q

ˇ

ˇ

ď M ¨
n
ÿ

i“1

ˇ

ˇγptiq ´ γpti´1q
ˇ

ˇ ď M ¨ ℓpγq.

Tétel

Legyen G Ă R
p nyílt, f : G :Ñ R

p folytonos vektormező és γ : ra, bs Ñ G szak.C1 görbe.
Ekkor az

ş

γ
f vonalintegrál létezik, és

ż

γ

f “
ż b

t“a

A

f
`

γptq
˘

; 9γptq
E

dt “
ż b

a

@

f ˝ γ; 9γ
D

.

Bizonyítás. Az összefűzhetőség miatt elég C1 görbedarabokra igazolni.
Legyen I “

şb

a

@

f ˝ γ; 9γ
D

.
A feltétel szerint 9γ folytonos; legyen M “ max | 9γ|.
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Rögzítsünk egy tetszőleges ε-t. Az f ˝ γ egyenletesen folytonos, ezért van olyan δ ą 0, hogy
bármely t, t1 P ra, bs, |t ´ t1| esetén

ˇ

ˇfpγptqq ´ fpγpt1qq
ˇ

ˇ ă ε.
Most vegyünk egy tetszőleges, δ-nál finomabb a “ t0 ă t1 ă . . . ă tn “ b felosztást és

ui P rti´1, tis számokat. az ezekhez tartozó integrálközelítő összeg

S “
n
ÿ

i“1

@

f
`

pγpuiq
˘

; γptiq ´ γpti´1q
D

.

Minden egyes i esetén az egyváltozós Lagrange-középértéktételt alkalmazzuk a gptq “
@

f
`

pγpuiq
˘

; γptq
D

függvényre: létezik olyan τi P pti´1, tiq, hogy

gptiq ´ gpti´1q “ g1pτiq ¨ pti ´ ti´1q
@

f
`

pγpuiq
˘

; γptiq ´ γpti´1q
D

“
@

f
`

pγpuiq
˘

; 9γpτiq
D

¨ pti ´ ti´1q.

Ezt beírjuk az integrálközelítő összegbe, és az ui-t is kicseréljük τi-re:

S “
n
ÿ

i“1

@

f
`

pγpuiq
˘

; γptiq ´ γpti´1q
D

“
n
ÿ

i“1

@

f
`

pγpuiq
˘

; 9γpτiq
D

¨ pti ´ ti´1q

“
n
ÿ

i“1

@

f
`

pγpτiq
˘

; 9γpτiq
D

¨ pti ´ ti´1q `
n
ÿ

i“1

@

f
`

pγpuiq
˘

´ f
`

pγpτiq
˘

; 9γpτiq
D

¨ pti ´ ti´1q

így már az első szumma az I “
şb

a
xf ˝ γ; 9γy egy közelítő összege. Ha a felosztás elég finom,

akkor különbségük kisebb, mint ε.

|S ´ I| ď
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

n
ÿ

i“1

@

f
`

pγpτiq
˘

; 9γpτiq
D

¨ pti ´ ti´1q ´ I

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

`
n
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ

@

f
`

pγpuiq
˘

´ f
`

pγpτiq
˘

; 9γpτiq
D

ˇ

ˇ

ˇ
¨ pti ´ ti´1q

ă ε `
n
ÿ

i“1

ˇ

ˇ

ˇ
f
`

pγpuiq
˘

´ f
`

pγpτiq
˘

ˇ

ˇ

ˇ
¨
ˇ

ˇ 9γpτiq
ˇ

ˇ ¨ pti ´ ti´1q

ă ε `
n
ÿ

i“1

ε ¨ M ¨ pti ´ ti´1q “ ε ¨
`

1 ` Mpb ´ aq
˘

.
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1.2. Folytonos vektormező primitív függvénye

Tegy fel, hogy a g : G Ñ R
p gravitációs vektormezőhöz létezik egy V : G Ñ R potenciálfügg-

vény, ami tudja például azt, hogy bármely ra, xs Ă G szakaszon
ş

ra,xs
f “ V paq ´ V pxq. Ha x

közel van a-hoz, akkor – legalábbis úgy gondoljuk – a szakasz mentén a térerősség kb. gpaq, így

V paq ´ V pxq “
ż

ra,xs

f «
〈

gpaq;x ´ a
〉

,

átrendezve
V pxq « V paq ´

〈

gpaq;x ´ a
〉

.

Összehasonlítva a többváltozós derivált definíciójával, ez azt mondja, hogy a V függvény az
a pontban differenciálható, és V 1paq “ ´gpaq. Ennek persze minden a P G pontban teljesülnie
kell, tehát V 1 “ ´g teljes G halmazon.

Newton–Leibniz formula valós vonalintegrálokra

Definíció (vektormező primitív függvénye)

Legyen G Ă R
p nyílt, f : G Ñ R

p és F : G Ñ R. Az F függvény (skalármező) az f
függvénynek (vektormezőnek) primitív függvénye, ha f “ gradF .

Tétel (Newton–Leibniz formula valós vonalintegrálokra)

Legyen G Ă R
p nyílt, f : G Ñ R

p folytonos vektormező, γ : ra, bs Ñ G szak.C1 görbe, és
tegyük fel, hogy F : G Ñ R primitív függvénye f -nek. Ekkor

ż

γ

f “ F pγpbqq ´ F pγpaqq.

Bizonyítás. Az állítást visszavezetjük a klasszikus, egyváltozós Newton–Leibniz formulára.
Legyen a “ a0 ă a1 ă . . . ă an “ b úgy, hogy minden i “ 1, 2, . . . , n esetén γi “ γ|rai´1,ais

folytonosan differenciálható. Ekkor
ż

γi

f “
ż ai

t“ai´1

@

fpγptqq; 9γptq
D

dt “
ż ai

t“ai´1

@

pgradF qpγptqq; 9γptq
D

dt

“
ż ai

t“ai´1

F 1pγptqq ˝ 9γptq dt “
ż ai

t“ai´1

`

F pγptq
˘1

dt “ F
`

γptiq
˘

´ F
`

γpti´1q
˘

.

Összegezve,
ż

γ

f “
n
ÿ

i“1

ż

γi

f “
n
ÿ

i“1

´

F
`

γptiq
˘

´ F
`

γpti´1q
¯

“ F
`

γptnq
˘

´ F
`

γpt0q
˘

“ F
`

γpbq
˘

´ F
`

γpaq
˘

.

Definíció (vektormező potenciálfüggvénye)

Legyen G Ă R
p nyílt, f : G Ñ R

p és G : G Ñ R. Az F függvény (skalármező) az f
függvénynek (vektormezőnek) potenciálfüggvénye, ha f “ ´ gradF .
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A potenciálfüggvényben szereplő negatív előjel felcseréli a határokat a Newton–Leibniz formulában; ettől

lesz kerekebb az energiamegmaradás törvénye.

Tétel (a primitív függvény létezésének feltételei)

Legyen G Ă R
p összefüggő, nyílt, f : G Ñ R

p folytonos. Ezek ekvivalensek:

(a) f -nek van primitív függvénye: van olyan differenciálható F : G Ñ R függvény,
amelyre f “ gradF .

(b1) G-ben fekvő, közös végpontú, szakaszonként C1 görbéken f vonalintegrálja egyenlő.

(b2) f vonalintegrálja 0 minden G-beli zárt, szakaszonként C1 görbén.

(c1) G-ben fekvő, közös végpontú töröttvonalakon f vonalintegrálja egyenlő.

(c2) f vonalintegrálja 0 minden G-beli zárt töröttvonalon.

Bizonyítás. (b1)ñ(b2): Ha γ : r0, 1s Ñ G zárt, szak.C1 görbe, akkor legyen γ1 a konstans
görbe, amelynek egyelen pontja γp0q “ γp1q, Ekkor tehát γ és γ1 közös kezdő- és végpontú
görbék, ezért

ż

γ

f “
ż

γ1

f “ 0.

(b2)ô(b1): Tekintsünk két tetszőleges γ1 és γ2 görbét, amelyek kezdő- és végpontja közös.
Fűzzük egymás után γ1-et és γ2 megfordítását, amit jelöljünk γ2-vel; z így kapott zárt görbe
legyen γ1. Ekkor tehát

0 “
ż

γ3

f “
ż

γ1

f `
ż

γ2

f “
ż

γ1

f ´
ż

γ2

f,

vagyis
ş

γ1

f “
ş

γ2

f .

(c1)ô(c2): ugyanaz.

(a)ñ(b1): triviális a Newton–Leibniz formulából.

(b1)ñ(c1) és (b2)ô(c2): triviális, mert minden töröttvonal egyben szakaszonként C1 görbe.

(b1)ñ(a): Tegyük tehát, hogy az f vektormezőre igaz a (b1) tulajdonság; megkonstruáljuk az
f egy prmitív függvényét.

Rögzítsünk egy x0 P G kezdőpontot. Bármilyen x P G/hez létezik G-ben olyan γ töröttvo-
nal, amelynek kezőpontja x0, végpontja x. Vegyünk egy ilyen γ-t, és definiáljuk az F : G Ñ R

függvényt így: F pxq “
ş

γ
f . A (b1) tulajdonság szerint mindegy, hogy melyik töröttvonalat

választjuk, a kapott vonalintegrál és vele az F pxq mindig ugyanaz lesz.
Azt kell igazolnunk, hogy gradF pxq “ fpxq. Vegyünk egy tetszőleges ε-t és egy x P G

pontot. Mivel x belső pontja G-nek és f folytonos az x pontban, van olyan δ ą 0, hogy
Bpx, δq Ă G és bármely y P Bpx, δq pontra |fpyq ´ fpxq| ă ε.

Legyen γ egy töröttvonal, ami összeköti x0-t x-szel. Ha ehhez hozzáfűzzük az rx, ys szakaszt,
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az így kapott töröttvonal összeköti x0-t y-nal, ezért

F pxq “
ż

γ

f és F pyq “
ż

γ

f `
ż

zPrx,ys

@

fpzq, dz
D

F pyq ´ F pxq “
ż

zPrx,ys

@

fpzq, dz
D

“
ż

zPrx,ys

@

fpxq, dz
D

`
ż

zPrx,ys

@

fpzq ´ fpxq, dz
D

“
@

fpxq, y ´ x
D

`
ż

zPrx,ys

@

fpzq ´ fpxq, dz
D

ˇ

ˇ

ˇ
F pyq ´ F pxq ´

@

fpxq, y ´ x
D

ˇ

ˇ

ˇ
“
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

zPrx,ys

@

fpzq ´ fpxq, dz
D

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď max
zPrx,ys

|f | ¨ |y ´ x| ă ε ¨ |y ´ x|

Tehát,

@ε ą 0 Dδ ą 0 @y P Bpx, δq
ˇ

ˇ

ˇ
F pyq ´ F pxq ´

@

fpxq, y ´ x
D

ˇ

ˇ

ˇ
ă ε ¨ |y ´ x|,

vagyis F differenciálható az x pontban, és gradF pxq “ fpxq.

Definíció (konzervatív vektormező)

Legyen G Ă R
p összefüggő, nyílt, f : G Ñ R

p foly-
tonos. Az f vektormező konzervatív, ha az előző
tételbeli tulajdonságokat teljesíti.

Tétel (a primitív függvény egyértelműsége)

Legyen G Ă R
p összefüggő, nyílt, f : G Ñ R

p folytonos. Ekkor az f primitív függvé-
nyei (ha léteznek) csak konstansban térnek el egymástól, vagyis ha F1 és F2 is primitív
függvénye f -nek, akkor F1 ´ F2 konstans függvény.
(Fordítva trivi: ha F primitív függvény, akkor F ` c is primitív függvény.)

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy F1 és F2 is primitív függvénye f -nek. Azt akarjuk igazolni, hogy
F1 ´ F2 konstans, vagyis bármely x, y P G pontokra F1pxq ´ F2pxq “ F1pyq ´ F2pyq.

Kössük össze x-et és y-t egy γ töröttvonallal. A Newton–Leibniz formulát mindkét primitív
függvényre felírhatjuk:

ż

γ

f “ F1pyq ´ F1pxq “ F2pyq ´ F2pxq;

átrendezve
F1pxq ´ F2pxq “ F1pyq ´ F2pyq.
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1.3. Differenciálható vektormező primitív függvé-

nye

Trivialitás

Legyen G Ă R
p összefüggő, nyílt, f : G Ñ R

p differenciálható. Ahhoz, hogy f -nek
létezzen primitív függvénye, szükséges, hogy bármely 1 ď i, j ď p esetén Difj “ Djfi
teljesüljön G minden pontjában.
Ugyanez más szavakkal:

• a Jf pxq Jacobi-mátrix minden x pontban szimmetrikus;

• az f keresztbe vett parciális deriváltjai megegyeznek

• az f vektormező rotációmentes. A rotáció fogalma később lesz.

– 2-dimenzióban: rot f “ D1f2 ´ D2f1

– 3-dimenzióban: rot f “

¨

˝

D2f3 ´ D3f2

D3f1 ´ D1f3

D1f2 ´ D2f1

˛

‚

Bizonyítás. Ha f differenciálható, és F primitív függvénye f -nek, akkor F már kétszer diffe-
renciálható, és az f Jacobi-mátrixa éppen az F Hesse-mátrixa:

Jf “

¨

˚

˚

˚

˝

D1f1 D2f1 . . . Dpf1

D1f2 D2f2 . . . Dpf2
...

...
. . .

...
D1fp D2fp . . . Dpfp

˛

‹

‹

‹

‚

“

¨

˚

˚

˚

˝

D1D1F D2D1F . . . DpD1F

D1D2F D2D2F . . . DpD2F
...

...
. . .

...
D1DpF D2DpF . . . DpDpF

˛

‹

‹

‹

‚

“ HF .

Példa

Az fpx, yq “
ˆ ´y
x2 ` y2

;
x

x2 ` y2

˙

vektormező rotációmentes, de nincs primitív függvénye.

Bizonyítás. Ellenőrizhetjük, hogy

D1f2 “ D2f1 “ ´x2 ` y2

px2 ` y2q2
,

tehát f tényleg rotációmentes az R
2ztp0, 0qu tartományon.

Számítsuk ki a vonalintegrálját az egységkörvonalon: a körvonal paraméterezése legyen
γptq “ pcos t, sin tq, t P r0, 2πs. Az integrál:

ż

γ

@

fpxq, dx
D

“
ż 2π

t“0

@

fpγptqq, 9γptqy dt

“
ż 2π

t“0

@

p´ sin t, cos tq; p´ sin t, cos tq; y dt “
ż 2π

t“0

1 dt “ 2π ‰ 0.

Mivel van olyan zárt görbe, melyen a vonalintegrál nemnulla, nincs primitív függvény.
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Megjegyzés

Az fpx, yq “
ˆ ´y
x2 ` y2

;
x

x2 ` y2

˙

vektormezőnek lokálisan létezik primitív függvénye.

Például bármilyen origó csúcsú szögtartományban definiálhatunk egy "szög" nevű függ-
vényt, ennek deriváltja az f . Viszont nem létezik az egész kilyukasztott síkon érvényes,
folytonos kiterjesztése.

Ha a síkból elhagyunk egy origóból induló zárt félegyenest, a megmaradt nyílt szögtarto-
mányban definiálhatjuk az x-tengely és az origóból az px, yq pontba mutató szakasz közötti
irányított szöget. Az egyes félsíkokkal vett metszetekben

szögpx, yq “ arctg
y

x
` C1 “ ´ arctg

x

y
` C2

alkalmas C1, C2 konstansokkal. A függvény parciális deriváltjai

Dxszög “ ´ y
x2

1 ` p y
x
q2

“ ´y
x2 ` y2

,

Dyszög “ ´ 1
x

1 ` p y
x
q2

“ x

x2 ` y2
.

A teljes tartományon nem tudjuk a "szög" függvényt folytonosan értelmezni.

Goursat-lemma

Lemma

Legyen A P R
pˆp és b P R. Ha az A mátrix szimmetrikus, akkor az fpxq “ Ax ` b

függvénynek van primitív függvénye.

Bizonyítás. Egy primitív függvény:

F pxq “ 1
2
xtAx ` xb, xy.

Lemma (Goursat-lemma valós vonalintegrálokra)

Legyen G Ă R
p összefüggő nyílt, f : G Ñ R

p differenciálható, rotációmentes.
Ha ∆ irányított háromszögvonal, a belsejével együtt G-be esik, akkor

ş

∆
f “ 0.

Bizonyítás. Rekurzívan konstruálunk egy ∆0,∆1,∆2, . . . irányított háromszögsorozatot. A
kiinduló háromszög ∆0 “ ∆, és mindegyik háromszög feleakkora lesz, mint az előző háromszög.

Az n-edik háromszög kerülete tehát kn “ ℓp∆q
2k

. A ∆ kerületén vett integrált In-nel fogjuk

jelölni: In “
ş

∆n
xfpxq, dxy.

A konstrukció: ∆0 “ ∆. Ha a ∆n háromszög már megvan, akkor a középvonalaival 4 részre
osztjuk, és a négy kis háromszöget az ábra szerint irányítjuk.
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∆n

c

∆0

∆1

∆2

∆3

A négy kis háromszög közül azt választjuk ∆n`1-nek, amelyen az f függvény vonalinteg-
ráljának abszolút értéke a legnagyobb. Ha a négy kis háromszögön vett vonalintegrálokat
összeadjuk, akkor a középvonalakon vett integrálok kiesnek, és a négy vonalintegrál összege
éppen a ∆n-en vett vonalintegrál lesz, vagyis In. Ezért tehát |In`1| ě 1

4
|In|; indukcióval

|In| ě |I0|
4n
.

A ∆n háromszögek konvex burkai, tehát a zárt háromszöglemezek egy csökkenő sorozatot
alkotnak, ezeknek van egy közös c pontja. Már a nulladik háromszöglemez is G-ben volt, tehát
c P G, és a feltétel szerint az fpxq függvény differenciálható a c pontban; az értéke legyen
b “ fpcq, a Jacobi-mátrixa A “ Jf pcq. A feltétel szerint A szimmetrikus.

Most vegyünk egy tetszőleges ε ą 0 számot; mivel fpxq differenciálható a c pontban, van
olyan δ ą 0, hogy a Bpc, δq környezetben

ˇ

ˇfpxq ´ b ´ Apx ´ cq
ˇ

ˇ ď ε ¨ |x ´ c|.

Ha n elég nagy, akkor a ∆n háromszög már benne van a Bpc, δq gömbben. Vegyünk egy
ilyen n-et, és vizsgáluk a vonalintegrált ∆n-en:

In “
ż

∆n

xfpxq, dxy “
ż

∆n

xApx ´ cq ` b, dxy
loooooooooooomoooooooooooon

0

`
ż

∆n

xfpxq ´ Apx ´ cq ´ b, dxy.

Az előző lemma miatt az Apx´cq`b függvénynek van primitív függvénye, így a vonalintegrálja
nulla.

A ∆n háromszög mindegyik pontja közelebb van a c ponthoz, mint a háromszög kerülete,
tehát x P ∆n esetén |x ´ c| ă kn. A triviális becsléssel együtt

|I0|
4n

ď |In| “
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

∆n

xfpxq ´ Apx ´ cq ´ b, dxy
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
xP∆n

ˇ

ˇfpxq ´ Apx ´ cq ´ b
ˇ

ˇ ¨ kn

ď sup
xP∆n

ε|x ´ c| ¨ kn ď εkn ¨ kn “ ε

ˆ

ℓp∆q
2n

˙2

;

átszorozva
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

∆

f

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

“ |I0| ď ε ¨ ℓp∆q2.

Ez minden ε-ra igaz, tehát
ş

∆
f “ 0.
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Következmény (primitív függvény létezése konvex tartományon)

Legyen G Ă R
p összefüggő nyílt, konvex, és f : G Ñ R

p differenciálható. Az f -nak akkor
és csak akkor van primitív függvénye, ha rotációmentes.

Bizonyítás. Azt már tudjuk, hogy ha f differenciálható és van primitív függvénye, akkor
rotációmentes; a másik irány az új.

Legyen tehát f rotációmentes; azt kell igazolnunk, hogy f -nek vak primitív függvénye, vagy
ami ezzel ekvivalens, bármilyen zárt töröttvonalon 0 a vonalintegrálja.

a0
a1

a2

an

A zárt töröttvonalakat most szögletes zárójellel foguk jelölni. Vegyünk tehát egy tetszőleges
ra0a1a2 . . . ans töröttvonalat. Ezt az a0a1, . . . , a0an´1 átlókkal háromszögekre bonthatjuk, és

ż

ra0a1...ans

f “
n
ÿ

i“1

ż

ra0ai´1ais

f.

A konvexitás miatt mindegyik ra0ai´1ais zárt háromszöglemez G-ben van, így a jobboldalon
mindegyik integrál 0.

Következmény (lokális primitív függvény létezése)

Legyen G Ă R
p összefüggő nyílt, konvex, és f : G Ñ R

p differenciálható, rotációmen-
tes. Ekkor minden a P G pontnak van olyan környezete, amelyben f -nek van primitív
függvénye.

Bizonyítás. Minden gömbi környezet konvex, és G minden konvex részén létezik primitív
függvény.

Definíció (csillagszerű tartomány)

Legyen G Ă R
p összefüggő, nyílt. A G csillagszerű, ha van olyan x0 P G pont, hogy

bármely x P G pont esetén a rx0, xs szakasz része G-nek.

Példák

• Minden konvex tartomány csillagszerű.

• R
2ztpx, 0q : x ě 0u csillagszerű.

• R
pzt0u nem csillagszerű.

14



Következmény (primitív függvény létezése csillagszerű tartományon)

Legyen G Ă R
p összefüggő nyílt, csillagszerű, és f : G Ñ R

p differenciálható. Az f -nak
akkor és csak akkor van primitív függvénye, ha rotációmentes.

Bizonyítás. Legyen c a csillag közepe.
an

a1
a2

c

Tetszőleges, G-ben fekvő ra1a2 . . . ans zárt töröttvonalra az összes rcai´1ais háromszöglemez
G-ben fekszik, így

ż

ra1a2...ans

f “
n
ÿ

i“1

ż

rcai´1ais

f “ 0.
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1.4. Homotópia és vonalintegrál

A csillagszerű tulajdonságot egy általánosabb topológiai tulajdonságra fogjuk cserélni. Ehhez
szükség lesz a homotópia fogalmára.

Definíció (közös kezdő-és végpontú homotóp görbék)

Legyen G Ă R
p, γ0, γ1 : r0, 1s Ñ G közös kezdő- és végpontú, folytonos görbék, tehát

γ0p0q “ γ1p0q és γ0p1q “ γ1p1q.

H

γ0

γ1

D
t

u

0 1

1

0

A γ0 és a γ1 görbe G-ben homotóp egymással, ha folytonosan átdeformálhatók egymásba,
vagyis létezik olyan H : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ G folytonos függvény, amelyre

(a) bármely t P r0, 1s-re Hpt, 0q “ γ0ptq Hpt, 1q “ γ1ptq;

(b) bármely u P r0, 1s-re Hp0, uq “ γ0p0q “ γ1p0q és Hp1, uq “ γ0p1q “ γ1p1q.

Személetesen, rögzített u esetén t ÞÑ Hpt, uq az u-adik görbe; az (a) tulajdonság szerint
a 0-adik görbe a γ0, az 1-edik görbe a γ1. A (b) tulajdonság azt követeli meg, hogy a
közbülső görbék kezdő- és végpontja is ugyanaz legyen.

Definíció (homotóp zárt görbék)

Legyen G Ă R
p, γ0, γ1 : r0, 1s Ñ G folytonos zárt görbék, tehát γ0p0q “ γ0p1q és γ1p0q “

γ1p1q.

H

D
t

u

0 1
0

1

γ0

γ1

A γ0 és a γ1 görbe G-ben homotóp, ha folytonosan átdeformálhatók egymásba, vagyis
létezik olyan H : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ G folytonos függvény, amelyre

(a) bármely t P r0, 1s-re Hpt, 0q “ γ0ptq és Hpt, 1q “ γ1ptq;

(b) bármely u P r0, 1s-re Hp0, uq “ Hp1, uq.

A (b) tulajdonság azt követeli meg, hogy a közbülső görbék is zárt görbék.
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Definíció (nullhomotóp görbe)

Legyen G Ă R
p, γ Ñ G folytonos zárt görbe. A γ görbe G-ben nullhomotóp vagy (egy)

pontra (össze)húzható, ha homotóp egy egypontú (konstans) görbével.

H

D
t

u

0 1
0

1

γ

Tétel (vonalintegrál homotóp görbéken)

Legyen G Ă R
p összefüggő, nyílt, f : G Ñ R

p folytonos vektormező, aminek lokálisan
létezik primitív függvénye, vagyis G minden pontja körül egy környezetben az f -nek van
primitív függvénye. Ekkor

(a) Ha γ0 és γ1 közös kezdőpontú, G-ben homotóp, szakaszonként C1 görbék, akkor
ş

γ0

f “
ş

γ1

f .

(b) Ha γ0 és γ1 zárt, G-ben homotóp, szakaszonként C1 görbék, akkor
ş

γ0

f “
ş

γ1

f .

(c) Ha γ zárt, G-ben nullhomotóp, szakaszonként C1 görbe, akkor
ş

γ
f “ 0.

γ0

γ1

D Dγ0

γ1

Dγ

Bizonyítás. (a,b) Legyen H : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ G mint a homotópia definíciójában.

D

a0,n

an,n

a0,0
an,0

γ1

γ0

K

H

t

u

0 1
0

1

A H képe K, kompakt; van olyan r ą 0 hogy K bármely pontjának r sugarú környezete
D-ben van.

A H egyenletesen folytonos; van olyan n pozitív egész, hogy bármely t, t1, u, u1 P r0, 1s,
|t ´ t1| ď 1

n
, |u ´ u1| ď 1

n
esetén

ˇ

ˇHpt, uq ´ hpt1, u1q
ˇ

ˇ ă r.
A r0, 1s ˆ r0, 1s négyzetet n ˆ n részre osztjuk; legyen 0 ď k, ℓ ď n esetén ak,ℓ “ Hp k

n
, ℓ
n

q.
Az rak,ℓak`1,ℓak`1,ℓ1ak,ℓ`1ak,ℓs töröttvonal a Bpak,ℓ, rq gömbben fekszik, ott van f -nek lokális

primitív függvénye, a töröttvonalon az f vonalintegrálja 0.
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0 “
n´1
ÿ

k“0

n´1
ÿ

ℓ“0

ż

ark,ℓak̀ 1,ℓak̀ 1,ℓ1ak,ℓ̀ 1ak,ℓ
s

f

“
n´1
ÿ

k“0

ż

rak,0ak̀ 1,0s

f `
n´1
ÿ

k“0

ż

rak̀ 1,0ak,0s

f `
n´1
ÿ

ℓ“0

ż

ra0,ℓ̀ 1a0,ℓs

f `
n´1
ÿ

ℓ“0

ż

ran,ℓan,ℓ̀ 1s

f

“
ż

γ0

f ´
ż

γ1

f `
n´1
ÿ

ℓ“0

ˆ
ż

ran,ℓan,ℓ̀ 1s

f ´
ż

ra0,ℓa0,ℓ̀ 1s

f

˙

“
ż

γ0

f ´
ż

γ1

f.

Közös végpontú görbék esetén az utolsó zárójelben mindkét szakasz egy-egy pont; zárt görbék
esetén a két szakasz ugyanaz.

A (b) állításnak speciális esete a (c) állítás.

Definíció (egyszeresen összefüggő tartomány)

Legyen G Ă R
p összefüggő nyílt. A G egyszeresen összefüggő, ha minden G-ben fekvő

zárt görbe nullhomotóp.

Példák

Egyszeresen összefüggő tartományok:

• R
p

• minden konvex tartomány

• minden csilagszerű tartomány

• R
3zt0u

Nem egyszeresen összefüggő tartományok:

• R
2zBpp0, 0q, 1qu

• R
3ztpt, t, tq : x P Ru

• R
3ztpcos t, sin t, 0q : t P r0, 2πsu

Tétel (a primitív függvény létezése egyszeresen összefüggő tartományon)

Legyen G Ă R
p egyszeresen összefüggő, nyílt, és f : G Ñ R

p differenciálható vektormező.
Az f -nek akkor és csak akkor van primitív függvénye, ha f rotációmentes.

Bizonyítás. A tartomány egyszeresen összefügő, ezért G-ben minden zárt görbe, speciálisan
minden zárt töröttvonal nullhomotóp. Az előző tétel miatt minden zárt töröttvonalon 0 az f
vonalintegrálja, de akkor van primitív függvénye.
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Feladatok

1.1. Legyen gptq “ p1, t, t2q (t P r0, 1s) és fpx, y, zq “ pyz, xz, xyq. Számítsuk ki a következő
vonalintegrálokat:

ż

g

f1 dx2

ż

g

ă f, dx ą
ż

g

f ˆ dx

Melyik integrált számíthatjuk ki közvetlenül a valós vonalintegrálokra vonatkozó Newton-
Leibniz formulából?

1.2. Legyen gptq “ pt, t2q (t P r0, 1s). Számítsd ki a következő vonalintegrálokat:
ż

g

cosxdy
ż

g

ă pex cosx, ex sin yq, dx ą

Melyik integrált számíthatjuk ki közvetlenül a valós vonalintegrálokra vonatkozó Newton-
Leibniz formulából?

1.3. Egy ρ homogén töltéssűrűségű egyenes által létrehozott elektromos térerősség iránya
merőleges az egyenesre, nagysága az egyenestől d távolságban 2kρ{d. Mekkora a feszültség két
pont között?

1.4. Melyik függvénynek van primitív függvénye? Ha van, írjuk is fel! Ha nincs, mutassunk
példát olyan zárt görbére, amelyen a vonalintegrál nem tűnik el!

px, yq py, xq
ˆ ´y
x2 ` y2

,
x

x2 ` y2

˙ ˆ

x?
x2 ` y2

,
y?

x2 ` y2

˙

pch y;x sh yq pch x; y sh xq

1.5. Mik azok a differenciálható f : R2 Ñ R függvények, amire a következő állítás teljesül?
Ha g egyszerű, zárt, rektifikálható görbe R

2-ben, akkor

paq
ż

g

x2y3dy “
ż

g

fpx, yqdx; pbq
ż

g

ex cos ydx “
ż

g

fpx, yqdy.

1.6. Igazoljuk, hogy ha f : R
2 Ñ R

2 folytonos, és minden tengelypárhuzamos téglalap
kerületén eltűnik a vonalintegrálja, akkor f -nek van primitív függvénye.

1.7. Az f : R2ztp0, 0qu Ñ R
2 vektormező akárhányszor differenciálható, rotációmentes, és az

origó egy pontozott könyezetében korlátos. Bizonyítsuk be, hogy van primitív függvénye.

1.8. Legyen G “ R
3ztpx, x, xq : x P Ru. Keressünk olyan differenciálható G Ñ R

3 vektor-
mezőt, ami rotációmentes (azaz a „keresztbe vett” parciális deriváltjai megegyeznek), de nincs
primitív függvénye.

1.9. Legyen H “ R
3ztpx, y, 0q : x2 ` y2 “ 1u. Mutassunk példát olyan differenciálható,

rotációmentes H Ñ R
3 függvényre, aminek nincs primitív függvénye.

1.10. Melyik halmaz egyszeresen összefüggő?

R
2ztp0, 0qu R

3ztp0, 0, 0qu R
3ztt, 0, 0q : t P Ru R

4ztt, 0, 0, 0q : t P Ru

R
3ztpcos t, sin t, 0q : t P Ru R

4ztpcos t, sin t, 0, 0q : t P Ru

1.11. Egyszeresen összefüggő-e a H “ R
3ztpcos t, sin t, etq : t P Ru halmaz?
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2. fejezet

Integráltételek síkban

2.1. Green-tétel

Az integráltételeinkben nem csak az eddig megismert valós vonalintegrálokra lesz szükségünk; a
skaláris szorzás helyett használni fogjuk vektor és skalár szorzatát, a 3-dimenziós vektoriális és
a komplex szorzást is, ezért az eddigi valós vonalintegrálfogalmunkat kiterjesztjük mindenféle,
vektor- és skalárértékű szorzásra. Másfelől, mindig folytonos függvényeket fogunk integrálni, és
mindig szakaszonként C1 görbéken, ezért az általános definíciót leszűkíthetjük erre az esetre.

Definíció (általános vonalintegrál szakaszonként C1 görbén)

Legyen

• G Ă R
p összefüggő, nyílt, γ : ra, bs Ñ G szakaszonként C1 görbe;

• f : G Ñ R
q folytonos függvény;

• ˚ : Rq ˆ R
p Ñ R

r bilineáris függvény, valamilyen szorzás.

Ekkor az
ş

γ
fpxq ˚ dx vonalintegrált a következőképpen definiáljuk:

ż

γ

fpxq ˚ dx “
ż b

t“a

´

f
`

γptq
˘

˚ 9γptq
¯

dt.

Ha r ą 1, akkor az integrandus és integrál értéke is r-dimenziós vektor; minden szinten a
szorzat megfelelő koordinátáját kell integrálni:

ż

γ

fpxq ˚ dx “

¨

˚

˚

˚

˝

şb

t“a

´

f
`

γptq
˘

˚ 9γptq
¯

1
dt

...
şb

t“a

´

f
`

γptq
˘

˚ 9γptq
¯

r
dt.

˛

‹

‹

‹

‚
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Példák

• Ha p “ q “ r “ 1, γptq “ t és ˚ a valós számok szorzása, akkor ez éppen az
egyváltozós Riemann-integrál.

• Ha p “ q és r “ 1, és ˚ a vektorok skaláris szorzása, akkor ez a valós vonalintegrál.

• Ha p “ q “ r “ 2, és ˚ a komplex szorzás, akkor a neve az f komplex vonalintegrálja
a γ görbén.

• Ha q “ r “ 1 és 1 ď i ď p, akkor az f függvénynek az xi változó szerinti vonalin-
tegrálja a γ görbén

ş

γ
fpxqdxi “

şb

a
fpγptqq 9γiptq dt.

Megjegyzés

Mindegyik vonalintegrált átírhatjuk az egyes változók szerinti vonalintegrálok egy lineáris
kombinációjára.

• Valós vonalintegrál:
ż

γ

@

fpxq, dx
D

“
p
ÿ

i“1

ż

γ

fipxq dxi

• Komplex vonalintegrál:

ż

γ

fpxq ¨ dx “

¨

˚

˚

˝

ż

γ

f1pxq dx1 ´
ż

γ

f2pxq dx2

ż

γ

f2pxq dx1 `
ż

γ

f1pxq dx2

˛

‹

‹

‚

Példa

Számítsuk ki az fpzq “ z függvény komplex vonalintegrálját az egységkörvonalon.

Megoldás.

γptq “ pcos t, sin tq p0 ď t ď 2πq; xptq “ γ1ptq “ cos t, yptq “ γ2ptq “ sin t

9γptq “ p´ sin t, cos tq; dx “ 9γ1ptq dt “ ´ sin t dt, dy “ 9γ2ptq dt “ cos t dt

fpx, yq “ px,´yq

ż

γ

f1pxq dx “
ż

γ

x dx “
ż 2π

t“0

cos t ¨ p´ sin tq dt “ 0;

ż

γ

f1pxq dy “
ż

γ

x dy “
ż 2π

t“0

cos t ¨ cos t dt “ π;

ż

γ

f2pxq dx “
ż

γ

p´yq dx “
ż 2π

t“0

p´ sin tq ¨ p´ sin tq dt “ π;

ż

γ

f2pxq dy “
ż

γ

p´yq dy “
ż 2π

t“0

p´ sin tq ¨ cos t dt “ 0;
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ż

γ

fpx, yq ˚ pdx, dyq “
ż

γ

pf1, f2q ˚ pdx, dyq “
ż

γ

`

f1 dx ´ f2 dy; f1 dy ` f2 dx
˘

“
ˆ
ż

γ

f1 dx ´
ż

γ

f2 dy;
ż

γ

f1 dy `
ż

γ

f2 dx
˙

“
´

0 ´ 0;π ` π
¯

“ p0, 2πq.

Avagy,
ż

γ

z dz “ 2πi.

"Keresztszorzat"
A síkbeli integráltételekhez használni fogjuk a vektoriális szorzat kétdimenziós változatát:

Definíció

Az a,b P R
2 síkvektorok keresztszorzata

a ˆ b “ a1b2 ´ a2b1 “ det
ˆ

a1 b1

a2 b2

˙

,

irányított szöge az a ϕ P R{2πZ szög, amelyre

|a| ¨ |b
ˇ

ˇ ¨ cosϕ “
〈

a,b
〉

, |a| ¨ |b
ˇ

ˇ ¨ sinϕ “ a ˆ b

a

b

ϕ

Megjegyzés

Síkvektoroknak most már legalább háromféle szorzatát ismerjük: a skaláris szorzás és a
keresztszorzat bilineáris R

2 ˆ R
2 Ñ R függvények, a komplex szorzás pedig tekinthető

bilineáris R
2 ˆ R

2 Ñ R
2 függvénynek.
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Görbeindex, Jordan-féle görbetétel

Definíció

A γ : ra, bs Ñ R
p görbe egyszerű, zárt, ha folytonos, γpaq “ γpbq, és a két végpont

kivételével injektív (pl. az ra, bq intervallumra megszorítva injektív.)

Definíció

Ha γ : ra, bs Ñ R
2 zárt görbe, és a c P R

2 pont nincs rajta a görbén, akkor npγ, cq P Z

jelenti azt, hogy a γ előjelesen hányszor "kerüli meg" a c pontot. Neve: a görbe c-re
vonatkozó indexe, vagy c körüli körülfordulási száma. A görbeindexet sokféle paraméteres
vonalintegrállal is felírhatjuk, például

npγ, cq “ 1
2π

ż

px,yqPγ

C

ˆ ´py ´ c2q
px ´ c1q2 ` py ´ c2q2

,
x ´ c1

px ´ c1q2 ` py ´ c2q2

˙

loooooooooooooooooooooooooooooomoooooooooooooooooooooooooooooon

grad szögpx´cq

; pdx, dyq
G

“ 1
2π

ż

xPγ

px ´ cq
|x ´ c|2 ˆ dx

vagy komplex vonalintegrállal

npγ, cq “ 1
2πi

ż

zPγ

dz
z ´ c

.

+2c

x

+1
0

−1

A görbeindex mindig egész szám.

Definíció (Jordan-görbe (Marie Ennemond Camille Jordan, 1838–1922))

A γ : ra, bs Ñ R
2 görbe Jordan-görbe, ha egyszerű, zárt, vagyis folytonos, γpaq “ γpbq, és

a két végpont kivételével injektív (pl. az ra, bq intervallumra megszorítva injektív.)

Tétel (Jordan-féle görbetétel)

Ha γ : ra, bs Ñ R
2 egyszerű, zárt görbe, akkor az R

2zγ
`

ra, bs
˘

nyílt halmaz két összefüggő
komponensből áll, az egyik komponens korlátos (a görbe belseje), a másik komponens
nem korlátos (a görbe külseje), és mindkét komponens határa a γ.
A görbe külső pontokra vonatkozó indexe 0, a belső pontokra vonatkozó index vagy
mindenhol `1, vagy mindenhol ´1. Az első esetben a görbét pozitív irányításúnak, a
második esetben negatív irányításúnak nevezzük.

23



(Erdős Pálnak az a mondása, hogy valaki a Jordan-tételt tanulmányozza, azt jelentette: az
illető börtönben van.)

Definíció

K Ă R
2 Jordan-tartomány, ha egy egyszerű, zárt, folytonos görbe belseje.

A továbbiakban a határgörbét, mindig pozitív irányítással, BK fogja jelölni.
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Green tétele

Tétel (Green (George Green, 1793–1841))

Legyen K Jordan-tartomány, amelynek a határa
szakaszonként C1, legyen G Ą clK nyílt, és f :
G Ñ R folytonosan differenciálható.

(a) Ha
Bf
Bx létezik és folytonos clK-n, akkor

ż

BK

fdy “
ż

K

Bf
Bxdxdy.

(b) Ha
Bf
By létezik és folytonos clK-n, akkor

ż

BK

fdx “ ´
ż

K

Bf
By dxdy.

(a+b) együtt: Ha f és g folytonosan differenciálható clK-n, akkor
ż

BK

pfdx ` gdyq “
ż

K

ˆ

´ Bf
By ` Bg

Bx

˙

dxdy.

Bizonyítás. (b1). Ha K normáltartomány: a bizonyítás lényege, hogy K minden függőleges
szekcióján alkalmazzuk az egyváltozós Newton-Leibniz formulát.

Tegyük fel, hogy
K “

 

px, yq : x P ra, bs, ϕpxq ď y ď ψpxqu,
valamilyen ra, bs intervallummal és szakaszonként differenciálható ϕ, ψ : ra, bs Ñ R, ϕ ď ψ

függvényekkel. A két függvénygrafikon tehát px, ϕpxqq és px, ψpxqq.

γ1

γ2

γ3

γ4
ϕ(x)

bxa

y

K

ψ(x)

A BK határ négy részre vágható: a felső és az alsó határoló grafikon γ1 és γ3, és két függőleges
szakasz γ2 és γ4. A felső függvénygrafikonon jobbról balra kell végigmennünk.

A függőleges szakaszokon az x szerinti vonalintegrál 0.

ż

K

Bf
By dxdy “

ż b

x“a

˜

ż ψpxq

y“ϕpxq

Bf
By dy

¸

dx “
ż b

x“a

´

fpx, ψpxqq ´ fpx, ϕpxqq
¯

dx “

“ ´
ż

γ1

fdx ´
ż

γ3

fdx “ ´
ż

BK

fdx.

(a1) Ha K egy tükrözött mormáltartmány, akkor hasonlóan bizonyítunk, az x és y felcseré-
lésével. Ez a tükrözés megfordítja a határ irányítását, ezért azt vissza kell fordítanunk; itt jön
be még egy negatív előjel.
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ψ(y)

a

y

b

K

x

ϕ(y)

γ3

γ4

γ2

γ1

ż

K

Bf
Bxdxdy “

ż b

y“a

˜

ż ψpyq

x“ϕpyq

Bf
Bxdx

¸

dy “
ż b

y“a

´

fpy, ψpyqq ´ fpy, ϕpyqq
¯

dy

“
ż

γ3

fpx, yq dy `
ż

γ1

fpx, yq dy “
ż

BK

fpx, yq dy.

Általában:

• A fentiek bizonyítanak például konvex sokszögekre.

• Átlókkal vagy akár párhuzamos szakaszokkal szétvágva-összeragasztva megkapjuk az ál-
lítást tetszőleges zárt töröttvonalra.

• Az általános esetben a határgörbét belülről közelítjük töröttvonalakkal, majd határátme-
net.

Következmény (Jordan-tartomány területe)

Ha K Jordan-tartomány, a határa szakaszonként C1, akkor

tpKq “
ż

BK

xdy “ ´
ż

BK

ydx “ 1
2

ż

BK

x ˆ dx.

Bizonyítás. Green-tétel az fpx, yq “ x, illetve fpx, yq “ ´y függvényekre vagy a kettő
összegére:

ż

BK

xdy “
ż

K

Bx
Bx dxdy “

ż

K

1 dxdy “ tpKq.

´
ż

BK

ydx “
ż

K

By
By dxdy “

ż

K

1 dxdy “ tpKq.

Példa

Próbáljuk ki a fenti területképletet az origó középpontű, r sugarú körre.

A határgörbe:

γptq “ pr cos t, r sin tq p0 ď t ď 2πq, dx “ 9γptqdt “ p´r sin t, r cos tqdt.

t
`

Bp0, rq
˘

“ 1
2

ż

BK

x ˆ dx “ 1
2

ż 2π

t“0

pr cos t, r sin tq ˆ p´r sin t, r cos tq dt

“ 1
2

ż 2π

t“0

r2 dt “ r2π.
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Következmény

Szakaszonként C1 Jordan-görbén, aminek a belsejében rotációmentes egy vektormező, a
valós vonalintegrál 0.

Bizonyítás. Ezt már megcsináltuk sokkal általánosabban a Goursat-lemmával, de a Green-
tétel is működik:
ż

BK

xf, dxy “
ż

BK

f1dx`
ż

BK

f2dy “ ´
ż

K

Bf1

By dxdy`
ż

K

Bf2

Bx dxdy “
ż

K

ˆBf2

Bx ´ Bf1

By

˙

dxdy “ 0.

Megjegyzés

A fentiek elmondhatók olyan tartományokra is, amelyeket egynél több zárt görbe hatá-
rol, ha a görbéket megfelelően irányítjuk. Legyen K Ă G olyan halmaz, amelynek ha-
tára véges sok, diszjunkt, egyszerű zárt, szakaszonként C1 görbéből áll (a továbbiakban:
krumpli), akkor K határgörbéit lehetséges úgy irányítani, hogy az K külső pontjaikra
vonatkozó indexe 0, a belső pontokra az indexösszeg `1 legyen. A továbbiakban BK (a
krumpli héja) ezeknek az irányított határgörbéknek a halmazát fogja jelenteni, és az

ş

BK

a görbéken vett integrálok összegét.

γ2

γ3

γ1

K

Az összeragasztós-approximálós módszer ezekre is működik, így a Green-tétel és fenti
következményei az ilyenekre is kiterjeszthetők.
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2.2. Newton–Leibniz formula síkban

A továbbiakban γ mindig szakaszonként folytonosan differenciálható lesz.

Definíció

ds = (dx, dy)

n ds = (dy,−dx)

K

∂K

A γptq “
ˆ

xptq
yptq

˙

szakaszonként C1 görbe sebességvektora a t időpontban 9γptq “
ˆ

9xptq
9yptq

˙

.

Ha ez nem a nullvektor, akkor az érintővektor t “ 9γptq
| 9γptq| “ p 9x, 9yq?

9x2 ` 9y2
. Ennek p´90˝q-kal

elforgatottja a külső normális: n “ p 9y,´ 9xq?
9x2 ` 9y2

.

Az ívhossz szerinti integráloknál használni fogjuk a ds “ dx és a ds “ |dx|, a terület
szerinti integráloknál az dA “ dxdy jelöléseket. A szokásos helyettesítésekkel a görbén

t ds “
ˆ

dx
dy

˙

, n ds “
ˆ

dy
´dx

˙

.

Tétel (Newton–Leibniz formula (Isaac Newton, 1642–1727; Gottfried Wilhelm
Leibniz, 1646–1716))

Ha clpKq Ă G Ă R
2 Jordan-tartomány, aminek a határa pozitív irányítású, szakaszonként

folytonosan differenciálható görbe, és f : G Ñ R folytonosan differenciálható, akkor
ż

K

pgrad fq dA “
ż

BK

f n ds.

Bizonyítás.

ż

BK

fn ds “
ż

BK

f ¨
ˆ

dy

´dx

˙

“
ˆ

ş

BK
fdy

´
ş

BK
fdx

˙

“
ˆ

ş

K
Dxf dA

ş

K
Dyf dA

˙

“
ż

K

pgrad fq dA.

Megjegyzés. Elmondhatjuk ugyanezt egydimenzióban, egy f : ra, bs Ñ R folytonosan differen-
ciálható függvényre. A határ két, egységnyi súlyú pontból áll: a felső végpontban a kifelé mutató
normálvektor a `1, az alsó végpontban ´1. Ezért

ş

ra,bs
f 1pxq dx “ fpaq ¨ p´1q ` fpbq ¨ p`1q.

Példa

A Newton–Leibniz formula segítségével írjunk fel olyan f : R2 Ñ R függvényt, amelyre
igaz, hogy bármely, szakaszonként differenciálható határú K krumpli súlypontja

S “

ż

BK

fpxq nds

tpKq .
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Megoldás. A súlypont a pontok terület szerinti átlaga:

S “

ż

K

x dA

tpKq .

Az kellene, hogy

@K
ż

BK

fpxq nds “
ż

K

x dA.

A Newton–Leibniz formula szerint
ż

BK

fpxq nds “
ż

K

`

grad fpxq
˘

dA,

tehát minden szép és jó, ha
`

D1fpx, yq, D2fpx, yq
˘

“ grad fpxq “ x “ px, yq.

Például
fpx, yq “ 1

2
px2 ` y2q “ 1

2
|x|2 egy jó függvény.
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2.3. Gauss–Osztrogradszkij tétel síkban

Mese a talajvíz forráserősségéről és forrássűrűségéről
Kertünk, K egy talajvízzel elárasztott G területen fekszik, a vízszint állandó. A terület bármely
pontján a talajvíz feltörhet vagy elszivároghat, de a feltörő víz a BK keritésen keresztül kiáram-
lik, illetve az elszivárgó vízmennyiség a kerítésen keresztül áramlik be. A víz tehát folyamatos
mozgásban van, a sebességét az f : G Ñ R

2 vektormező adja meg.
A kertből a kerítésen át másodpercenként kifolyó vízmennyiség a kertünk forráserőssége.

Egy ds hosszú kerítésdarabon, amelynek kifelé mutató normálvektora n, másodpercenként
xf,n dsy víz folyik ki; a forráserősség ennek integrálja, vagyis

ş

BK
xf,n dsy.

n

f

ds

∂K

K

Most osszuk fel kertünket kis, 2r oldalú négyzetekre, és vizsgáljunk meg, hogy egy pa, bq
pont körüli ra ´ r, a ` rs ˆ rb ´ r, b ` rs négyzetben mennyi víz tör fel, illetve mennyi folyik
a négyzetből ki. Az f persze egy-egy oldalon sem állandó, mi az oldalak középpontjában vett
értékekkel fogunk számolni.

f(a + r, b)

f(a, b + r)

(a + r, b− r)

(a + r, b + r)

f(a− r, b)

(a− r, b + r)

(a− r, b− r)

(a, b)

f(a, b− r)

A függőleges oldalakon kifolyó vízmennyiség csak f vízszintes komponensétől függ, a víz-
szintes oldalakon pedig az f függőleges komponensétől.

• A jobboldalon kifolyó vízmennyiség: f1pa ` r, bq ¨ 2r

• Baloldalon: ´f1pa ´ r, bq ¨ 2r (a negatív irány mutat kifelé)

• Fent: f2pa, b ` rq ¨ 2r

• Lent: ´f2pa, b ´ rq ¨ 2r (a negatív irány mutat kifelé)

Összeadva, a négyzet forráserőssége

« f1pa ` r, bq ¨ 2r ´ f1pa ´ r, bq ¨ 2r ` f2pa, b ` rq ¨ 2r ´ f2pa, b ´ rq ¨ 2r

“
ˆ

f1pa ` r, bq ´ f1pa ´ r, bq
2r

` f2pa, b ` rq ´ f2pa, b ´ rq
2r

˙

¨ p2rq2

«
`

D1f1pa, bq ` D2f2pa, bq
˘

¨ terület.

Mondhatjuk, hogy az pa, bq pont körül négyzetméterenként és másodpercenként D1f1pa, bq`
D2f2pa, bq köbméter talajvíz tör fel. A forrássűrűség az pa, bq pontban: D1f1pa, bq ` D2f2pa, bq.
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A kertben másodpercenként feltörő összes vízmennyiség, vagyis a kert forráserőssége a for-
rássűrűség terület szerinti integrálja, vagyis

ş

K
pD1f1 ` D2f2qdA.

Ezzel kétféle heurisztikus képletet is kitaláltunk a kertből kifolyó vízmennyiségre, és azt vár-
juk, hogy a kettő valóban egyenlő, és persze nem függ az önkényesen megválasztott koordináta
irányainktól sem.

Divergencia

Definíció (vektormező divergenciája)

Legyen G Ă R
p nyílt és f : G Ñ R

p differenciálható. Az f vektormező divergenciája vagy
forrássűrűsége

div f “ D1f1 ` D2f2 ` . . . ` Dpfp “ tr Jf .

A ∇ “

¨

˚

˝

D1
...
Dp

˛

‹

‚
jelöléssel, alternatív felírások:

div f “ x∇, fy “ tr f 1 “ ∇t

¨

˚

˚

˚

˝

f1

f2
...
fp

˛

‹

‹

‹

‚

ż

BK

xf, dxy “
ż

BK

f1dx `
ż

BK

f2dy “

“ ´
ż

K

Bf1

By dxdy `
ż

K

Bf2

Bx dxdy “

“
ż

K

ˆBf2

Bx ´ Bf1

By

˙

dxdy “ 0.

Tétel

A divergencia nem függ a koordinátarendszer irányától.

Bizonyítás. Általában, mi történik, ha a szokásos koordináta-rendszerről a pu1, . . . ,upq
koordináta-egységvektorokra térünk át? Az új koordináta vektorokból egy T “ pu1, . . . ,upq
mátrixot készíthetünk, ami ortogonális (azaz T tT “ TT t “ I avagy T´1 “ T t), és pozitív
irányítású (azaz detT “ 1). Ha egy vektor koordinátái a régi rendszerben x, az új rendszerben
y, akkor y “ T tx.

A T transzformáció megtartja a skaláris szorzatot: tetszőleges x,y vektorokra

xT tx, T tyy “ pT txqtpT tyq “ xtpTT tqy “ xty “ xx,yy.

Az ui irányú iránymenti derivált Dui
“ uti∇; az új rendszerben a deriváló operátor

∇új “

¨

˚

˝

Du1

...
Dup

˛

‹

‚
“

¨

˚

˝

ut1
...

utp

˛

‹

‚
∇ “ T t∇.

31



Avagy, skalármező gradiensvektora az új koordináta-rendszerben

gradúj f “ T t gradrégi f.

A vektormezőket is az új koordináta-rendszerben írjuk fel, tehát ∇új-t nem az f “

¨

˚

˝

f1
...
fp

˛

‹

‚

függvényre, hanem az fúj “ T tf fügvényre kell alkalmaznunk.
Tehát

divúj fúj “ ∇t
újfúj “ p∇tT qpT tfq “ ∇tpTT tqf “ ∇tf “ div f .

Tétel (2-dimenziós Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel (Carl Fried-
rich Gauß, 1777–1855; Михаил Васильевич Остроградский, 1801–1862))

Ha clpKq Ă G Ă R
2 Jordan-tartomány, aminek a határa pozitív irányítású, szakaszonként

folytonosan differenciálható görbe, és f : G Ñ R
2 folytonosan differenciálható vektormező,

akkor
ż

K

pdiv fq dA “
ż

BK

xf ,ndsy.

Bizonyítás.
ż

BK

xf ,ndsy “
ż

BK

`

f1dy ` f2p´dxq
˘

“
ż

BK

f1dy ´
ż

BK

f2dx “

“
ż

K

pD1f1qdA `
ż

K

pD2f2qdA “
ż

K

pdiv fq dA.

Megjegyzés

A Gauss-Osztrogradszkij tétel lehetőséget ad a divergencia egy koordinátafüggetlen defi-
níciójára, egy pontra összehúzódó krumplikkal:

div fpaq “ lim
rÑ`0

ˆ

1
2πr

ż

|x´a|“r

@

fpxq,nds
D

˙

.
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2.4. Stokes-tétel síkban

Vektormező örvényerőssége és örvénysűrűsége
Kertünkben most az örvénylést fogjuk mérni. Csónakunkra a kert minden pontjában vala-
mekkora f erő hat a víz sodrása miatt. A kert határán az örvényerősség azt jelenti, hogy
pozitív irányban körbe haladva a sodrás mekkora munkát végez. Ezt persze a szokásos valós
vonalintegrál adja meg: W “

ş

BK
xf, dxy “

ş

BK
pf1dx ` f2dyq.

Ismét osszuk fel kertünket kis, 2r oldalú négyzetekre, és vizsgáljunk meg az örvényerősséget
az pa, bq pont körüli ra´ r, a` rs ˆ rb´ r, b` rs négyzet határán. Ismét csak az oldalközéppon-
tokban vett erőkkel számolva, a végzett munka a jobb-, a bal-, a felső és az alsó oldalon rendre
f2pa ` r, bq ¨ 2r, f2pa ´ r, bq ¨ p´2rq, f1pa, b ` rq ¨ p´2rq, illetve f1pa, b ´ rq ¨ 2r, összesen

`

f2pa ` r, bq ´ f2pa ´ r, bq ´ f1pa, b ` rq ` f1pa, b ´ rq
˘

¨ 2r «
`

D1f2 ´ D2f1q ¨ p2rq2.

f(a + r, b)

f(a, b + r)

(a + r, b− r)

(a + r, b + r)

f(a− r, b)

(a− r, b + r)

(a− r, b− r)

(a, b)

f(a, b− r)

Ha ezt az összes kis négyzetre összeadjuk, akkor a belső határokon vett munkák kies-
nek, és csak a kert határa mentén végzett munka marad meg. Tehát azt várjuk, hogy W “
ş

K

`

D1f2 ´D2f1qdA. Az integrandust, a D1f2 ´D2f1 függvényt nevezhetjük az f vektormező
örvénysűrűségének.

Rotáció

Definíció (vektormező rotációja 2-dimenzióban)

Két dimenzióban az f vektormező rotációja vagy örvénysűrűsége

rot f “ D1f2 ´ D2f1 “ ∇ ˆ f “ detp∇, fq

Angol nyelvű tankönyvekben, cikkekben a rotációt curlnek nevezik, és curl f -fel jelölik.

Tétel

A rotáció nem függ a koordinátarendszer irányától.

Bizonyítás. Blokkmátrixokkal

rotúj fúj “ detp∇új, fújq “ detpT t∇, T tfq “ det
`

T t ¨ p∇, fq
˘

“ detT t ¨ detp∇, fq
˘

“ 1 ¨ rot f .
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Tétel (2-dimenziós Stokes-tétel (George Gabriel Stokes, 1819–1903))

Ha clpKq Ă G Ă R
2 Jordan-tartomány, aminek a határa pozitív irányítású, szakaszonként

folytonosan differenciálható görbe, és f : G Ñ R
2 folytonosan differenciálható vektormező,

akkor
ż

K

prot fq dA “
ż

BK

xf , dxy “ ´
ż

BK

f ˆ pndsq.

Bizonyítás. A második két integrál ugyanaz, mert

´f ˆ pndsq “ ´pf1, f2q ˆ pdy,´dxq “ f1dx ` f2dy “ xf , dxy.

Ezután a Green-tételt kétszer alkalmazva,
ż

BK

xf , dxy “
ż

BK

pf1dx ` f2dyq “
ż

K

´

´ D2f1 `
ż

K

D1f2

¯

dA “
ż

K

prot fq dA.

Megjegyzés

A Stokes-tétel lehetőséget ad a rotáció koordinátafüggetlen definíciójára, egy pontra össze-
húzódó krumplikkal:

rot fpaq “ ´ lim
rÑ`0

1
2π

ż

|x´a|“r

f ˆ nds.
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Feladatok

2.1. Milyen gyengébb feltételekre cserélhetjük a Green-tétel feltételeit?

2.2. Írjunk fel olyan folytonosan differenciálható f : R
2 Ñ R függvényt, amire igaz, hogy

tetszőleges, egységnyi sűrűségű K Ă R
2 Jordan-krumpli súlypontjának x-koordinátája egyenlő

az f függvény BK-n vett, (a) x szerinti vonalintegráljával; (b) y szerinti vonalintegráljával.

2.3. Írjunk fel olyan folytonosan differenciálható f : R
2 Ñ R függvényt, amire igaz, hogy

tetszőleges, egységnyi sűrűségű K Ă R
2 Jordan-krumpli origóra vonatkozó tehetetlenségi nyo-

matéka egyenlő az f függvény BK-n vett, (a) x szerinti vonalintegráljával; (b) y szerinti vonal-
integráljával.

2.4. Ellenőrizzük közvetlenül, és vezessük le a Newton–Leibniz formulából és a Stokes-tételből
is, hogy tetszőleges K Jordan-krumplira

ż

BK

nds “ 0.

2.5. Írjunk fel olyan folytonosan differenciálható f : R
2 Ñ R függvényt, amire igaz, hogy

tetszőleges, A területű K Ă R
2 Jordan-krumpli súlypontja

1
A

ż

BK

fn ds.

2.6. Legyen 0 ă α ă π
2
, és γptq “ pcos t, sin tq, ha |t| ď α.

ż

γ

n ds “?

2.7. A grad, div, rot operációkból 9-féle kompozíció készíthető: grad rot stb. Ezek közül
melyek értelmesek? Melyek azonosan nullák?

2.8. Igazoljuk, hogy minden (elég sima) R
2 Ñ R

2 vektormező felbontható egy divergencia-
mentes és egy rotációmentes vektormező összegére.
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3. fejezet

Integráltételek a térben

Definíció

Ha P P J pR2q, akkor a P Ñ R
3 függvényeket fogjuk paraméteres felületnek hívni. Beszél-

hetünk folytonos, differenciálható, folytonosan differenciálható, darabonként folytonosan
differenciálható felületekről is.

Megjegyzés

A felszínt nem lehet — a görbék ívhosszának mintájára — a beírt poligonok felszínének
szuprémumaként definiálni (ld. hengerbe beírt lampion).
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Definíció

du

dv

u

D1S · du

D2S · dv

x

y

zv

P
S −→

dA = D1S ×D2S du dv

Ha S : P Ñ R
3 darabonként folytonosan differenciálható felület, akkor

ÝÑ
dA “ pD1S ˆ D2Sq dudv, |dA| “ |ÝÑdA|, n “

ÝÑ
dA

|dA| “ D1S ˆ D2S

|D1S ˆ D2S|

(felületelem, felszínelem, illetve irányított normálvektor).
Az S felület felszíne

A “
ż

u,vPP

|D1S ˆ D2S|dudv; ennek egyfajta rövidítése, jele:
ż

S

|dA|.

Definíció

Legyen P P J pR2q kompakt, és legyen S : P Ñ R
3 darabonként folytonosan differenciál-

ható felület.
Ha f valamilyen skalár- vagy vektormező, akkor f felszín szerinti integrálja az S felületen

ż

pu,vqPP

fpSpu, vqq |D1S ˆ D2S| dudv; jele:
ż

S

f |dA|.

Ha ˚ valamilyen szorzás (bilineáris függvény), akkor
ż

pu,vqPP

fpSpu, vqq ˚ pD1S ˆ D2Sq dudv; jele:
ż

S

f ˚ ÝÑ
dA.

Speciálisan, ha ˚ a skaláris szorzás, akkor f felületi integrálja vagy fluxusa az S felületen
ż

pu,vqPP

A

fpSpu, vqq, D1S ˆ D2S
E

dudv; jele:
ż

S

xf,ÝÑdAy.

Lemma

Ha Spu, vq “ pu, v, ϕpu, vqq egy kétváltozós függvény grafikonja, akkor

ÝÑ
dA “

¨

˝

´Duϕ

´Dvϕ

1

˛

‚ dudv.
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x

y

z

S

dx

D1S · dx

D2S · dy

−→

dA

dy

Bizonyítás. D1S “ p1, 0, Duϕpu, vqq és D2S “ p0, 1, Dvϕpu, vqq, a "felfelé" mutató területvek-
tor tehát

ÝÑ
dA “

¨

˝

1
0

Duϕ

˛

‚du ˆ

¨

˝

0
1

Dvϕ

˛

‚dv “

¨

˝

´Duϕ

´Dvϕ

1

˛

‚dudv.

Következmény

A grafikon felszíne

A “
ż

pu,vqPP

a

pDuϕq2 ` pDvϕq2 ` 1 dudv.

(Kb. ezt is várjuk.)

Lemma (a Green-tétel három-dimenziós változata)

Ha G Ă R
3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli, aminek a BK határa darabonként

folytonosan differenciálható felület, és ezeken az irányított normálvektor mindig kifelé
mutat, továbbá f : G Ñ R folytonosan differenciálható, végül i P t1, 2, 3u, akkor

ż

K

pDifq dV “
ż

BK

f ¨ ÝÑ
dAi.

(dV “ dxdydz a térfogatelem;
ÝÑ
dAi a

ÝÑ
dA területvektor i-edik koordinátája.)

x

y

z

(x, y)

(x, y, ϕ(x, y))

(x, y, ψ(x, y))

P

ϕ

ψ

K

(−D1ψ,−D2ψ, 1)

(−D1ϕ,−D2ϕ, 1)
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Bizonyítás (csak szép normáltartományokra). A z-koordinátára bizonyítunk, vagyis
i “ 3, és feltesszük, hogy K normáltartomány a P szép paramétertartomány fölött. A alsó és
a felső grafikon legyen most is ϕpx, yq és ψpx, yq, tehát K “ tpx, y, zq : px, yq P P, ϕpx, yq ď
z ď ψpx, yqu. A határ függőleges darabjain

ÝÑ
dA3 “ 0, tehát a z szerinti integrál 0. Az alsó

grafikonon a lefelé mutató normálvektort kell használnunk.

ż

BK

f
ÝÑ
dA3 “

ż

px,yqPP

fpx, y, ψpx, yqq

¨

˝

´D1ψpx, yq
´D2ψpx, yq

1

˛

‚

3

dxdy

`
ż

px,yqPP

fpx, y, ϕpx, yqq

¨

˝

D1ϕpx, yq
D2ϕpx, yq

´1

˛

‚

3

dxdy “

“
ż

px,yqPP

´

fpx, y, ψpx, yqq ´ fpx, y, ϕpx, yqq
¯

dxdy

“
ż

px,yqPP

˜

ż ψpx,yq

ϕpx,yq

D3fpx, y, zqdz
¸

dxdy “
ż

K

D3f dV.

Tétel (Newton–Leibniz formula a térben)

Ha G Ă R
3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli, aminek a BK határa darabonként

folytonosan differenciálható felület, és ezeken az irányított normálvektor mindig kifelé
mutat, továbbá f : G Ñ R folytonosan differenciálható, akkor

ż

K

pgrad fq dV “
ż

BK

f ¨ ÝÑ
dA.

Bizonyítás. A Lemmát mindhárom koordinátára alkalmazva,

ż

K

pgrad fq dV “
ż

K

¨

˝

D1f dV
D2f dV
D3f dV

˛

‚“
ż

BK

¨

˝

f
ÝÑ
dA1

f
ÝÑ
dA2

f
ÝÑ
dA3

˛

‚“
ż

BK

f
ÝÑ
dA.

Következmény
ż

BK

ÝÑ
dA “ 0.

Bizonyítás. Newton–Leibniz formula a konstans 1 függvényre.

Tétel (3-dimenziós Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel)

Ha G Ă R
3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli, aminek a BK határa darabonként

folytonosan differenciálható felület, és ezeken az irányított normálvektor mindig kifelé
mutat, továbbá f : G Ñ R

3 folytonosan differenciálható, akkor
ż

K

pdiv fq dV “
ż

BK

xf ,ÝÑdAy.
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Bizonyítás.
ż

K

pdiv fq dV “
ż

K

´

D1f1 dV ` D2f2 dV ` D3f3 dV
¯

“

“
ż

BK

´

f1
ÝÑ
dA1 ` f2

ÝÑ
dA2 ` f3

ÝÑ
dA3

¯

“
ż

BK

xf ,ÝÑdAy.

Definíció (vektormező rotációja 3-dimenzióban)

Az f : G Ñ R
3 vektormező rotációja

rot f “ ∇ ˆ f “

¨

˝

D2f3 ´ D3f2

D3f1 ´ D1f3

D1f2 ´ D2f1

˛

‚.

Megjegyzés

A rotáció most is örvénysűrűséget jelent, de az örvények különböző síkokban fekhetnek.
Ha egy kis körvonal területvektora v, akkor a körvonalon az örvényerősség xrot f ,vy. Ilyen
értelemben a rotáció egy R

3 Ñ R lineáris függvény.

Tétel

A rotáció nem függ a koordinátarendszer irányától.

Bizonyítás. Megint vegyük a T transzformációt; azt fogjuk megmutatni, hogy bármilyen v
vektorra

xrotúj fúj,vújy “ xrot f ,vy.
És valóban,

xrotúj fúj,vújy “ detp∇új, fúj,vújq “ detpT t∇, T tf , T tvq “
“ det

´

T t ¨ p∇, f ,vq
¯

“ detp∇, f ,vq “ xrot f ,vy.

Tétel (Stokes)

Ha G Ă R
3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli, aminek a BK határa darabonként

folytonosan differenciálható felület, és ezeken az irányított normálvektor mindig kifelé
mutat, továbbá f : G Ñ R

3 folytonosan differenciálható, akkor
ż

K

prot fq dV “ ´
ż

BK

f ˆ ÝÑ
dA.

Bizonyítás.

ż

K

prot fq dV “

¨

˝

ş

K
D2f3 dV ´

ş

K
D3f2 dV

ş

K
D3f1 dV ´

ş

K
D1f3 dV

ş

K
D1f2 dV ´

ş

K
D2f1 dV

˛

‚“

“

¨

˝

ş

BK
f3

ÝÑ
dA2 ´

ş

BK
f2

ÝÑ
dA3

ş

BK
f1

ÝÑ
dA3 ´

ş

BK
f3

ÝÑ
dA1

ş

BK
f2

ÝÑ
dA1 ´

ş

BK
f1

ÝÑ
dA2

˛

‚“
ż

BK

p´f ˆ ÝÑ
dAq.
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Általános Stokes-tétel

Érdemes összehasonlítanuk az eddigi integráltételeinket:

Green-tétel
ż

K

Dif dV “
ż

BK

f ¨ ÝÑ
dAi

Newton–Leibniz formula
ż

K

`

grad f
˘

dV “
ż

BK

f ¨ ÝÑ
dA

Gauss–Osztrogradszkij tétel
ż

K

`

div f
˘

dV “
ż

BK

xf ,ÝÑdAy

Stokes-tétel
ż

K

`

rot f
˘

dV “ ´
ż

BK

f ˆ ÝÑ
dA

Ezeknek egy közös általánosítása a következő:

Tétel (általánosabb Stokes-tétel)

Legyenek q, r pozitív egészek, és legyen ˚ : R3 ˆ R
q Ñ R

r valamilyen szorzás (bilineáris
leképezés). Legyen G Ă R

3 nyílt, K Ă G korlátos, zárt krumpli, aminek a BK határa
darabonként folytonosan differenciálható felület, és ezeken az irányított normálvektor
mindig kifelé mutat, és legyen f : G Ñ R

q folytonosan differenciálható. Ekkor
ż

K

`

∇ ˚ f
˘

dV “
ż

BK

ÝÑ
dA ˚ f .

A tételt könnyen bebizonyíthatjuk az előbbi példák alapján.
A Newton–Leibniz formula esetében q “ 1, tehát f skalármező, r “ 3 és ˚ vektor szorzása

skalárral. A Gauss–Osztrogradszkij tételben q “ 3, r “ 1 és ˚ a vektorok skaláris szorzata. A
Stokes-tételben pedig q “ r “ 3, és ˚ a vektorális szorzás.

A tényezőket persze fordított sorrendben szeretjük írni; a Stokes-tételben a vektoriális szor-
zás miatt jön be a negatív előjel.

A tétel magasabb dimenziójú általánosításaihoz
ÝÑ
dA felületelemet kell értelmeznünk, ehhez

a vektorális szorzást kell kiterjesztenünk pp ´ 1q darab, p-dimenziós vektorra.
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3.1. Fizikai és topológiai alkalmazások

Erővonalak és divergenciamentesség
Az elektromos, mágneses és a gravitációs mezőket is szeretjük "erővonalakkal" szemléltetni. Az
erővonalak iránya megyezik a térerősség irányával, az erővonalak sűrűsége pedig a térerősség
nagyságával. Egy irányított felületdarabon a mező fluxusa a felületet átdöfő erővonalak száma.

(Forrás: http://www.physicsbootcamp.org/Flux-of-Electric-Field.html

Az erővonalas szemléltetés akkor jogos, ha a mező forrásmentes, tehát 0 töltésű/tömegű
térrészek fluxusa 0, vagyis ha a vektromező divergenciamentes. Ezért sem szoktunk töltött
testek belsejében erővonalakat rajzolni.

Mágneses örvényerősség és összekapcsolódási szám
Az elektrodinamika egy olyan tudományterület, ahol a fizika összetalálkozik a topológiával.

Biot-Savart törvény [BStv]

Ha egy rövid, ∆ℓ hosszú vezető darabban I áram fut, akkor r vektorral arrébb ez az
áramdarab

∆B “ µ0

4π
¨ I∆ℓ ˆ r

|r|3
mágneses indukciót hoz létre.

Ha a γ görbe mentén I áram folyik, akkor az áram által létrehozott mágneses indukció
az x pontban

Bpxq “ µ0

4π

ż

yPγ

Idy ˆ px ´ yq
|x ´ y|3 .

42

http://www.physicsbootcamp.org/Flux-of-Electric-Field.html


Ampère- (gerjesztési) törvény; Maxwell IV. egyenlet [Atv]

Ha a γ zárt görbe által határolt felületen I stacionárius árama folyik kereszül, akkor a γ
görbe mentén a mágneses örvényerősség

ż

yPγ

xB, dyy “ µ0I.

aA töltés nem gyűlik össze; tipikusan ez zárt áramkört jelent, kondenzátorok nélkül. Lásd a IV.
Maxwell-egyenlet kiegészítését.

Képzeljünk el egy γ1 zárt görbét, amely egy felületnek a pereme, és egy másik, γ2 zárt
görbét, ami N -szer átdöfi ezt a felületet.

B

I
γ2

γ1

Ha γ2 mentén I elektromos áram folyik, akkor a γ1 mentén kétféleképpen is kiszámíthatjuk
a mágneses örvényerősséget:

µ0 ¨ NI Atv“
ż

xPγ1

xB, dxy BStv“
ż

xPγ1

B

µ0

4π

ż

yPγ2

Idy ˆ px ´ yq
|x ´ y|3 , dx

F

“

“ µ0I

4π

ż

xPγ1

ż

yPγ2

xdx ˆ dy, x ´ yy
|x ´ y|3 .

A µ0I-vel osztva,

N “ 1
4π

ż

xPγ1

ż

yPγ2

xdx ˆ dy, x ´ yy
|x ´ y|3 .

Definíció ((Gauss féle) Linking Number (összekapcsolódási szám) [LN])

Legyen γ1 és γ2 két diszjunkt, zárt, szakaszonként folytonosan differenciálható görbe R
3-

ben. A két görbe összekapcsolódási száma

1
4π

ż

xPγ1

ż

yPγ2

xdx ˆ dy, x ´ yy
|x ´ y|3 .
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Ennek a kettős vonalintegrálnak az értéke mindig egész szám (ezért kell 4π-vel osztani, ami
az egységgömb felszíne). Akár ebből, akár közvetlenül ellenőrizhető, hogy homotóp görbepár-
párokra az összehurkolódási szám ugyanaz. Ennek sok topológiai alkalmazása van; pl. annak
bizonyítása, hogy az egymáson átfűzött karikákat nem lehet szétválasztani.

Körülfordulási és összekapcsolódási szám változatok
A Gauss-Osztrogradszkij tétel szerint divergenciamentes vektormezőnek minden szép krump-
li határán nulla a felületi integrálja. Ez lehetőséget ad a primitív függvényről szóló fejezet
általánosítására: meg lehetne csinálni a Goursat-lemma felületi integrálokról szóló variánsát,
és bebizonyítani, hogy minden nullhomotóp zárt felületen (vagy akár csak poliéderen) nulla a
felületi integrál. Ezzel az eszközzel be tudjuk bizonyítani például azt, hogy R

3ztp0, 0, 0qu nem
homeomorf R3-bel.

Két dimenzióban a γ görbének az a pont körüli körülfordulási számát a következő alakba is
írhatjuk:

npγ, cq “ 1
2π

ż

xPγ

B

x ´ a
|x ´ a|2 ;

ÝÑ
dA

F

ahol az integrál előtt álló 2π az egységkör kerülete.
Ennek mintájára, ha S darabonként folytonosan differenciálható, irányított zárt felület R3-

ban, amely nem megy át a a ponton, akkor az

1
4π

ż

xPS

B

x ´ a
|x ´ a|3 ;

ÝÑ
dA

F

felületi integrál azt számolja meg, hogy az S felület hányszor "kerüli meg" az a pontot.
(A x´a

|x´a|3
vektormező divergenciamentes; a origó középpontú gömbökön a fluxusa 4π, ami

az egységgömb felszíne.)

Érdemes öszehasonlítanunk az előbbi képleteket a Gauss-féle összehurkolódási számmal.

• R
2-ben az a pontot a γ zárt görbe ennyiszer kerüli meg:

1
2π

ż

xPγ

px ´ cq
|x ´ c|2 ˆ dx “ 1

2π

ż

xPγ

B

x ´ a
|x ´ a|2 ; nds

F

• R
3-ban az a pontot az S zárt felület ennyiszer kerüli meg:

1
4π

ż

xPS

B

x ´ a
|x ´ a|3 ;

ÝÑ
dA

F

• R
3-ban a γ1 zárt görbén a γ2 zárt görbe ennyiszer bújik át:

1
4π

ż

xPγ1

ż

yPγ2

B

x ´ y
|x ´ y|3 ; dx ˆ dy

F

• Ezeknek közös általánosítása az általánosított összekapcsolódási szám.
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Maxwell-egyenletek

Maxwell-egyenletek

Sorszám, név Differenciális alak Integrális alak

I. (Gauss-törvény) ∇ ¨ E “
ρ

ε0

¿

A

E ¨ dA “

ż

V

ρ

ε0

¨ dV “
Q

ε0

II. (Faraday–Lenz törvény) ∇ ˆ E “ ´
BB

Bt

¿

L

E ¨ dl “ ´
d

dt

ż

A

B ¨ dA

III. (Gauss mágneses törvénye) ∇ ¨ B “ 0

¿

A

B ¨ dA “ 0

IV. (Ampère-törvény) ∇ ˆ B “ µ0J `
1

c2

BE

Bt

¿

L

B ¨ dl “ µ0

ż

A

J ¨ dA `
1

c2

d

dt

ż

A

E ¨ dA

A jelölés megértéséhez, ¨ skaláris szorzás, tehát ”∇ ¨ ” “ div, ”∇ ˆ ” “ rot.
Az I. egyenlet egy térbeli zárt krumpli elektromos forráserősségéről szól. Az E az elektromos

térerősség (ami vektormező), Q a krumpli töltése, ρ a töltéssűrűség (ami skalármező), ε0 egy
fizikai állandó, a vákuum permittivitása vagy dielektromos állandója.

Az egyenlet differenciális alakja azt mondja, hogy az elektromos forrássűrűség arányos a
töltéssűrűséggel. A Maxwell-egyenletet a krumplin integrálva, majd a Gauss–Osztrogradszkij
tételt alkalmazva kapjuk az integrális alakot:

ż

BK

@

E,
ÝÑ
dA

D GOt“
ż

K

`

divE
˘

dV
M I.“

ż

K

ρ

ε0

dV “ Q

ε0

.

Az integrális alak azt mondja, hogy az krumpli forráserőssége, vagyis az elektromos mező fluxusa
a krumpli héján, arányos a krumpli töltésével.

A III. egyenlet annyival egyszerűbb, hogy – jelenlegi ismereteink szerint – a mágneses mező
forrásmentes. A differenciális alak azt mondja, hogy B, a mágneses térerősség (ami ismét csak
vektormező) divergenciamentes; az integrális alak pedig azt, hogy a krumli héján a mágneses
fluxus 0.

A II. és a IV. egyenletek megértéséhez egy újabb integráltételre van szükség:
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Tétel (Kelvin–Stokes (Lord Kelvin = William Thomson, 1824–1907))

Ha S Ă G egy irányított, peremes felület, ami mondjuk darabonként folytonosan diffe-
renciálható, a határa pedig szakaszonként C1, valamint f : G Ñ R

3 folytonosan differen-
ciálható vektormező, akkor

ş

S
xrot f ,

ÝÑ
dAy “

ş

BS
xf , dxy.

S

∂S

f

Jól felismerhető, hogy ez valójában a kétdimenziós Stokes-tétel egy kiterjesztése felületda-
rabokra.

Tekintsük például a IV. egyenlet, az Ampère-törvény egyszerűsített változatát:

Ampère-törvény, a Maxwell-féle kiegészítés nélkül

Differenciális alak Integrális alak

∇ ˆ B “ µ0J
¿

L

B ¨ dl “ µ0

ż

A

J ¨ dA

(Ez a törvény időben állandó elektromos mező esetén érvényes.)

A képletben egy peremes felületen és a határán integrálunk. J az elektromos áramsűrűség-
vektor, vagyis az egységnyi területen átfolyó áram. B a mágneses indukció (térerősség). Ha a
peremes felületre a korábbi jelöléseket használjuk, akkor

ż

BS

@

B, dx
D KSt“

ż

S

@

rotB,
ÝÑ
dA

D M IV.“
ż

S

@

µ0J,
ÝÑ
dA

D

“ µ0

ż

S

@

J,
ÝÑ
dA

D

“ µ0I.

Az áramsűrűség felület szerinti integrálja I, a felületen keresztülfolyó áram. Az integrális alak
tehát azt állítja, hogy a felület határán a mágneses örvényerősség arányos a felületen átfolyó
elektromos árammal.
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Feladatok

3.1. Legyen P “ tpu, vq P r0, 1s2 : u2 ` v2 ď 1u, gpu, vq “ pu, v, u2 ` v2q, F “ gpP q és
fpx, y, zq “ px, y, zq. Írjuk át (esetleg többszörös) Riemann-integrállá a következő felszíni/felü-
leti integrálokat.

ż

F

ÝÑ
dS;

ż

F

ˇ

ˇdS
ˇ

ˇ;
ż

F

〈

f,
ÝÑ
dS

〉

;
ż

F

f ˆ ÝÑ
dS.

3.2. Rögzített a P R
3 mellett legyen (a) fpxq “ x ˆ a (x P R

3); (b) fpxq “ a ˆ x (x P R
3).

div f “? rot f “?

3.3. Állapítsuk meg, hogy 3-dimenzióban a div, rot, grad operátorok lehetséges 9 párosításá-
ból (div div, div rot, . . . ) melyek alkalmazhatóak kétszer folytonosan differenciálható R

3 Ñ R

függvényre, illetve R
3 Ñ R

3 leképezésre, és közülük melyek adnak mindig nullát!

3.4. Legyen f : R3 Ñ R
3 sima (akárhányszor differenciálható) vektormező. Igazoljuk, hogy

rot rot f “ grad div f ´

¨

˝

div grad f1

div grad f2

div grad f3

˛

‚.

3.5. Legyen f1px, y, zq “ xyz és f2px, y, zq “ x2 ` y2 ` z2. Konstruáljunk olyan f3 : R3 Ñ
R

3 függvényt, amire az pf1, f2, f3q vektormező felületi integrálja tetszőleges zárt gömfelületen
megegyezik a gömb térfogatával.

3.6. Legyen B “
 

px, y, zq : x2 ` y2 ` z2 ď 1
(

az egységgömb, és legyen fpx, y, zq “
pyz, x ´ z, z ´ yq.

paq
ż

BB

A

f,
ÝÑ
dS

E

“? pbq
ż

BB

f ˆ ÝÑ
dS “?

3.7. Számítsuk ki az r sugarú gömb felszínét a divergenciatételből, az fpx, y, zq “ px, y, zq
vektormező felületi integráljából.

3.8. Vegyük az egységgömbfelületnek az első térnyolcadba eső részét. Hol van ennek a súly-
pontja?

3.9. Az F Ă R
3 konvex sokszöget a g zárt, irányított töröttvonal határolja. A síklap jobb-

kézszabály szerint irányított területvektora ~A. Igazoljuk, hogy

~A “ 1
2

ż

g

x ˆ dx.

Hogyan lehet ezt az állítást visszavezetni a Kelvin-Stokes tételre?

3.10. Igazoljuk, hogy a Gauss-Osztrogradszkij és a Stokes-tétel akkor is teljesül (mondjuk
tetraéderre, majd poliéderekre), ha a vektormező differenciálható, és a koordinátafüggvényeinek
a parciális deriváltjai integrálhatók.
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3.11. Az f : R
3ztp0, 0, 0qu Ñ R

3 vektormező akárhányszor differenciálható, divergencia-
mentes, és az origó egy pontozott könyezetében korlátos. Bizonyítsuk be, hogy van olyan
g : R3ztp0, 0, 0qu Ñ R

3 vektormező, amire f “ rot g.

3.12. Mi lehetne a parciális integrálás a 3-dimenziós divergenciatétellel?

3.13. (a) Legyen G Ă R
3 és φtpu, vq egy r0, 1s3 Ñ G folytonosan differenciálható paraméteres

felületsereg, ami az egységnégyzet minden rögzített pu, vq határpontjára független a t para-
métertől. Legyen F : G Ñ R

3 folytonosan differenciálható, divergenciamentes vektormező.
Mutassuk meg, hogy az

Iptq “
ż 1

0

ż 1

0

〈Dxφtpx, yq ˆ Dyφtpx, yq, F pφtpx, yq〉 dxdy

paraméteres felületi integrál nem függ t-től.
(b) Igazoljuk, hogy az

x
|x|3 vektormező divergenciamentes, de az egységgömbön vett felületi

integrálja nem 0.
(c) Igazoljuk, hogy R

3ztp0, 0, 0qu halmazban az egységgömbfelület nem nullhomotóp.
(d) Igazoljuk, hogy R

3ztp0, 0, 0qu nem homeomorf R3-nel.

3.14. Az f : R3 Ñ R
3 vektormező akárhányszor differenciálható és divergenciamentes. Bizo-

nyítsuk be, hogy van olyan g : R3 Ñ R
3 vektormező, amire f “ rot g.

3.15. Mutassuk meg, hogy minden f : R3ztp0, 0, 0qu Ñ R
3 sima vektormező előáll egy diver-

genciamentes és egy rotációmentes vektormező összegeként.

3.16. Bizonyítsuk be az általános Stokes-tételt.
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