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Eloszo

Az ELTE TTK Matematika Bsc. tananyagaban, az Analizis 3. targy utolsé fejezetei fog-
lalkoznak a téma egy részével. Altaldban tanitjuk a Green-tételt, opcionslisan a Gauss-
Osztrogradszkij, esetleg a Stokes-tételt is. A tovabbi fejezeteket részben a teljesség kedvéért,
részben kedvcesinalonak irtam le; ezek fontosak lehetnek fizikai és topologiai témak megalapo-
zasadhoz is.

A kézirathoz elso fejezetként a valds vonalintegralok egy lehetséges targyalasat is hozzavet-
tem; ezeket altaldban nem szoktuk az integraltételekhez sorolni, ugyanakkor a Newton—Leibniz
formula révén és a homotop goérbéken vett integralokon keszetiil szomorosan kapcsolodnak a
témahoz.

Bevezeto

Az integrdltételek olyan azonossagok egy széles gytlijteménye, amikor egy fiiggvény valamilyen
derivéltjat integraljuk egy térbeli halmazon, és ezt a hatéron (tehat eggyel kisebb dimenziés
halmazon) vett integréllal hasonlitjuk ossze.

A legegyszeribb integraltétel a klasszikus egyvaltozos Newton—Leibniz formula:

f(x)dx = f(b) — f(a)
[a,b] —
~— f Osszege/integralja a hatdron

f integralja a halmazon

amikor egy fiiggvénynek egy intervallumon vett integraljat a primitiv fiiggvénynek a végpon-
tokban vett értékeinek elGjeles Osszegével — ha tetszik, integraljaval — fejezziik ki. Ezért ezek a
tételek a Newton—Leibniz formula altalanositasai.

Integraltételek sokféle halmazon léteznek: gorbék, feiiletdarabok, Jordan-mérhetd halma-
zok. Ezeknek a hatéra is sokféle lehet.

Integralbol és derivaltbdl is sokféle 1étezik: Riemann-integral, vonalintegralok, feliileti in-
tegralok...



1. fejezet

Vonalintegral és primitiv fiiggvény

1.1. Valés vonalintegral

Tegyiik fel, hogy egy domboldalon az A pontbdl cstszik a B pontba egy m tomegi test.

Minden = pontban van egy g(z) gravitacids térerdsség, tehéat a test silya m - g(x). A g(x)
egy vektor értéki fiiggvény, ami nem allando; s6t, még az iranya sem, a test reptilhetne valahol
a Nap, a Fold és a Hold kozott is. Az utat sok kicsi darabra szétvagva, a gravitaciés mezd
altal végzett munka Y (m - g(x); Az), ahol (a,b) az a és b vektorok skalaris szorzatat jelenti.
(Félre: Ebbdl maris latjuk, hogy az eléadé mar megint egy tjabb integralfogalom bevezetésére
készl...)

A kozépiskoldban mar beszéltiink réla, hogy minden = ponthoz hozzarendelhetiink egy V' (z
szamot, ami a pontbeli gravitdcids potencidl; a test helyzeti energidja az x pontban m -V (z), a
lecstiszas kozben a gravitacids mezé altal végzett munka a kett6 kiillonbsége, m- (V(A) -V (B)).

Az m-mel losztva,
D {glx); Axy = V(A) = V(B).

Vegyiik észre, hogy haromféle fuggvényel dolgozunk egyszerre. A g(z) fliggvény értékei
vektorok, a V' (x) potencidlfigguény értékei szamok, és a sorok kozott elrejtve van egy t — x(t)
hely-id6 fiiggvénytink is, ami megmondja, hogy a t pillanatban hol van a lefelé csiiszo test...

Skalarmezok, vektormezok, gorbék

Ahhoz, hogy a sziikséges fogalmakat és tételeket felépitsiik, allapodjunk meg a sziikséges kor-
nyezetben és jelolésekben. A wvildGunk egy p-dimenziés G < RP (6sszefiiggd) nyilt halmaz lesz,
és mindig G-n értelmezett figgvényekkel fogunk jatszani. Lesznek szam (skalar) értéki fuggvé-
nyeink, mint példaul a méar emlitett V' (x) potenciafiggvény, és lesznek vektorértékii fiiggvények,
mint példdul a gravitdcids térerésséget az egyes pontokban megadé g(z) fiiggvény.

Definicié (skalarmezd, vektormezd)

Legyen G < RP nyilt halmaz. A G — R fluggvényeket skaldrmezinek, a G — RP fliggvé-
nyeket vektormezonek fogjuk hivni.

A szokasos simasagi tulajdonsagokat ezekre is hasznaljuk: folytonos skalarmezd, kétszer
differencialhat6 vektormezd, nyolcszor folytonosan differencidlhaté skalarmezo stb.




Definicié (G-ben fekvd gorbe)

Az [a,b] — G fuggvényeket G-ben fekvd gorbéknek hivjuk. Az [a,b] a gérbe paraméter-
intervalluma.

Csak folytonos gorbékkel fogunk dolgozni.

A v : [a,b] — G gorbe differencialhato, ha (a,b) pontjaiban differencidlhatd, a végpon-
tokban féloldalrél differencialhato.

A paramétert szeretjiik ¢-vel jelolni, mintha a t az id6ét jelentené. A t szerinti derivaltakat
(sebességvektor, gyorsuldsvektor) szeretjitkk pontokkal jelolni: 4" helyett 5, 7" helyett 4.

Definicié (szakaszonként folytonosan dfferencialhaté gorbe)

A v : [a,b] — G gérbe szakaszonként folytonosan dfferencidlhatd, réviditve szak.C*, ha
véges sok folytonosan differencidlhaté gorbe egymas utan flizése, vagyis vannak olyan
ap = a < ap < ... < a, = b szamok, hogy minden ¢ = 1,2,...,n esetén =y
folytonosan differencialhato.

[ai—1,a:]

Megjegyzés

Minden torottvonal szakaszonként folytonosan differencialhaté gorbe, ha a szakaszokat
linearisan paraméterezziik.

Definicié (dtparaméterezés, megforditas)

Ha v : [a,b] — G, ¢ : [¢,d] — [a,b] szig. monoton névé bijekeid, akkor yo ¢ : [¢,d] — G
a vy gorbe egy dtparaméterezése.

Ha~v:[a,b] = G, ¢ : [c,d] — [a, b] szig. monoton csokkend bijekci, akkor yoo : [¢, d] —
G a ~y gorbe egy megforditisa.

Definicié (gorbe hossza)

A v :[a,b] = G gorbe hossza a beirt torottvonalak hosszanak szuprémuma:

{(y) = sup {2

’)/(tz) _’Y(tz—l)’ o=t <t <...<t,= b}

~

Az atparaméterezés és a megforditas nem valtoztatja meg a gorbe hosszat.




Tétel (szakaszonként C' gorbe hossza)

Ha v : [a,b] — G szak.C", akkor

(El6z6 félévben volt.)

Valés vonalintegral

Koévetkezd célunk, hogy a gorbe mentén végzett munka intuitiv fogalmét precizebben defini-
aljuk. Tegyiik fel, hogy v : [a,b] — G egy folytonos gorbe irja le a test mozgdsat a térben,
ésa f: G — RP vektormezd adja meg, hogy az egyes pontokban mekkora erot kell kifejte-
niink. A gorbénket felosztjuk kicsi darabokra: ehhez vesszik az [a,b] paraméterintervallum
egy a =ty <ty <...<t, = b felosztasit; ezeknek felelnek meg a gorbe xy = v(ty), z1 = v(t1),

oy Ty = 7y(t,) osztépontjai. Mindegyik (z;_1,x;) gorbedarabon tetszés szerint kivdlasztunk
egy y; pontot (vagyis y; = ~y(u;) valamilyen u; € [t;_1,t;] paraméterrel). Mikozben az x; 1 pont-
bél az x; pontba mozgunk, a kifejtett eré kb. f(y;), az elmozdulasvektor z; — z;_1, a végzett
munka a ketto szorzata, vagyis kb. < fyi); @ — xi,1>. Ezeket Osszeadva, a teljes mozgas soran
végzett munka kozelitéleg

W~ (= ice) = 33 (£ 002000 = 200

« s ez

konvergaljon, ha a felosztast finomitjuk, és majd a hataértéket fogjuk valds vonalintegralnak
hivni. A wvalds jelz6é mar sejteti, hogy késobb még tobbféle vonalintegralt fogunk bevezetni; erre
még visszatérink a 2. fejezetben.

Definicié (vektormezd valés vonalintegréalja)

Legyen G < R? nyilt, f: G — RP vektormezd, v : [a,b] — G folytonos gorbe és I € R.
Az f vektormezo valds vonalintegralja a ~ gérbén I, ha minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0,
hogy az [a, b] intervallum barmely, J-ndl finomabb a =ty < t; < ... < t, = b felosztéséara
és barmely uy € [to, t1], us € [t1, 2], ..., Uy € [tn_1, tn] szdmokra teljestil, hogy

anf((V(ui))W(ti) — 7(t¢_1)> — I‘ <e.

Jele:

I=Lf=L<f<:c>;dx>.




Ha 87 f és Sv g is létezik, akkor
o Barmely c € R-re Svc - f is létezik és ch‘ f=c- Swf.
. Sw(f + g) is létezik és Sv(f +g) = Svf + Syg.

o Ha 7, a v egy atparaméterezése, akkor S% f is létezik, és S% f= 57 f. (Azért, mert
az atparaméterezésben szerepl6 ¢ egyenletesen folytonos.)

« Ha 7 a v egy megforditésa, akkor Sm f is létezik, és S% f=— 57 f.

Lemma

Legyen G < RP nyilt, f : G — RP folytonos vektormezé, a < b < ¢, v : [a,¢] — G
folytonos, tovabba legyen v1 = v|ap) €8 72 = V|pe @ 7 két "fele", vagyis v a 1 és 1o
egymas utan flizése. Ha S% f és Sw f 1étezik, akkor Sv f is létezik, és

el

(Vessziik [a, c] egy kell6en finom felosztését, és hozzavessziik a b pontot is.)

Lemma (valés vonalintegral trivialis becslése)

Ha S7 f 1étezik, akkor

Lf‘ < sup |f()] - £().

Bizonyitas. Legyen M = sup ‘ f (:)3)‘ Béarmely integralkozelité osszegre
TEY

n

> A w)inte) = 2t < V17| ) 2]

i=1

S M‘Zn: y(t:) = y(tion)| < M- €(y).

Legyen G < R? nyilt, f : G :— RP folytonos vektormezd és v : [a,b] — G szak.C! gorbe.
Ekkor az 87 f vonalintegral 1étezik, és

[7= [ (rawpamya= [ Gom.

Bizonyitas. Az osszeffizhetéség miatt elég C! gérbedarabokra igazolni.

b :
Legyen I = §  {for;%).
A feltétel szerint 7 folytonos; legyen M = max |7/|.




Rogzitsiink egy tetszbleges e-t. Az f oy egyenletesen folytonos, ezért van olyan > 0, hogy
barmely t,t' € [a,b], [t — '] esetén |f(v(t)) — F(v(t'))| < e

Most vegytlink egy tetszoleges, d-nal finomabb a =ty < t; < ... < t, = b felosztast és
w; € [ti_1,t;] szdmokat. az ezekhez tartozo integralkozelité osszeg

— i<f((’y(ui)>;’)/(ti) —(ti)).

Minden egyes i esetén az egyvaltozos Lagrange-kozépértéktételt alkalmazzuk a ¢g(t) =
CF((v(wi));~(¢) ) figgvényre: létezik olyan 7; € (t;—1,1;), hogy

g(ti) —g(tica) = g'(7s) - (i — tio1)

CF((y(u)) s v(t) = y(tin) y = F((r(wa) ) (7)) - (5 — tioa).

Ezt beirjuk az integralkozelito 6sszegbe, és az u;-t is kicseréljiik 7;-re:

S

I

~
I
—

CF () v(E) — y(tima))

CF((v () () ) - (8 — timn)

Il

~
I
—

I

S
Il
—_

(7)) 3(m) ) - (b — tiy) + i<f((’y(ui)) — f((v());4(73)) - (s — tiz1)

igy mar az els6 szumma az [ = SZ< f o) egy kozelité osszege. Ha a felosztas elég finom,
akkor kiilonbségiik kisebb, mint ¢.

S -1 <

i<f (V)3 3(m)p - (s —tima) — I’
2
<€+ i

i=1
n

<5+Z€-M-(ti—t,;_1)=5~(1+M(b—a)).

i=1

<f( ) ((7(7'@));7(7'1»‘ : (ti - ti—l)

F((v)) = F () |- Bl - (= tia)




1.2. Folytonos vektormezo primitiv fiiggvénye

Tegy fel, hogy a g : G — RP gravitaciés vektormezéhoz 1étezik egy V : G — R potenciadlfiigg-

vény, ami tudja példdul azt, hogy barmely [a,z] ¢ G szakaszon S[a af = V(a) —V(z). Ha x

kozel van a-hoz, akkor — legalabbis tigy gondoljuk — a szakasz mentén a térerdsség kb. g(a), igy
Via) = V(x) = [ ]f ~ (gla);x —a),

dtrendezve

V(x) ~ V(a) — <g(a)’x - a>.

sz

a pontban differencidlhaté, és V'(a) = —g(a). Ennek persze minden a € G pontban teljesiilnie
kell, tehat V' = —g teljes G halmazon.

Newton—Leibniz formula valés vonalintegralokra

Definicié (vektormez6 primitiv fiiggvénye)

Legyen G < RP nyilt, f : G — RP és F : G — R. Az F fiiggvény (skaldrmezé) az f
figgvénynek (vektormezének) primitiv figguénye, ha f = grad F.

Tétel (Newton—Leibniz formula valés vonalintegralokra)

Legyen G < R? nyilt, f : G — RP folytonos vektormezd, 7 : [a,b] — G szak.C! gérbe, és
tegyiik fel, hogy F': G — R primitiv fliiggvénye f-nek. Ekkor

j f = F(y(b)) - F(3(a)).

Bizonyitas. Az allitast visszavezetjik a klasszikus, egyvaltozés Newton—Leibniz formulara.
Legyen a = ag < a; < ... < a, = b 4gy, hogy minden ¢« = 1,2,...,n esetén v; = v
folytonosan differencialhato. Ekkor

J, f= Li | CFOr(@); (1)) dt = Li | {(grad F)(y(t)); %(t)ydt
B Li , Flo) e qdt = Li . (F(’Y(t))/dt - F(’Y(tz)) - F(V(tifl)).

[ai—1,a:]

Osszegezve,

Lf f i (V(tz‘—l))

Definicié (vektormezd potencialfiiggvénye)

Legyen G < RP nyilt, f : G —> RP és G : G — R. Az F fiuggvény (skalarmezd) az f
figgvénynek (vektormezének) potencidalfiggvénye, ha f = —grad F.




A potencialfiiggvényben szerepl6 negativ eldjel felcseréli a hatarokat a Newton—Leibniz formuldban; ettél

lesz kerekebb az energiamegmaradas torvénye.

Tétel (a primitiv fiiggvény létezésének feltételei)

Legyen G < RP? 6sszefiiggd, nyilt, f : G — RP folytonos. Ezek ekvivalensek:

(a) f-nek van primitiv fiiggvénye: van olyan differencidlhaté F' : G — R fiiggvény,
amelyre f = grad F.

(b1) G-ben fekvé, kozos végpontt, szakaszonként C gérbéken f vonalintegralja egyenld.

)

(b2) f vonalintegralja 0 minden G-beli zart, szakaszonként C'' gorbén.
cl) G-ben fekvo, kozos végponti tordttvonalakon f vonalintegralja egyenld.
)

(
(c2

f vonalintegréalja 0 minden G-beli zart térottvonalon.

Bizonyitas. (bl)=(b2): Ha v : [0,1] — G zart, szak.C' gorbe, akkor legyen v; a konstans
gorbe, amelynek egyelen pontja v(0) = (1), Ekkor tehat ~ és v, kozos kezds- és végponti

gorbék, ezért
[0
Y ga!

(b2)<(bl): Tekintstiink két tetszéleges v1 és o gorbét, amelyek kezd6- és végpontja kozos.
Flizziik egymés utdn ~i-et és o megforditasat, amit jeloljiink 7s-vel; z igy kapott zart gorbe

legyen ~;. Ekkor tehat
o= [ s refs=] -] s
Y3 7 2 7 Y2

vagyis § f=1{ .
(cl)<(c2): ugyanaz.

(a)=(b1): trividlis a Newton—Leibniz formulabdl.

(b1)=(cl) és (b2)<>(c2): trividlis, mert minden toréttvonal egyben szakaszonként C! gorbe.

(bl)=>(a): Tegyiik tehat, hogy az f vektormezére igaz a (bl) tulajdonsig; megkonstrualjuk az
f egy prmitiv fiiggvényét.

Rogzitstink egy x¢ € G kezdSpontot. Barmilyen x € G/hez létezik G-ben olyan v téréttvo-
nal, amelynek kezépontja xg, végpontja x. Vegyiink egy ilyen ~-t, és definidljuk az F': G — R
fuggvényt igy: F(z) = S f. A (bl) tulajdonsig szerint mindegy, hogy melyik toréttvonalat
valasztjuk, a kapott Vonahntegral és vele az F'(r) mindig ugyanaz lesz.

Azt kell igazolnunk, hogy grad F'(x) = f(x). Vegylnk egy tetszéleges e-t és egy © € G
pontot. Mivel x belsé pontja G-nek és f folytonos az x pontban, van olyan 0 > 0, hogy
B(z,0) c G és barmely y € B(x,0) pontra |f(y) — f(z)| < e.

Legyen v egy torottvonal, ami dsszekoti xo-t z-szel. Ha ehhez hozzaflizziik az [z, y]| szakaszt,



az igy kapott torottvonal 6sszekoti xo-t y-nal, ezért
F(zr) = s Fy) = + ,d
@=]1 & Fo=]re] e
R RGO R R C RO IRCGCRVOED

z€[z,y] z€[z,y
~(fahy=oy | () - 1), d2)
z€[z,y]
Fly) ~ Flo) ~ (flady = )] = || ERGORSEED

< max |f| |y —z[ <e-|y -z
z€[z,y]

Tehat,
Ve>0 30 >0 Vye B(z,9) )F(y)—F(x)—<f(1:),y—a:>‘<5-]y—:1:],

vagyis F' differencialhat6 az = pontban, és grad F(z) = f(z).

Definicié (konzervativ vektormezo)

Legyen G < RP 6sszefiiggd, nyilt, f : G — RP foly-
tonos. Az f vektormez6 konzervativ, ha az el6zo
tételbeli tulajdonsagokat teljesiti.

Tétel (a primitiv fiiggvény egyértelmiisége)

Legyen G < RP 6sszefiiggd, nyilt, f : G — RP folytonos. Ekkor az f primitiv figgvé-
nyei (ha léteznek) csak konstansban térnek el egymaéstdl, vagyis ha Fy és Fy is primitiv
figgvénye f-nek, akkor F} — Fy konstans fiiggvény.

(Forditva trivi: ha F primitiv fiiggvény, akkor F' + ¢ is primitiv fiiggvény.)

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F} és F5 is primitiv fiiggvénye f-nek. Azt akarjuk igazolni, hogy
Fy — F, konstans, vagyis barmely z,y € G pontokra Fy(z) — Fy(z) = Fi(y) — Fa(y).
Kosstik 0ssze x-et és y-t egy v torottvonallal. A Newton—Leibniz formulat mindkét primitiv
fiiggvényre felirhatjuk:
| 7= R - F@ = B) - )
gl
atrendezve

Fi(z) — Fy(z) = Fi(y) — Fa(y).

10



1.3. Differencialhaté vektormezo primitiv fiiggvé-

nye

Legyen G < RP o6sszefiiggd, nyilt, f : G — RP differencidlhatdé. Ahhoz, hogy f-nek
létezzen primitiv fliggvénye, sziikséges, hogy barmely 1 < 4,5 < p esetén D;f; = D;f;
teljesiiljon G' minden pontjaban.

Ugyanez mas szavakkal:

o a Jy(x) Jacobi-matrix minden z pontban szimmetrikus;
o az f keresztbe vett parcidlis derivdltjai megegyeznek
o az [ vektormezd rotdaciomentes. A rotdacio fogalma késobb lesz.

— 2-dimenziéban: rot f = Dy fo — Do fy

Dy fs — Dsfo
— 3-dimenziéban: rot f = | D3f1 — D1 f3
D1fa — D2 fa

Bizonyitas. Ha f differencidlhaté, és F' primitiv fiiggvénye f-nek, akkor F' mar kétszer diffe-
rencialhaté, és az f Jacobi-matrixa éppen az F' Hesse-matrixa:

Difi Dofr ... Dpf1 D\DF DyDF ... D,DF

P TR A D\DyF DyDsF ... D,DyF

= : : - : - : : . : - HE
Dif, Dsf, ... D,f,) \DiD,F D,D,F ... D,D,F

Az f(x = ; vektormezo6 rotaciomentes, de nincs primitiv fliggvénye.
f(z,y) ($2+y2 x2+y2) p ggvény
Bizonyitas. Ellenorizhetjiik, hogy
2 2
-z +y
D == D = —m—m———

tehat f tényleg rotdciomentes az R*\{(0,0)} tartomdnyon.
Szamitsuk ki a vonalintegraljat az egységkorvonalon: a korvonal paraméterezése legyen
~(t) = (cost,sint), t € [0,27]. Az integral:

[[G@.any = [ sy
= ” <(— sint, cost); (—sint, cost); ) dt = fzﬂ 1dt =27 # 0.

Mivel van olyan zart gérbe, melyen a vonalintegral nemnulla, nincs primitiv fiiggvény.

11



Megjegyzés

-y x " - o e e,
Az f(x,y) = ; vektormezoének lokalisan 1étezik primitiv fliggvénye.
f(z,y) (x2+y2 x2+y2) p ggvény
Példaul barmilyen origd csticsu szogtartomanyban definialhatunk egy "szog" nevi flige-
vényt, ennek derivaltja az f. Viszont nem létezik az egész kilyukasztott sikon érvényes,

folytonos kiterjesztése.

Ha a sikbél elhagyunk egy origébdl induld zart félegyenest, a megmaradt nyilt szogtarto-
manyban definidlhatjuk az z-tengely és az origébdl az (x,y) pontba mutatd szakasz koézotti
iranyitott szoget. Az egyes félsikokkal vett metszetekben

.. Yy x
szog(x,y) = arctg = + C = —arctg — + Cy
T )

alkalmas C7, Cs konstansokkal. A fiiggvény parcidlis derivaltjai

= —y
D,szo6g = L = )
SRS A R Ce
1
—= x
D,sz6g = £ —

L+ (92 22 +y2

A teljes tartoméanyon nem tudjuk a "szog" fiiggvényt folytonosan értelmezni.

Goursat-lemma

Legyen A € RP*? és b € R. Ha az A maétrix szimmetrikus, akkor az f(z) = Az + b
fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye.

Bizonyitas. Egy primitiv fiiggvény:

1
F(x) = thAx +<{b, x).

Lemma (Goursat-lemma valds vonalintegréalokra)

Legyen G < RP 6sszefiiggd nyilt, f : G — RP differencidlhatd, rotaciémentes.
Ha A irdnyitott hdromszogvonal, a belsejével egytitt G-be esik, akkor § Af=0.

Bizonyitas. Rekurzivan konstrualunk egy Ag, Ay, Ao, ... irdnyitott haromszogsorozatot. A
kiindulé haromszog Ay = A, és mindegyik haromszog feleakkora lesz, mint az el6z6 haromszog.
((A)

Az n-edik haromszog keriilete tehat k, = A A keriiletén vett integralt I,,-nel fogjuk

jelolniz I, = §, {f(x),dz).
A konstrukcio: Ag = A. Ha a A, haromszog mar megvan, akkor a kozépvonalaival 4 részre
osztjuk, és a négy kis haromszoget az abra szerint irdnyitjuk.

2k
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Ay

LAY
W/

A négy kis haromszog koziil azt valasztjuk A, ,q1-nek, amelyen az f fliggvény vonalinteg-
raljanak abszolut értéke a legnagyobb. Ha a négy kis haromszogén vett vonalintegralokat
osszeadjuk, akkor a koézépvonalakon vett integralok kiesnek, és a négy vonalintegral osszege
éppen a Ay-en vett vonalintegrl lesz, vagyis I,,. Ezért tehét |I,.1] = |1, ]; indukcival

| Lo
|L,| > e
A A, haromszogek konvex burkai, tehat a zart haromszoglemezek egy csokkend sorozatot
alkotnak, ezeknek van egy kozos ¢ pontja. Mar a nulladik haromszoglemez is G-ben volt, tehat
c € G, és a feltétel szerint az f(z) figgvény differencidlhaté a ¢ pontban; az értéke legyen
b= f(c), a Jacobi-métrixa A = Jy(c). A feltétel szerint A szimmetrikus.
Most vegytlink egy tetszoleges € > 0 szamot; mivel f(z) differencidlhaté a ¢ pontban, van
olyan § > 0, hogy a B(c,d) kornyezetben

|fx) —b— Az —c)|<e-|z—c|

Ha n elég nagy, akkor a A, hadromszog méar benne van a B(c,d) gémbben. Vegytnk egy
ilyen n-et, és vizsgaluk a vonalintegralt A,,-en:

. {f(x),dx) = (A(z —¢) + b,dx) + <f( ) — A(z — ¢) — b,dx).

A"
.

0
Az el6z6 lemma miatt az A(x — c¢) + b fliggvénynek van primitiv fliggvénye, igy a vonalintegrélja
nulla.

A A, haromszog mindegyik pontja kozelebb van a ¢ ponthoz, mint a haromszog keriilete,
tehat x € A, esetén |z — c| < k,. A trividlis becsléssel egyiitt

f<f Al — ¢) — b, dad

< sup |f(z) — Az —c) = b| - k
r€AR

(A2
<Supﬁ|x—c|-kn<akn~kn=€< ( )) ;

TEA, n

atszorozva

| f‘ L] < e (AR
A

Ez minden e-ra igaz, tehat {, f = 0.
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Ko6vetkezmény (primitiv fiiggvény létezése konvex tartomanyon)

Legyen G < RP sszefliggo nyilt, konvex, és f : G — RP differencialhaté. Az f-nak akkor
és csak akkor van primitiv fliggvénye, ha rotaciomentes.

Bizonyitas. Azt mar tudjuk, hogy ha f differencidlhaté és van primitiv fiiggvénye, akkor
rotacidmentes; a masik irany az 1j.

Legyen tehat f rotaciémentes; azt kell igazolnunk, hogy f-nek vak primitiv fiiggvénye, vagy
ami ezzel ekvivalens, barmilyen zart torottvonalon 0 a vonalintegralja.

A zart torottvonalakat most szogletes zardjellel foguk jelolni. Vegyiink tehat egy tetszéleges
[apaias . . . a,] torottvonalat. Ezt az agay, . . ., apa,_1 atlokkal haromszogekre bonthatjuk, és

N
J[agal...an] ; [apai—1a4]

A konvexitds miatt mindegyik [apa;_1a;] zart haromszéglemez G-ben van, igy a jobboldalon
mindegyik integral 0.

Ko6vetkezmény (lokalis primitiv fiiggvény létezése)

Legyen G < RP Osszefiigg6 nyilt, konvex, és f : G — RP differencidlhato, rotaciémen-
tes. Ekkor minden a € G pontnak van olyan kornyezete, amelyben f-nek van primitiv
fiiggvénye.

Bizonyitas. Minden gombi kornyezet konvex, és G minden konvex részén létezik primitiv
fiiggvény.

Definicié (csillagszerii tartomany)

Legyen G < RP 0Osszefliggd, nyilt. A G csillagszert, ha van olyan xy € G pont, hogy
bérmely x € G pont esetén a [z, x| szakasz része G-nek.

Példak

o Minden konvex tartomany csillagszer.

o R:\{(x,0):z > 0} csillagszerti.

o RP\{0} nem csillagszerti.




Ko6vetkezmény (primitiv fiiggvény létezése csillagszerli tartoményon)

Legyen G < RP? Osszefiiggo nyilt, csillagszert, és f : G — RP differencidlhaté. Az f-nak
akkor és csak akkor van primitiv fliiggvénye, ha rotaciomentes.

Bizonyitas. Legyen c a csillag kozepe.
@

Tetszbleges, G-ben fekvd [ajas . . . a,] zart torottvonalra az 6sszes [ca;—1a;] haromszoglemez

G-ben fekszik, igy
o f f=o.
J[alag...an] lzzl [cai—1a:]
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1.4. Homotodpia és vonalintegral

A csillagszeri tulajdonsagot egy altalanosabb topoldgiai tulajdonsagra fogjuk cserélni. Ehhez
sziikség lesz a homotopia fogalmara.

Definicié (k6zos kezd6-és végponti homotép gorbék)

Legyen G < RP| vy, 7 : [0,1] — G kozos kezdé- és végponti, folytonos gorbék, tehat
)

7(0) = 71(0) és y0(1) = 1 (1
D

AU
0]

1

0 >l

0 1
A vy és a vy, gorbe G-ben homotop egymassal, ha folytonosan atdeformalhatok egymasba,
vagyis létezik olyan H : [0, 1] x [0,1] — G folytonos fuggvény, amelyre

(a) barmely t € [0, 1]-re H(t,0) = vo(t) H(t,1) = 7 (t);
(b) barmely u € [0,1]-re H(0,u) = 7(0) = 71(0) és H(1,u) = vo(1) = 71(1).

Személetesen, rogzitett u esetén ¢t — H(t,u) az u-adik gorbe; az (a) tulajdonsig szerint
a 0-adik gorbe a 79, az l-edik gorbe a ;. A (b) tulajdonsig azt kéveteli meg, hogy a
kozbiils6 gorbék kezdo- és végpontja is ugyanaz legyen.

Definicié (homotép zart gorbék)

Legyen G < RP, 9,71 : [0,1] — G folytonos zart gorbék, tehat vo(0) = vo(1) és 71(0)

'71(1)'
AU

1

70 D

0 >l
0 1

A vp és a vy, gorbe G-ben homotop, ha folytonosan atdeformalhaték egymasba, vagyis
létezik olyan H : [0,1] x [0,1] — G folytonos fiiggvény, amelyre

(a) barmely t € [0, 1]-re H(t,0) = vo(t) és H(t,1) = 1 (t);

(b) barmely u € [0, 1]-re H(0,u) = H(1,u).

A (b) tulajdonsdg azt koveteli meg, hogy a kozbiils6 gorbék is zart gorbék.

16



Definicié (nullhomotép gorbe)

Legyen G < RP, v — @G folytonos zart gorbe. A v gorbe G-ben nullhomotdp vagy (egy)
pontra (0ssze)hizhatd, ha homotdp egy egyponti (konstans) gorbével.
AU
1
H
~ A
D
0 >t !
0 1

Tétel (vonalintegral homotép gorbéken)

Legyen G < RP? 6sszefiiggd, nyilt, f : G — RP folytonos vektormezd, aminek lokalisan
létezik primitiv fliggvénye, vagyis G minden pontja koril egy kornyezetben az f-nek van
primitiv fiiggvénye. Ekkor

(a) Ha 7o és v, kozos kezd6ponti, G-ben homotoép, szakaszonként C! gorbék, akkor
S, f=5.1
Yo 71

(b) Ha 7 és v, zart, G-ben homotodp, szakaszonként C! gérbék, akkor S% f= S% f

(c) Ha v zart, G-ben nullhomot6p, szakaszonként C gérbe, akkor 87 f=0.

@% @ @
Y D Yo D %

Bizonyitas. (a,b) Legyen H :

. ao,o 70

A H képe K, kompakt; van olyan r > 0 hogy K barmely pontjanak r sugari kornyezete
D-ben van.

A H egyenletesen folytonos; van olyan n pozitiv egész, hogy barmely ¢t u,u’ € [0, 1],
t—t| <L Ju—u| < Lesetén |H(t,u) —h(t' )

A [0,1] x [0, 1] négyzetet n x n részre osztjuk; legyen 0 < k, ¢ < n esetén ay, = H(%, ).

Az [ag pQr+1.00k11,000k 0410 ¢] tOrOttvonal a B(ay, ) gombben fekszik, ott van f-nek lokalis
primitiv fiiggvénye, a torottvonalon az f vonalintegralja 0.

\

Qn 0
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n—1n—1
| f
k=0 £=0 Y a[

k@Kt 0Tk, 010k Li1ay, o]

n—1 n—1 n—1 n—1
=0 IR 3 IS S IS 0f
k=0 Y[ak,0ak41,0] k=0 Y[ak+1,0ak,0] 2=0 Y[a0,e+1a0,¢] 2=0 Y[an,can en]

A R C R W) R R ¥

Koz0s végpontu gorbék esetén az utolsod zardjelben mindkét szakasz egy-egy pont; zart gorbék
esetén a két szakasz ugyanaz.

A (b) allitasnak specidlis esete a (c) allitas.

Definicié (egyszeresen Osszefiiggs tartomany)

Legyen G < RP Gsszefiiggd nyilt. A G egyszeresen dsszefiiggd, ha minden G-ben fekvo
zart gorbe nullhomotop.

Példak

Egyszeresen Osszefiiggd tartomanyok:

¢« RP
» minden konvex tartomany
« minden csilagszerti tartomany
. RA\{0}
Nem egyszeresen Osszefiigg6 tartomanyok:
« R*\B((0,0),1)}
o R3\{(¢,¢,t): zeR}

o R3\{(cost,sint,0):te[0,2r]}

Tétel (a primitiv fiiggvény létezése egyszeresen Osszefiiggé tartoményon)

Legyen G < RP egyszeresen Osszefliggo, nyilt, és f : G — RP differencialhaté vektormezo.
Az f-nek akkor és csak akkor van primitiv fiiggvénye, ha f rotaciémentes.

Bizonyitas. A tartoméany egyszeresen 0Osszefligd, ezért G-ben minden zart gorbe, specidlisan
minden zart toréttvonal nullhomotop. Az elézd tétel miatt minden zart toréttvonalon 0 az f
vonalintegralja, de akkor van primitiv fiiggvénye.
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Feladatok

1.1. Legyen g(t) = (1,t,t?) (t € [0,1]) és f(z,y,2) = (yz,zz, vy). Szadmitsuk ki a kovetkezd

vonalintegralokat:
ffldﬂfz J<f,dx> fodx
g g g

Melyik integralt szamithatjuk ki kozvetlentl a valés vonalintegralokra vonatkozd Newton-
Leibniz formuldbél?

1.2. Legyen g(t) = (¢,t%) (t € [0,1]). Szdmitsd ki a kovetkezd vonalintegrélokat:
J cos xdy J < (e®cosx, e’ siny),dx >
9 9

Melyik integralt szamithatjuk ki kozvetlentl a valés vonalintegralokra vonatkozd Newton-
Leibniz formulabol?

1.3. Egy p homogén toltéssiirliségli egyenes altal 1étrehozott elektromos térerdsség iranya
meréleges az egyenesre, nagysaga az egyenestol d tavolsdgban 2kp/d. Mekkora a fesziiltség két
pont kozott?

1.4. Melyik fiiggvénynek van primitiv fiiggvénye? Ha van, irjuk is fel! Ha nincs, mutassunk
példat olyan zart gorbére, amelyen a vonalintegral nem tiinik el!

e o) (e ars) (v ) (ashy) (aisho

x2+y2’x2+y2 \/x2+y2’\/x2+y2

1.5. Mik azok a differencidlhaté f : R? — R fiiggvények, amire a kovetkezd allitds teljesiil?
Ha g egyszerfi, zart, rektifikdlhaté gorbe R2-ben, akkor

(@) Lﬁf®=Lﬂawm (®) Lﬁwwm=Lﬂ%wm

1.6. Igazoljuk, hogy ha f : R?> — R? folytonos, és minden tengelyparhuzamos téglalap
kertiletén eltiinik a vonalintegralja, akkor f-nek van primitiv fiiggvénye.

1.7. Az f:R*{(0,0)} — R? vektormez8 akarhdnyszor differencidlhaté, rotaciémentes, és az
origd egy pontozott konyezetében korlatos. Bizonyitsuk be, hogy van primitiv fiiggvénye.

1.8. Legyen G = R*\{(z,z,7) : z € R}. Keressiink olyan differencialhaté G — R3 vektor-
mezOt, ami rotdciomentes (azaz a ,keresztbe vett” parcialis derivaltjai megegyeznek), de nincs
primitiv fiiggvénye.

1.9. Legyen H = R3\{(x,y,0) : z* + y* = 1}. Mutassunk példat olyan differencidlhato,
rotdciomentes H — R? fiiggvényre, aminek nincs primitiv fiiggvénye.

1.10. Melyik halmaz egyszeresen 6sszefiiggd?
R\{(0,0)}  R\{(0,0,0)}  R\{£,0,0):teR}  R"{£,0,0,0):teR}
R*\{(cost,sint,0) : t € R} R*\{(cost,sint,0,0) : t € R}
1.11. Egyszeresen osszefiiggé-e a H = R3\{(cost,sint,e') : t € R} halmaz?
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2. fejezet

Integraltételek sikban

2.1. Green-tétel

Az integraltételeinkben nem csak az eddig megismert valos vonalintegralokra lesz sziikségiink; a
skalaris szorzas helyett hasznalni fogjuk vektor és skalar szorzatat, a 3-dimenzios vektorialis és
a komplex szorzast is, ezért az eddigi valés vonalintegralfogalmunkat kiterjesztjiitk mindenféle,
vektor- és skalarértékli szorzasra. Masfel6l, mindig folytonos fiiggvényeket fogunk integralni, és
mindig szakaszonként C! gérbéken, ezért az dltalanos definiciét lesziikithetjiik erre az esetre.

Definicié (4ltaldnos vonalintegral szakaszonként C'! gorbén)

Legyen
o G < RP osszefiiggd, nyilt, v : [a, b] — G szakaszonként C' gorbe;
o f:G — RY folytonos fiiggvény;
o #:RY x RP — R" bilinearis fiiggvény, valamilyen szorzas.

Ekkor az SA/ f(x) = dx vonalintegralt a kovetkez6képpen definialjuk:

Lf(x) x*dx = f;a (f(fy(t)) % "Y(t)>dt.

Ha r > 1, akkor az integrandus és integral értéke is r-dimenzids vektor; minden szinten a
szorzat megfelel6 koordinatajat kell integrélni:

§i_. (f (v(1)) = W(t))ldt

f f(x)=dx = :
' v, (F6®) <30) ar
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Példak

e Hap =g =1 =1, v(t) =t és = a valés szdmok szorzasa, akkor ez éppen az
egyvaltozés Riemann-integral.

e Hap=gqésr =1, és = a vektorok skalaris szorzasa, akkor ez a valos vonalintegral.

e Hap=gq=r=2,és=akomplex szorzas, akkor a neve az f komplex vonalintegrdalja
a vy gorbén.

e Haog=r=1¢és1 <1 < p, akkor az f figgvénynek az z; valtozd szerinti vonalin-
tegrdlja a v gorbén §_ f(z)dx; = SZ Fy(@®)3:(t) dt.

Megjegyzés

Mindegyik vonalintegralt atirhatjuk az egyes valtozok szerinti vonalintegralok egy lineéris
kombinacidjara.

» Valo6s vonalintegral:
p
J <f(x),dx> = ZJ fi(x) dz;
g =197

o Komplex vonalintegral:

) Lﬁ&ﬂm—Lﬁ&Nu

Lf(X) = Lfg(X) dz; + Lfl(x) dz,

Szamitsuk ki az f(z) = Z fuggvény komplex vonalintegraljat az egységkorvonalon.

Megoldas.
v(t) = (cost,sint) (0<t<2m); a(t)=7(t) =cost, y(t)=1(t) =sint

(t) = (—sint,cost); dz =4(t)dt = —sintdt, dy = (t)dt = costdt

f(xay) = (Ia _y)
r 27
filx)dx = a:dxzf cost - (—sint)dt = 0;
v Jy t=0
r 27
fix)dy = xdyzf cost - costdt = m;
% Jy t=0
r 2m
fo(x)dz = | (—y)dz = J (—sint) - (—sint)dt = 7
07 Jy t=0
r 21
fo(x)dy = | (—y)dy = J (—sint) - costdt = 0;
¥ Jy t=0



ff( )(dxdy)—f(fl,fz (da, dy) = ffldx—deyfldwfzdx)

(Jﬁdx—JﬁdyJﬁdy+Jﬁ¢0 o mw+w>:mgm.

f zZdz = 2.
N

Avagy,

"Keresztszorzat"

A sikbeli integraltételekhez hasznalni fogjuk a vektorialis szorzat kétdimenzios valtozatat:

Definicid

AZ a, b € R2 Sﬂ(VthOI’Ok k‘€7"€52t$207”20,ta
a X b a b —a b = d ! ll
= 109 201 = et , , ,

irdnyitott szoge az a ¢ € R/2nw7 sz6g, amelyre

la - |b]| - cos p = <a,b>, lal - |b| -sinp =a xb

b

Megjegyzés

Sikvektoroknak most mar legalabb haromféle szorzatat ismerjiik: a skalaris szorzés és a
keresztszorzat bilinearis R? x R? — R fiiggvények, a komplex szorzds pedig tekinthetd
bilinedris R? x R? — R? fiiggvénynek.
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Gorbeindex, Jordan-féle gorbetétel

Definicio

A v : [a,b] — RP gorbe egyszeri, zart, ha folytonos, v(a) = 7(b), és a két végpont
kivételével injektiv (pl. az [a,b) intervallumra megszoritva injektiv.)

Definicid

Ha v : [a,b] — R? zart gorbe, és a ¢ € R? pont nincs rajta a gorbén, akkor n(vy,c) € Z
jelenti azt, hogy a v el6jelesen hanyszor "keriili meg" a ¢ pontot. Neve: a gorbe c-re
vonatkozo indexe, vagy c korili korilforduldsi szama. A gérbeindexet sokféle paraméteres
vonalintegrallal is felirhatjuk, példaul

1 (- sma
"9 = 5 £)<<< S R G L )) « ’dy)>

.

1 _
:J (x=0)  ix
2T Jxey [X —c|?

vagy komplex vonalintegrallal

Y

grad szog(x—c)

A gorbeindex mindig egész szam.

Definicié (Jordan-gérbe (Marie Ennemond Camille Jordan, 1838—-1922))

A 7 : [a,b] — R? gorbe Jordan-girbe, ha egyszerii, zdrt, vagyis folytonos, y(a) = y(b), és
a két végpont kivételével injektiv (pl. az [a,b) intervallumra megszoritva injektiv.)

Tétel (Jordan-féle gorbetétel)

Ha v : [a,b] — R? egyszert, zart gorbe, akkor az R*\y([a, b]) nyilt halmaz két dsszefiiggd
komponensbél &ll, az egyik komponens korlatos (a gorbe belseje), a mésik komponens
nem korlatos (a gorbe kilseje), és mindkét komponens hatara a .

A gorbe kiils6 pontokra vonatkozé indexe 0, a belsé pontokra vonatkozo index vagy
mindenhol +1, vagy mindenhol —1. Az els6 esetben a gorbét pozitiv irdnyitisinak, a
masodik esetben negativ iranyitasunak nevezziik.
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(Erdés Péalnak az a mondésa, hogy valaki a Jordan-tételt tanulmdnyozza, azt jelentette: az
illeté bortonben van.)

K < R? Jordan-tartomdny, ha egy egyszerti, zart, folytonos gorbe belseje.
A tovabbiakban a hatargorbét, mindig pozitiv irdanyitassal, 0K fogja jelolni.
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Green tétele

Tétel (Green (George Green, 1793-1841))

Legyen K Jordan-tartomany, amelynek a hatéara
szakaszonként C!, legyen G > cl K nyilt, és f :
G — R folytonosan differencialhaté.

(a) Ha Z—f létezik és folytonos cl K-n, akkor
7

fdy = J a—fdxdy.
oK K 0T

0
(b) Ha a—f létezik és folytonos cl K-n, akkor
Y

fdx = —f gdxdy.
oK K 0Y
(a+b) egyttt: Ha f és g folytonosan differencidlhaté cl K-n, akkor

_[(_9 9%
LK(fdx + gdy) = JK < o + ax)da:dy.

Bizonyitas. (bl). Ha K norméltartomény: a bizonyitds lényege, hogy K minden fiigg6leges
szekcidjan alkalmazzuk az egyvaltozos Newton-Leibniz formulat.
Tegyiik fel, hogy

K = {(m,y) cx € [a, b, o(x) <y <Y(x)},

valamilyen [a, b] intervallummal és szakaszonként differencidlhaté ¢, v : [a,b] — R, ¢ < ¢
fiiggvényekkel. A két fliggvénygrafikon tehat (z, p(z)) és (x,1(x)).

Ay
3 w(x

V4 %
| M |
a T b

A 0K hatar négy részre vaghaté: a felso és az also hatarolo grafikon 7, és 3, és két fiiggdleges
szakasz yo és 4. A fels6 fiiggvénygrafikonon jobbrol balra kell végigmennitink.
A fiiggbleges szakaszokon az x szerinti vonalintegral 0.

L Z;jdxdy _ Lb:a (Jw(x) afdy) dr = f” (f(x,w(x)) - f(l-,@(x)))dx _

y=up(x) oy z=a

:_Llfdm—Lgfdmz— L

(al) Ha K egy tiikkrozott morméltartméany, akkor hasonl6an bizonyitunk, az z és y felcseré-
lésével. Ez a tiikkrozés megforditja a hatar iranyitasat, ezért azt vissza kell forditanunk; itt jon
be még egy negativ eldjel.
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a

| /2 > L

o= [ ([, )= G-

y=a
:J f(:c,y)derf f(:v,y)dy=f flz,y)dy
3 " oK
Altaldban:

o A fentiek bizonyitanak példaul konvex sokszogekre.

« Atlokkal vagy akér parhuzamos szakaszokkal szétvigva-osszeragasztva megkapjuk az 4l-
litast tetszoleges zart torottvonalra.

o Az altalanos esetben a hatargérbét belilrol kozelitjuk torottvonalakkal, majd hataratme-
net.

Kovetkezmény (Jordan-tartomany teriilete)

Ha K Jordan-tartomdny, a hatdra szakaszonként C!, akkor

t(K)=f asdyz—f ydlej x x dx.
oK oK 2 Jox

Bizonyitas. Green-tétel az f(x,y) = =z, illetve f(z,y) = —y fiiggvényekre vagy a kettd
Osszegére:
J xdy = J —dxdy = f ldazdy = t(K).
K
—f ydr = dz‘dy—f ldzdy = t(K).
K Y K

Préobaljuk ki a fenti tertiletképletet az origd kozéppontii, r sugari korre.

A hatérgorbe:
~v(t) = (rcost,rsint) (0 <t <2m), dx = A(t)dt = (—rsint,r cost)dt.

(B0 - |

1 2m
xxdx=f (rcost,rsint) x (—rsint,rcost)dt
oK ¢

=0
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Kovetkezmény

Szakaszonként C! Jordan-gérbén, aminek a belsejében rotdcidmentes egy vektormezd, a
valés vonalintegral 0.

Bizonyitas. Ezt mar megcsinaltuk sokkal altaldnosabban a Goursat-lemmaval, de a Green-
tétel is mikodik:

(f,dx) = J fidx+ | fody = — %dxdy—k %dxdy = f (an - 5f1) dzdy = 0.
0K oK oK Kk Y K 0T Kk \ 0T dy

Megjegyzés

A fentiek elmondhaték olyan tartomanyokra is, amelyeket egynél tobb zart gérbe hata-
rol, ha a gorbéket megfeleloen iranyitjuk. Legyen K < G olyan halmaz, amelynek ha-
tara véges sok, diszjunkt, egyszerti zart, szakaszonként C gérbébél 4ll (a tovdbbiakban:
krumpli), akkor K hatdrgorbéit lehetséges tigy irdnyitani, hogy az K kils6 pontjaikra
vonatkozo6 indexe 0, a bels6é pontokra az indexdsszeg +1 legyen. A tovabbiakban 0K (a
krumpli héja) ezeknek az irdnyitott hatargérbéknek a halmazat fogja jelenteni, és az Sa e
a gorbéken vett integralok Osszegét.

4!

Az Osszeragasztos-approximalos modszer ezekre is mikodik, igy a Green-tétel és fenti
kovetkezményei az ilyenekre is kiterjeszthetok.




2.2. Newton—Leibniz formula sikban

A tovabbiakban v mindig szakaszonként folytonosan differencialhaté lesz.

Definici6

ds = (dz, dy)

BV nds = (dy, —dx)

. o(t
) szakaszonként C! gorbe sebességuektora a t idépontban Y(t) = (x( ))

. o y(t)
) __(#9) s. Ennek (—90°)-kal

YOI VEZ+g

Ha ez nem a nullvektor, akkor az érintovektor t =

elforgatottia a kilso normdlis: n = ——+~%.
gatott] e
Az ivhossz szerinti integraloknal haszndalni fogjuk a ds = dx és a ds = |dx|, a tertilet

szerinti integraloknal az dA = dady jeloléseket. A szokéasos helyettesitésekkel a gorbén

dx dy
tds = — .
ds (dy) , nds (—dx)

Tétel (Newton—Leibniz formula (Isaac Newton, 1642-1727; Gottfried Wilhelm

Leibniz, 1646-1716))

Ha cl(K) « G = R? Jordan-tartomédny, aminek a hatara pozitiv irdnyitdsi, szakaszonként
folytonosan differencialhaté gorbe, és f: G — R folytonosan differencialhaté, akkor

J (grad f)dA = fnds.
K

oK

Bizonyitas.

d d D,.fdA
fnds=J f-( y) _ ( Jorc Fy ) _ (SK ! ):J (grad f) dA.
oK oK —dz — S&K fd.l’ SK Dyf dA K
Megjegyzés. Elmondhatjuk ugyanezt egydimenzidban, egy f : [a,b] — R folytonosan differen-

cialhato fiigguényre. A hatdr két, eqységnyi sulyi pontbol dll: a felsd végpontban a kifelé mutato
normdlvektor a +1, az alsé végpontban —1. Ezért S[a pJ (@) dz = fla) - (=1) + f(b) - (+1).

A Newton-Leibniz formula segitségével frjunk fel olyan f : R? — R fiiggvényt, amelyre
igaz, hogy barmely, szakaszonként differencialhaté hatari K krumpli silypontja

f(x)nds
oK

7= NE

28



Megoldas. A silypont a pontok teriilet szerinti atlaga:

f xdA
K .

t(K)

Az kellene, hogy
VK J f(x)nds = J xdA.
oK K

A Newton-Leibniz formula szerint

(x)nds = JK (grad f(x)) dA,

0K

tehat minden szép és jo, ha

(D1 f(2,y), Daf (x,y)) = grad f(x) = x = (x,y).

Példaul 1 ]
flx,y) = 5(:}02 +9?) = §|X\2 egy j6 fuggvény.
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2.3. Gauss—Osztrogradszkij tétel sikban

Mese a talajviz forraserosségérol és forrassiiriiségérol

Kertiink, K egy talajvizzel elarasztott G teriileten fekszik, a vizszint allandé. A teriilet barmely
pontjan a talajviz feltorhet vagy elszivaroghat, de a feltoro viz a 0 K keritésen keresztiil kidaram-
lik, illetve az elszivargd vizmennyiség a keritésen keresztiil aramlik be. A viz tehat folyamatos
mozgasban van, a sebességét az f : G — R? vektormez6 adja meg.

A kertbdl a keritésen at masodpercenként kifolyé vizmennyiség a kertiink forrdserdssége.
Egy ds hosszi keritésdarabon, amelynek kifelé mutaté normalvektora n, masodpercenként
{f,nds) viz folyik ki; a forrdserdsség ennek integrélja, vagyis §,,.(f, nds).

oK \f

Most osszuk fel kertiinket kis, 2r oldali négyzetekre, és vizsgdljunk meg, hogy egy (a,b)
pont kérili [a — r,a + 7] x [b — r,b + 7] négyzetben mennyi viz tor fel, illetve mennyi folyik
a négyzetbol ki. Az f persze egy-egy oldalon sem &lland6, mi az oldalak kdzéppontjaban vett
értékekkel fogunk szamolni.

fla,b+r)
(a—1b+7) /(a+r,b+7")
fla—r,b)
v dab) )
a,b—r
e
(a—r,b—r) (a+7rb—r)

A fuggéleges oldalakon kifolyé vizmennyiség csak f vizszintes komponensétél figg, a viz-
szintes oldalakon pedig az f fliggéleges komponensétol.

« A jobboldalon kifoly6 vizmennyiség: fi(a + r,b) - 2r

« Baloldalon: —fi(a — r,b) - 2r (a negativ irany mutat kifelé)
o Fent: fo(a,b+r)-2r

o Lent: —fy(a,b—r)-2r (a negativ irdny mutat kifelé)
Osszeadva, a négyzet forraserdssége

~ fila+r0b)-2r — fi(a—r,b) - 2r + fo(a,b+r)-2r — fo(a,b—1r) - 2r
_ (fl(a—i-r,b) — fila—r,b) N fala, b+ 1) —f2(a,b—r)> (2

2r 2r
i (D1f1 (a, b) + DQfQ(Cl, b)) - tertlet.

Mondhatjuk, hogy az (a, b) pont koriil négyzetméterenként és masodpercenként Dy f1(a,b)+
Dy fo(a, b) kobméter talajviz tor fel. A forrdssiriiség az (a,b) pontban: Dy fi(a,b) + Dy fa(a,b).
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A kertben mésodpercenként feltoré osszes vizmennyiség, vagyis a kert forraseréssége a for-
rasstriiség teriilet szerinti integralja, vagyis SK(Dl fi + Dy fs)dA.

Ezzel kétféle heurisztikus képletet is kitaldltunk a kertbol kifoly6 vizmennyiségre, és azt var-
juk, hogy a kettd valoban egyenld, és persze nem fiigg az onkényesen megvalasztott koordinata
irdnyainktol sem.

Divergencia

Definicié (vektormezd divergenciija)

Legyen G < RP nyilt és f : G — RP? differencialhaté. Az f vektormezd divergencidja vagy
forrassirisége
divf = Difi + Dofo+ ... + Dpfp =tr Jf.

Dy
AV =] : |jeloléssel, alternativ felirasok:

DP

fi

_ ;oo | 2

divf =<(V,f)=tr f ' =V"'|".

o

(fydx)y="| fidz+ | fody=

oK oK oK
=— %dxdy + f @dxdy =
Kk 0y K 0T

L (of on )
_ L <8x _ ay> dedy = 0.

A divergencia nem fiigg a koordindtarendszer iranyatol.

Bizonyitas.  Altalaban, mi térténik, ha a szokdsos koordindta-rendszerrdl a (uy, ..., u,)
koordindta-egységvektorokra tériink at7 Az 4j koordindta vektorokbdl egy T' = (uy,...,u,)
métrixot készithetiink, ami ortogondlis (azaz T'T = TT!" = I avagy T—! = T?%), és pozitiv
irdnyitasu (azaz det T = 1). Ha egy vektor koordinédtai a régi rendszerben x, az 1ij rendszerben
y, akkor y = T'x.

A T transzformacié megtartja a skaldris szorzatot: tetszoleges x,y vektorokra

(T'x,T'y) = (T'x)'(T"y) = x"(TT")y = x'y = (x,y).

Az u; irdnyt irdnymenti derivalt Dy, = ulV; az 1ij rendszerben a derivalé operator

Dy, uf
V=1 : |=]:|v=1V.
Dup 'Ll;
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Avagy, skalarmez6 gradiensvektora az j koordinata-rendszerben
gradg; f = T" grad,,; f.

fi
A vektormezdket is az 10j koordindta-rendszerben irjuk fel, tehdt V-t nem az £ = |
o
figgvényre, hanem az fg; = T'f fugvényre kell alkalmaznunk.
Tehat
divy; £y = Vfijfﬁj = (V'T)(T'f) = VH(TTHf = V'f = divf.

Tétel (2-dimenziés Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel (Carl Fried-

rich Gauf}, 1777-1855; Muxaun Bacuawesua Ocrporpajckuii, 1801-1862))

Ha cl(K) = G = R? Jordan-tartomany, aminek a hatdra pozitiv irdnyitési, szakaszonként
folytonosan differencialhaté gorbe, és f : G — R? folytonosan differencialhaté vektormezd,
akkor

L(div £) dA — L (&.nds).

Bizonyitas.
| mas— [ (fdy+ pcdo) = [ fdy- | e -
oK 0K oK oK
K K K

Megjegyzés

A Gauss-Osztrogradszkij tétel lehetoséget ad a divergencia egy koordinatafiiggetlen defi-

« sz

div f(a) = lim, (i thal:r (F(x), nds>> |

2rr
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2.4. Stokes-tétel sikban

Vektormezo6 orvényerossége és orvénystiriisége

Kertiinkben most az orvénylést fogjuk mérni. Csénakunkra a kert minden pontjaban vala-
mekkora f er6 hat a viz sodrasa miatt. A kert hatdran az drvényerdsség azt jelenti, hogy
pozitiv irdnyban korbe haladva a sodras mekkora munkat végez. Ezt persze a szokasos valds
vonalintegral adja meg: W = {  (f, dx) = {, . (fidz + fody).

Ismét osszuk fel kertiinket kis, 2r oldali négyzetekre, és vizsgaljunk meg az 6rvényerosséget
az (a,b) pont kortli [a —r,a+ 7] x [b—1r,b+ 7] négyzet hatardn. Ismét csak az oldalkézéppon-
tokban vett erckkel szamolva, a végzett munka a jobb-, a bal-, a fels6 és az als6 oldalon rendre
fala +1,0) - 2r, fala —r,b) - (=2r), fi(a,b+ 1) (=2r), illetve fi(a,b—r)-2r, Gsszesen

(fg(a +7,b) — fola—1,b) — fi(a,b+71) + fi(a,b— 7‘)) S2r & (D1f2 — Dyfy) - (2r)%

fla,b+7r)
(@a—7r,b+r) /(a+r,b+r)
fla—rb)
Vet T flatrd)
fla,b—r)
—
(a—r,b—r) (a+rb—r)

Ha ezt az 0Osszes kis négyzetre Osszeadjuk, akkor a bels6 hatdrokon vett munkdk kies-
nek, és csak a kert hatdra mentén végzett munka marad meg. Tehat azt varjuk, hogy W =
SK (D1 fo — Do f1)dA. Az integrandust, a D; fo — Do f1 fliggvényt nevezhetjiik az f vektormezé
orvénysiriségének.

Rotacio

Definicié (vektormez6 rotéiciéja 2-dimenziéban)

Két dimenziéban az f vektormezé rotdcidja vagy drvénysirisége
rotf = Dy fy — Dofy =V x f =det(V,f)

Angol nyelvii tankonyvekben, cikkekben a rotaciét curinek nevezik, és curl f-fel jelolik.

A rotacié nem flgg a koordinatarendszer iranyatol.

Bizonyitas. Blokkmaéatrixokkal

roty £y = det(Vy, fyy) = det(T*V, T'f) = det (I - (V,f)) = det T" - det(V, f)) = 1 - rot f.
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Tétel (2-dimenzids Stokes-tétel (George Gabriel Stokes, 1819-1903))

Ha cl(K) < G = R? Jordan-tartomany, aminek a hatdra pozitiv irdnyitési, szakaszonként
folytonosan differencidlhat6 gorbe, és f : G — R? folytonosan differencidlhaté vektormezd,
akkor

JK(rot ) da= | @do- —L £ x (nds).

K

Bizonyitas. A masodik két integral ugyanaz, mert
—f x (nds) = —(f1, f2) x (dy, —dx) = fidx + fody = {f,dx).

Ezutan a Green-tételt kétszer alkalmazva,

LK<f, dx) = aK(flolx + fody) = L ( — Dyfy + L D, f2> dA = L(rot f) dA.

Megjegyzés

htz6d6 krumplikkal:

1
rotf(a) = — lim —J f x nds.
|x—a|=r

r—+0 27
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Feladatok

2.1. Milyen gyengébb feltételekre cserélhetjiitk a Green-tétel feltételeit?

2.2. Irjunk fel olyan folytonosan differencidlhaté f : R?2 — R fiiggvényt, amire igaz, hogy
tetszbleges, egységnyi stirtiségi K < R? Jordan-krumpli silypontjanak z-koordinatéja egyenld
az f fiiggvény 0K-n vett, (a) x szerinti vonalintegraljaval; (b) y szerinti vonalintegraljéaval.

2.3. Irjunk fel olyan folytonosan differencidlhaté f : R? — R fiiggvényt, amire igaz, hogy
tetsz6leges, egységnyi stirfiségli K < R? Jordan-krumpli origéra vonatkozé tehetetlenségi nyo-
matéka egyenlé az f fliggvény 0K-n vett, (a) x szerinti vonalintegraljaval; (b) y szerinti vonal-
integréaljaval.

2.4. Ellenorizziik kozvetleniil, és vezessiik le a Newton—Leibniz formuldbdl és a Stokes-tételbdl
is, hogy tetszoleges K Jordan-krumplira

J nds = 0.
0K

2.5. Irjunk fel olyan folytonosan differencidlhaté f : R? — R figgvényt, amire igaz, hogy
tetszbleges, A teriiletli K < R? Jordan-krumpli silypontja

1
1 LK fn ds.

2.6. Legyen 0 < a < 7, és y(t) = (cost,sint), ha [t| < a.

JndSZ?
il

2.7. A grad, div, rot operaciékbol 9-féle kompozicié készithet6: gradrot stb. Ezek kozil
melyek értelmesek? Melyek azonosan nulldk?

2.8. Igazoljuk, hogy minden (elég sima) R? — R? vektormezd felbonthat6 egy divergencia-
mentes és egy rotacidomentes vektormezé osszegére.
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3. fejezet

Integraltételek a térben

Definicio

Ha P € J(R?), akkor a P — R3 fiiggvényeket fogjuk paraméteres feliiletnek hivni. Beszél-
hetiink folytonos, differencialhaté, folytonosan differencialhaté, darabonként folytonosan
differencialhato feliiletekrol is.

\ J

Megjegyzés

A felszint nem lehet — a gorbék ivhosszanak mintajara — a beirt poligonok felszinének
szuprémumaként definidlni (1d. hengerbe beirt lampion).

R
N—————

i
i

i
i
|
i

—7

»
ﬁ

\‘

»’4
ﬁ’«
\
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Definici6

“’U A -

a4 = D, S x D,S dudv

DQS -dv

D1S - du

Ha S : P — R3 darabonként folytonosan differencidlhaté feliilet, akkor

. (1—1)4 . D1SXDQS
~|dA| | DS x D,S|

—

dd = (DS x D,S) dudv,  |dA| =|d4|, n

(feliiletelem, felszinelem, illetve iranyitott normdlvektor).
Az S felilet felszine

A= |D1S x DyS|dudv; ennek egyfajta roviditése, jele: f |dA].
S

u,veP

Definicid

Legyen P € J(R?) kompakt, és legyen S : P — R3 darabonként folytonosan differencidl-
hato feliilet.
Ha f valamilyen skalar- vagy vektormezo, akkor f felszin szerinti integralja az S feliileten

f f(S(u,v)) |D1S x DyS| dudv; jele: J fldA|.
(u,v)eP S
Ha = valamilyen szorzas (bilinearis fiiggvény), akkor
J f(S(u,v)) = (DS x DyS) dudv; jele: J £+ dA.
(u,v)eP S

Specidlisan, ha = a skalaris szorzas, akkor f felileti integrdlja vagy fluzusa az S feliileten

J(u o <f(S(U> v)), D1S x D25> dudv; jele: L<f’ (ﬁ’b

Lemma

Ha S(u,v) = (u,v, p(u,v)) egy kétvaltozos figgvény grafikonja, akkor

N _Ducp
dA = | —D,p | dudw.
1
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Bizonyitas. DS = (1,0, Dyp(u,v)) és DS = (0,1, Dyp(u,v)), a "felfelé” mutaté teriiletvek-
tor tehat

R 1 0 —Dyp
dA = 0 |du x 1 |dv= | —Dyp |dudv.
Dyp D,y 1

Kovetkezmény

A grafikon felszine

A= f A/ (Dyp)? + (Dyp)? + 1 dudo.
(u,v)eP

(Kb. ezt is varjuk.)

Lemma (a Green-tétel hirom-dimenzids véltozata)

Ha G < R3 nyilt, K < G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatéra darabonként
folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normélvektor mindig kifelé
mutat, tovabbéa f : G — R folytonosan differencialhato, végiil ¢ € {1, 2, 3}, akkor

f o av = 5 da.
K oK

(dV = dzdydz a térfogatelem:; d—fll a dA teriiletvektor i-edik koordinataja.)

(=D1p, =Dop, 1)
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Bizonyitas (csak szép normaltartomanyokra). A z-koordinatara bizonyitunk, vagyis
1 = 3, és feltessziik, hogy K normaltartomany a P szép paramétertartomany folott. A alsé és
a fels6 grafikon legyen most is ¢(z,y) és ¥(z,y), tehat K = {(x,y,2) : (x,y) € P,p(x,y) <
z < Y(z,y)}. A hatar fiiggleges darabjain dA; = 0, tehét a z szerinti integral 0. Az alsé
grafikonon a lefelé mutaté normalvektort kell hasznalnunk.

N _D1¢(xay)
f dAS = J f(xa yaw(xay» _D2¢($a y) d&?dy

oK (z,y)eP 1

3
Dﬂ@(l‘, y)

n j @y, (@) | Dogle,y) | dedy =
(z,y)eP

-1 5

_ Lc o (f(x, Y, ¥(z,y)) — f(z,y, go(x,y))>dxdy

Y(2,y)
= J (J Dsf(z,vy, z)dz) dady = J Dsf dV.
(zy)eP \Jo(zy) K

Tétel (Newton—Leibniz formula a térben)

Ha G < R3 nyilt, K < G korldtos, zart krumpli, aminek a 0K hatéra darabonként
folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normélvektor mindig kifelé
mutat, tovabba f : G — R folytonosan differencialhato, akkor

J(gradf) av = | f-dA.
K oK

. J

Bizonyitas. A Lemméat mindharom koordinatara alkalmazva,

Dy f AV fd4, .
f (grad f) dV = f Dyf dV | = f fdA, | = f fdA.
K K D3f dVv oK fd—z)43 oK

Kovetkezmény

f d4d =o0.
oK

Bizonyitas. Newton—Leibniz formula a konstans 1 fliggvényre.

Tétel (3-dimenziés Gauss-Osztrogradszkij tétel, divergenciatétel)

Ha G < R3 nyilt, K < G korlatos, zart krumpli, aminek a 0K hatéra darabonként
folytonosan differencialhato feliilet, és ezeken az iranyitott normélvektor mindig kifelé
mutat, tovabba f : G — R3 folytonosan differencidlhaté, akkor

J (divf) dV = | (f,dA).
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Bizonyitas.
J (div £) dV = J (le1 AV + Dofy AV + Dy fs dv) —
K K

= LK (f1CT741 + foddy + f3(ﬂ)3) = J;K<f7 CTI_ZD

Definicié (vektormez6 roticiéja 3-dimenziéban)

Az f : G — R? vektormez6 rotaciéja

Dy f3 — Dsfs
rotf =V xf=|Dsfi —Difs
D1 fo — Dy fy

Megjegyzés

A rotacié most is Orvénysiiriséget jelent, de az ¢rvények kiillonboz6 sikokban fekhetnek.
Ha egy kis korvonal teriiletvektora v, akkor a korvonalon az 6rvényerdsség (rot f, v). Ilyen
értelemben a rotécié egy R3 — R linedris fiiggvény.

A rotacié nem fligg a koordinatarendszer iranyatol.

Bizonyitas. Megint vegyiik a T transzformaciot; azt fogjuk megmutatni, hogy barmilyen v
vektorra
(roty; faj, vaj) = (rot £, v).

Es val6ban,
(rotg; faj, vy = det(Vyy, £y, vy) = det(T'V, T, T'v) =
= det (Tt : (V,f,v)) = det(V,f,v) = (ot f, v).

Tétel (Stokes)

Ha G < R3 nyilt, K < G korldtos, zart krumpli, aminek a 0K hatéra darabonként
folytonosan differencialhaté feliilet, és ezeken az iranyitott normalvektor mindig kifelé
mutat, tovabba f : G — R3 folytonosan differencialhaté, akkor

—

L(mt £) dV — —J £ x A,

oK

Bizonyitas.

§c Dofs AV =, Dsfo dV
f (I’Ot f) dV = SK D3f1 dv — SK leg dV | =
K S DifodV =, Dofy dV
S[}K f3£)42 - S[)K f2§)43
= S(?K J1dAs — SaK f3dAy | = J (—f x
S@K f2d—1)41 - S@K fl(ﬁ2 o
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Altaldnos Stokes-tétel

Erdemes 6sszehasonlitanuk az eddigi integraltételeinket:

[ —

Green-tétel f D;f dV = f-dA4;
K Jor

Newton-Leibniz formula J ( grad f) dV = J f- a4
K oK

Gauss—Osztrogradszkij tétel f (divf) dV = [‘ {, (T4>
K JOK

Stokes-tétel J (rot f) dv = —J f x dA

K oK

Ezeknek egy kozos altalanositasa a kovetkezo:

Tétel (dltalanosabb Stokes-tétel)

Legyenek ¢, r pozitiv egészek, és legyen # : R? x RY — R” valamilyen szorzds (bilineéris
leképezés). Legyen G < R? nyilt, K < G korldtos, zart krumpli, aminek a 0K hatdra
darabonként folytonosan differencialhaté feliilet, és ezeken az irdnyitott normélvektor
mindig kifelé mutat, és legyen f : G — RY folytonosan differencidlhaté. Ekkor

JK(v*f)dV=f dA +f.

0K

A tételt konnyen bebizonyithatjuk az el6bbi példak alapjan.

A Newton-Leibniz formula esetében g = 1, tehat f skalarmezo, r = 3 és = vektor szorzasa
skalarral. A Gauss—Osztrogradszkij tételben ¢ = 3, r = 1 és = a vektorok skalaris szorzata. A
Stokes-tételben pedig ¢ = r = 3, és = a vektoralis szorzas.

A tényezoket persze forditott sorrendben szeretjiik irni; a Stokes-tételben a vektorialis szor-
zas miatt jon be a negativ el6jel.

A tétel magasabb dimenzidju altalanositasaihoz dA feliiletelemet kell értelmezniink, ehhez
a vektoralis szorzast kell kiterjeszteniink (p — 1) darab, p-dimenzids vektorra.
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3.1. Fizikai és topolégiai alkalmazasok

Ero6vonalak és divergenciamentesség

Az elektromos, méagneses és a gravitaciés mezoket is szeretjiik "er6vonalakkal” szemléltetni. Az
erOvonalak irdnya megyezik a térerdsség irdnyaval, az erovonalak stirisége pedig a térerdsség
nagysagaval. Egy iranyitott felilletdarabon a mezo6 fluxusa a feliiletet atd6f6 erévonalak szdma.

XYiel g / \ \
‘:5:?\\\1’ ;éé

"‘"*—-1__‘“‘-\\ S — A -
“;‘»?}’T//% ?4’*77:‘
= N7/ \ \‘\\

\

k\\\\ ) 70 NN

il

(Forras: http://www.physmsbootcamp.org/Flux of-Electric-Field.html
Az erévonalas szemléltetés akkor jogos, ha a mez6 forrdsmentes, tehat 0 toltésti/tomegi

térrészek fluxusa 0, vagyis ha a vektromezé divergenciamentes. Ezért sem szoktunk toltott
testek belsejében erévonalakat rajzolni.

Magneses orvényerosség és osszekapcsolédasi szam

Az elektrodinamika egy olyan tudomanytertlet, ahol a fizika Osszetalalkozik a topolégiaval.

Biot-Savart térvény | ]

Ha egy rovid, Al hosszti vezet6 darabban [ aram fut, akkor r vektorral arrébb ez az

aramdarab
Ap - Mo IAC x r

dr r|3

magneses indukciot hoz létre.

Ha a ~ gorbe mentén [ aram folyik, akkor az dram &ltal létrehozott magneses indukcio
az r pontban
Idy x (v —
B(x):@f y (xgy)‘
47 YyEY ’17 - y’
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Ampére- (gerjesztési) torvény; Maxwell IV. egyenlet [

Ha a v zart gorbe altal hatarolt feliileten I stacionarius aram® folyik keresziil, akkor a
gérbe mentén a magneses Orvényerosség

| @®ap =t
YyeY

B

!

A toltés nem gyllik Ossze; tipikusan ez zart aramkort jelent, kondenzatorok nélkul. Lasd a IV.
Maxwell-egyenlet kiegészitését.

Képzeljiink el egy v, zart gorbét, amely egy feliiletnek a pereme, és egy masik, v, zart
gorbét, ami N-szer atdofi ezt a feliiletet.
B

i V2

Ha ~5 mentén I elektromos dram folyik, akkor a v, mentén kétféleképpen is kiszamithatjuk
a magneses orvényerosséget:

Id —
po NI | (B, day "2 < J T y);dx> -
TEY] TEYL YEY2 |‘T - y|

uoIJ J (dz x dy,z —y)
zey; Jyeys |.ZU - y|3 .

1 f J {dr x dy,x —y)
4m TEY1 JYETY2 |(L'—y|3 '

Definicié ( )

A pgl-vel osztva,

Legyen v; és o két diszjunkt, zart, szakaszonként folytonosan differencidlhaté gorbe R3-
ben. A két gorbe dsszekapcsoloddsi szama

1 f f {dz x dy,z — y)
™ zey1 Jyey2 |217—y’3 ‘
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Ennek a kettds vonalintegralnak az értéke mindig egész szam (ezért kell 47-vel osztani, ami
az egységgomb felszine). Akéar ebbdél, akar kozvetleniil ellendrizhetd, hogy homotdép gérbepar-
parokra az Osszehurkolodasi szam ugyanaz. Ennek sok topoldgiai alkalmazasa van; pl. annak
bizonyitasa, hogy az egymason atflizott karikakat nem lehet szétvalasztani.

Koriilfordulasi és osszekapcsoldédasi szam valtozatok

A Gauss-Osztrogradszkij tétel szerint divergenciamentes vektormezének minden szép krump-
li hataran nulla a feliileti integralja. Ez lehetoséget ad a primitiv fliggvényrol szolod fejezet
altalanositasara: meg lehetne csindlni a Goursat-lemma feliileti integralokrél szold variansat,
és bebizonyitani, hogy minden nullhomotép zart feliileten (vagy akér csak poliéderen) nulla a
feliileti integral. Ezzel az eszkozzel be tudjuk bizonyitani példaul azt, hogy R3\{(0,0,0)} nem
homeomorf R3-bel.

Két dimenzioban a v gorbének az a pont koriili koriilforduldsi szamat a kovetkezé alakba is

irhatjuk:
J X—a T
1= o0 xey \ X — a|27

ahol az integral elott allo 2w az egységkor kertilete.
Ennek mintéjara, ha S darabonként folytonosan differencialhaté, irdnyitott zart feliilet R3-
ban, amely nem megy at a a ponton, akkor az

477' J;ES<|X—3.|37 >

feliileti integral azt szdmolja meg, hogy az S feliilet hanyszor "keriili meg" az a pontot.

(A ﬁ vektormez6 divergenciamentes; a origd kozéppontt gémbokon a fluxusa 47, ami

az egységgomb felszine.)

Erdemes dszehasonlitanunk az elébbi képleteket a Gauss-féle 6sszehurkoléddsi szdmmal.

e RZ%ben az a pontot a ~y zart gérbe ennyiszer keriili meg:

1 (x —c) f X—a
— — xdx = ;
27 Xey |X - c|2 271' Xey | |2

« R3-ban az a pontot az S zart feliilet ennyiszer keriili meg:

477' L63<|X—a|37 >

o R3-ban a v; zart gorbén a 7, zart gérbe ennyiszer bujik 4t:

:d d
47TL€~/1L€72<|X_ |37 * y>

o Ezeknek kozos altalanositasa az altalanositott osszekapcsoldodasi szam.
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Maxwell-egyenletek
Maxwell-egyenletek

Sorszam, név Differenciélis alak Integralis alak
I. (Gauss-torvény) vV E="2 § E-dA=| 2.av = Q
€0 A v €0 €o
. 0B d
II. (Faraday-Lenz torvény) VXE=—— E-dl=—— | B-dA
ot . dat ),
III. (Gauss magneses torvénye) V-B=0 \(j; B-dA=0
A
IV. (Ampere-torvény ) V x B J+16E %B dl JJ dA+1d E.-dA
. (Ampere-torvén: = e .dl = . - = .
p vény md+ 35 |9 o | 2ai ),
A jelolés megértéséhez, - skalaris szorzas, tehat "V -7 = div, "V x 7 = rot.

Az 1. egyenlet egy térbeli zart krumpli elektromos forraser6sségérol szol. Az E az elektromos
térerésség (ami vektormezo), @ a krumpli toltése, p a toltéssirliség (ami skalarmezo), gy egy
fizikai allandé, a vakuum permittivitasa vagy dielektromos allandéja.

Az egyenlet differencialis alakja azt mondja, hogy az elektromos forrasstiriiség aranyos a
toltésstlirtiséggel. A Maxwell-egyenletet a krumplin integralva, majd a Gauss—Osztrogradszkij
tételt alkalmazva kapjuk az integralis alakot:

(E,dA) Gé’tf (div E)dV M=I'f Pav=9.
oK K K €0 N

Az integralis alak azt mondja, hogy az krumpli forraseréssége, vagyis az elektromos mez6 fluxusa
a krumpli héjan, aranyos a krumpli toltésével.

A III. egyenlet annyival egyszeriibb, hogy — jelenlegi ismereteink szerint — a magneses mezo
forrasmentes. A differencidlis alak azt mondja, hogy B, a mégneses térerésség (ami ismét csak
vektormez6) divergenciamentes; az integrélis alak pedig azt, hogy a krumli héjan a magneses
fluxus 0.

A TI. és a IV. egyenletek megértéséhez egy tjabb integraltételre van sziikség:
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Tétel (Kelvin—Stokes (Lord Kelvin = William Thomson, 1824-1907))

Ha S < G egy iranyitott, peremes feliilet, ami mondjuk darabonként folytonosan diffe-
rencialhato, a hatara pedig szakaszo@)ént CO!, valamint f : G — R? folytonosan differen-
cidlhat6 vektormez, akkor { (rotf,dA) = {,(f, dx).

f

S

Jol felismerhet6, hogy ez valéjaban a kétdimenzids Stokes-tétel egy kiterjesztése feliiletda-
rabokra.
Tekintstik példaul a IV. egyenlet, az Ampere-torvény egyszerisitett valtozatat:

Ampere-torvény, a Maxwell-féle kiegészités nélkiil

Differencialis alak Integralis alak

V x B = pupd ;B-dIZMOJJ-dA
L A

(Ez a torvény id6ben dlland6 elektromos mezé esetén érvényes.)

A képletben egy peremes feliileten és a hataran integralunk. J az elektromos aramstiriiség-
vektor, vagyis az egységnyi tertileten atfolyd dram. B a mégneses indukcié (térerésség). Ha a
peremes feliiletre a korabbi jeloléseket hasznaljuk, akkor

f (B.dx)' f (rot B, IA) M2 J (o, TR = o f (5,3 = ol
oS S S S

Az aramstriség feliilet szerinti integralja I, a feliilleten keresztiilfolyé aram. Az integralis alak
tehat azt allitja, hogy a feliilet hatdran a méagneses orvényerdsség aranyos a felilleten atfolyo
elektromos arammal.
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Feladatok

3.1. Legyen P = {(u,v) € [0,1]* : v® +v* < 1}, g(u,v) = (u,v,u?® + v?), F = g(P) és
flz,y,2) = (x,y, z). Irjuk &t (esetleg tobbszorods) Riemann-integralld a kovetkezo felszini/felii-

leti integralokat.
J(ﬁ; J ‘dS|; f<f,cTS)Y>, JfX(IS”)
F F F F

3.2. Rogzitett a € R? mellett legyen (a) f(z) =z x a (z € R?); (b) f(z) =a x z (v € R3).

div f =7 rot f =7

3.3. Allapitsuk meg, hogy 3-dimenziéban a div, rot, grad operatorok lehetséges 9 parositasa-
bol (divdiv, divrot,...) melyek alkalmazhatbak kétszer folytonosan differencidlhaté R?* — R
fiiggvényre, illetve R? — R3 leképezésre, és koziiliik melyek adnak mindig nullat!

3.4. Legyen f:R? — R3 sima (akdrhdnyszor differencidlhatd) vektormezd. Igazoljuk, hogy

div grad f;
rotrot f = graddiv f — | divgrad fo
div grad f3

3.5. Legyen fi(x,y,2) = zyz és folz,y,2) = 2% + y*> + 2°. Konstrudljunk olyan f3 : R® —
R3 fiiggvényt, amire az (fi, f2, f3) vektormezd feliileti integralja tetsz6leges zart gomfeliileten
megegyezik a gomb térfogataval.

3.6. Legyen B = {(z,y,2) : 2* + y* + 2> < 1} az egységgomb, és legyen f(z,y,2) =
(yz,x—z,z—y).

(a) LB<f,dT’9>:? (b) anxﬁ:?

3.7. Szamitsuk ki az r sugart gomb felszinét a divergenciatételbdl, az f(z,y,2) = (z,y,2)
vektormezd feliileti integraljabol.

3.8. Vegyiik az egységgombfeliiletnek az els6 térnyolcadba esé részét. Hol van ennek a stly-
pontja?

3.9. Az F < R? konvex sokszoget a g zart, irdnyitott tordttvonal hatdrolja. A siklap jobb-
kézszabaly szerint iranyitott teriiletvektora A. Igazoljuk, hogy

gzljxxdx.
2 g

Hogyan lehet ezt az allitast visszavezetni a Kelvin-Stokes tételre?

3.10. Igazoljuk, hogy a Gauss-Osztrogradszkij és a Stokes-tétel akkor is teljestl (mondjuk
tetraéderre, majd poliéderekre), ha a vektormez6 differencialhatd, és a koordinatafiiggvényeinek
a parcialis derivaltjai integralhatok.
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3.11. Az f : R%\{(0,0,0)} — R?® vektormez8 akérhanyszor differencidlhaté, divergencia-
mentes, és az origd egy pontozott konyezetében korlatos. Bizonyitsuk be, hogy van olyan
g : R*{(0,0,0)} — R? vektormezd, amire f = rot g.

3.12. Mi lehetne a parcidlis integrélas a 3-dimenzids divergenciatétellel?

3.13. (a) Legyen G = R? és ¢4 (u,v) egy [0,1]> — G folytonosan differencidlhaté paraméteres
felilletsereg, ami az egységnégyzet minden rogzitett (u,v) hatarpontjira fiiggetlen a ¢ para-
métertdl. Legyen F : G — R3 folytonosan differencialhat6, divergenciamentes vektormezd.
Mutassuk meg, hogy az

1(t) = f j (Dutn(z,) x Dy, ), F(en(x,y)) dedy

paraméteres feliileti integral nem fiigg ¢-t6l.

(b) Igazoljuk, hogy az |X|3 vektormez6 divergenciamentes, de az egységgdémbon vett feliileti
X

integralja nem 0.

(c) Igazoljuk, hogy R3\{(0,0,0)} halmazban az egységgombfeliilet nem nullhomotép.

(d) Tgazoljuk, hogy R*\{(0,0,0)} nem homeomorf R*-nel.
3.14. Az f:R?® — R? vektormez6 akdrhdnyszor differencidlhaté és divergenciamentes. Bizo-
nyitsuk be, hogy van olyan g : R® — R?® vektormez6, amire f = rot g.
3.15. Mutassuk meg, hogy minden f : R*\{(0,0,0)} — R3 sima vektormez& elédll egy diver-
genciamentes és egy rotaciomentes vektormezd Osszegeként.

3.16. Bizonyitsuk be az altaldnos Stokes-tételt.
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