


1. Komplex szamok

Komplex szamok. Komplex sik. A komplex sik geometriai transzformdciéi. Hatértérték és folytonossag.
Riemann-gomb. Végtelen hatarérték és hatarérték oco-ben.

Ismétlés
Ezeket mind tudjuk algebraboél, geometriabdl, esetleg kozépiskolai versenyekrol:

o A komplex szamokat ugy kapjuk, hogy a valés szamok algebrai testét bovitjik i-vel, ami az
r? = —1 egyenlet gyoke, vagyis C = R(7).

o A z komplex szam algebrai alakja z = x + yi, ahol x,y € R.

o x =Rez a z valos része;
oy=Imza z képzetes része.
o Alternativ jelolések: x =Rz ésy =S z.

o Figyeljik meg, hogy az ¢ nem része a képzetes résznek; a képzetes rész is egy valds szam.
Példéul Re(2 + 3i) = 2, Im(2 + 3¢) = 3, Im(—i) = —1.

o A két valés koordindta miatt a komplex szdmokat a sik (R?) pontjaival (vektoraival) azonosit-
juk: az x + yi komplex szdm az (x,y) pontnak (vektornak) felel meg.

o Az x,y betiiket szeretjiik fenntartani a valés és képzetes résznek. Ezért komplex szamok je-
161ésére inkdbb mas betiiket fogunk hasznélni: leggyakrabban a z-t, de el6fordul w, ¢ (zéta),
w (omega), s is.

o |z| = V2% + y? a z abszoliit értéke vagy hossza; |z* = 2Z.
o Az 6sszeadds és a kivonds ugyanaz, mint R%-beli (sik)vektoroknéal:

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i, (a+bi)—(c+di)=(a—c)+ (b—d)i.

o Szorzés: a zardjeleket felbontva, és beirva, hogy i = —1,

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

o Z=2x—yiaz komplex konjugdltja.
o Osztas: ha az algebrai alakkal szamolunk, akkor érdemes a nevezd konjugéltjaval béviteni:

a+bi  (a+bi)(c—di) ac+bd bc—ad.

c+di (crdie—di) 1@ a+d"

o Ezekkel a miiveletekkel a komplex szamok algebrai testet alkotnak.

o 2z # 0 komplex szam trigonometrikus (polarkoordindtds) alakja z = r(cos + isinp), ahol
r=|z|, p = arg z a z argumentuma.

e Az argumentum csak modulo 27 egyértelmi; ugy is mondhatjuk, hogy az argumentum egy
modulo 27 maradékosztély, avagy az arg figgvény a (R, +)/(27Z, +) faktorcsoportba képez.



o A trigonometrikus alakkal szép a szorzas, az osztds, az egész kitevos hatvanyozas és a gyokvonas.
Ha 2z = ri(cospy + isin ;) és zo = ra(cos pg + isin ¢y), akkor

0 2121 = TaTy ( cos(¢1 + p2) +isin(p; + 302)), tehdt az abszolut értékek osszeszorzédnak és az

argumentumok Osszeadédnak: |z129] = |21] - |22| és arg(z120) = arg z; + arg 23 (mod 27);
1N ..
o — = —(cos(p1 — 2) +isin(pr — ¢2)),
2z T2
2y . @ és arg S arg z; — arg zo (mod 27);
29 ’22’ 29
o (cosg + ising)" = cosng + isinng (de Moivre formula), altaldnosabban (r(cos¢ +

ising))" = r"(cosnp + isinny)
o Az r(cosp + ising) szamnak n darab n-edik gyoke van:
+ k-2 + k-2
C/?(cosw + 7 sin M)
n

n

Hasonlésagi transzformaciok

z+b

¥

0 1

S}

e z— z+ b: eltolas a b vektorral
o 2z +— Z: tlikrozés a valds tengelyre
o 2z +— —z: kozéppontos tiikkrozés a 0-ra

e 2z a-z (valamilyen rogzitett a # 0 komplex szaimmal): forgatva nyujtés a 0 kortil; a nagyitas
aranya |a|, a forgatas irdnyitott szoge arg a.

o ilyenek kombinacidiként a kovetkezo fiiggvényeket kapjuk meg:

o z+> a-z+ b (az 6sszes iranyitdstarto hasonlésagi transzformacio)

oz a-Z+b (az Osszes iranyitdsvalto hasonlésagi transzformacio)

Irjuk fel képlettel a képzetes tengelyre vald titkrozést.

1. megoldas: A képzetes tengelyt a valés tengelyre forgatjuk, tiikkroziink, visszaforgatunk:

forgatas titkrozés visszaforgatas
— T — T — T P
o ‘ é(=i2)
o 17
o7



z > =iz > =iz > G- (—1-2)=—Z.

2. megoldas: A tengelyes titkkrozés egy iranyitdsvalté hasonldosdg is, ezért a képletet f(z) = az + b
alakban keressiik. Két pont képe meghatarozza a, b-t.
Pl. f(0) =0, f(1) = —1. Megoldva a = —1, b = 0, tehat f(z) = —z.

Hatarérték és folytonossag

A tavolsag, pontok kornyezetei, nyilt és zart halmazok, kompaktsidg, ponthalmazok Osszefiiggdsé-
ge, szamsorozatok és szamsorok konvergencdja, fliggvények (véges pontban vett véges) hatarértéke,
fiiggvények folytonossidga és egyenletes folytonossiga, fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok ponton-
kénti és egyenletes konvergencidja, és ezek alapvetd tulajdonsdgai pontosan ugyanazok, mint az R?
euklideszi sikon. Ezekhez a fogalmakhoz ugyanis nincs sziikség a komplex szamok szorzasara, csak
vektorok Osszeadasara és abszolut értékére. A tobbvaltozos analizisben tanult definicidk, tételek és
bizonyitasok valtoztatas nélkiil atirhatok komplex valtozos, komplex értékii fiiggvényekre.

o 2o kozéppontt nyilt gomb: B(zp,7) ={2€C: |z — z| < r}

o 29 kozéppontu zdrt gomb: B(zp,7) = {z€ C: |z — 2| < r}

o egységkor: D = B(0,1) ={zeC:|z| <1}

o zdrt egységkor: D = B(0,1) = {2 e C: |2] < 1}

o egységkdorvonal: {z e C: |z| =1}

e a D c C halmaz nyilt, ha minden zy € D hez van olyan § > 0, melyre B(zy,0) < D
e a D c C halmaz zdrt, ha komplementere nyilt.

e a D c C nyilt halmaz dsszefiiggd, ha

o D barmely két pontja 6sszekotheté D-ben torottvonallal;

o D nem bonthaté fel két nemiires, diszjunkt nyilt halmaz uniéjara, vagyis tetszoleges
G1, G5 diszjunkt nyilt halmazokra, ha D = G; u Gg, akkor G; = & vagy G, = .

e tlartomdny: nemiires, Osszefiiggd, nyilt része C-nek

(egyvdltozds) komplex fiigguény: C egy részhalmazérol képez C-be

Egyenletes konvergencia

Sziikségiink lesz a fiiggvénysorozatok és fliggvénysorok egyenletes konvergenciajara. Ez a definicié
pontosan ugyanaz, mint valés fliggvények esetében.

Erdemes kimondani a fiiggvénysorok egyenletes konvergencidjara vonatkoz6é Weierstrass-kritériumot,
ezt tobbszor fogjuk hasznéalni komplex fiiggvénysorokra:



Tétel (Weierstrass-kritérium, Weierstrass M-teszt)

Tegyiik fel, hogy

o A tetszOleges halmaz, és fo(2), f1(2),...: A — C fuggvények egy sorozata;

o My, My, ... nemnegativ valos szamokbol allé sorozat, amelyre barmely n e N és z € A
esetén | fal(z ! M, vagyis a Z fn(z) fuggvénysornak az Z M, sor egyenletes majo-
n=0
ransa;

0
> M, konvergens (véges).
n=0

0
Ekkor a Y f.(z) fuggvénysor abszolut és egyenletesen konvergens az A halmazon.

Riemann-gomb; végtelen hatarértékek

A valds szdmegyenessel és a projektiv sikkal ellentétben nem definidlunk a kiilonb6z6 irdanyokhoz
kiillonb6z6 végtelen tavoli pontokat; nem lesz kiilon +00, —o0, i00. Ehelyett egyetlen, kozos végtelen
tavoli ponttal egészitjiik ki a komplex sikot, a pont neve természetesen oo lesz.

A oo-nel kiegészitett komplex sikot azonosithatjuk a gombfeliilettel egy jol ismert térbeli vetités,
a sztereografikus projekcid segitségével. Az aldbbi dbrdn a foldgdombot az Eszaki-sarkbol vetitjiik a
Déli-sarkon at fektetett érintésikra. Ha a gdmb atmérdjét egységnyinek valasztjuk, akkor az egyenlito
pontjait éppen az egységnyi abszolut értékii komplex szamoknak feleltetjiik meg.

Ugyanezt a megfeleltetést kapjuk, ha a gdmb sugara egységnyi, és az egyenlito sikjara vetitiink
(a kétféle vetités kozott egy egyszerii kézéppontos nagyitas a kapcesolat):

Az Eszaki-sarkot nem feleltettilk meg egyetlen komplex szdmnak sem; az Eszaki-sark felel meg
a végtelennek. Minél nagyobb abszolit értékli komplex szamot vetitiink vissza gémbre, a vetitd
egyenes annal kisebb szoget zar be a sikkal; a hataresetekben, amikor tugy képzeljiik el, hogy a
vetitett komplex szam valamilyen iranyban "kimegy a végtelenbe', a vetité egyenes érinti a gdmbot
az Eszaki-sarkban.



Az ilyen médon, a komplex szamokkal és a co-nel megszamozott gémbfeliilet a Riemann-gomb.

A végtelen kornyezetei

Ha az Eszaki-sark egy kornyezetét (gombsitiveget) vetitjitk a sikra, egy kor kiilsejét kapjuk. Ezért a
o0 gombi kérnyezetei az {z : |z| > r} alakd halmazok.

A oo-nek nincs el6jele vagy irdnya, z — o0 és |z| — 0 ugyanazt jelenti. Ezért semmi akaddlya,
hogy az 1/0 alaku hatarértékeket is értelmezziik.

« ¢ =o0. (Valésban két kiilonbozé féloldali hatarérték lenne.)
« lim f(2) = a akkor és csak akkor, ha liII(l) f&)=a

» lim f(2) = o0 akkor és csak akkor, ha lim +5 = 0 stb.

z—a —a



2. Komplex differencialhatésag

Komplex differencidlhatésag, geometriai jelentés. Differencialasi szabalyok. Az inverzfiggvény differen-
cidlasi szabalya.

Cauchy—-Riemann-egyenletek.

Holomorf fiiggvény és egészfiiggvény fogalma.

| Defimfci¢
Tegytik fel, hogy f(z) komplex fiiggvény, a € int D(f).

Az f(z) figgvény differencidlhaté az a € C pontban, ha lim fz) = fla)

/ ez —q
f'(a).
A szokésos ekvivalens atirdsok, amikor az a pont kozelében az f(z) fiiggvényt egy linedris

fiiggvénnyel kozelitjiik:
—_— —_— / . —_—
1)~ fla) ~ (@) (=~ a)
z—a |z — q

létezik és véges; a jele

=0;

f(z) = f(a) + f'(a) - (z—a) +(2) - (z —a) vagy
f(z) = fla) + f(a) - (z—a) +&(2) - |2 —al,

ahol lim e = 0, illetve e(z) folytonos a-ban, és e(a) = 0.

zZ—>a

Erdemes elgonodolkodni az 4tfogalmazdsok geometriai jelentésén. Ha az f’ (a) derivalt érték nem
0, akkor az z — f’(a) - z transzformdci6 egy forgatva nytjtas. A z — f(a) + f'(a)(z — a) linedris
fliggvény egy irdnyitastarté hasonlésigi transzformécié. Ez az a pont egy kis kornyezetét az f(a)
pont egy kornyezébe képezi; az a kozépponti koroket f(a) kozeptl korokbe, az a-n dtmené gorbéket
f(a)-n &tmend gorbékbe képezi, és megtartja a gorbék szogét is.

fla) - (z—a)+e(2) |z~ al

"

~
forgatva nytjtds hibatag (zaj)

Az f(a)+ f'(a) - (z —a) lineéris fiiggvény persze csak kozeliti az f(z)-t, de mivel £(z) az a pontban
0-hoz tart, a kozelités egyre pontosabb lesz, a hibatag még |z — al|-val osztva is 0-hoz tart. Ezért,
tovabbra is feltéve, hogy f’(a) # 0,

 az a pontban szogtart6 (a szogek irdnyitasat is megtartja);

» az a kozepi kicsi kérok képe kozelitéleg ardnyosan kicsi kérok. (Arra nincs garancia, hogy
a kor képe folytonos gorbe, csak ha azt is feltételezziik, hogy a fliggvényiink az a pont egy
kérnyezetében folytonos.)



Ha f'(a) = 0, akkor a linedris kozelitésiink egy konstans fliggvény, és egyelére semmit sem tudunk
mondani arrél, hogy mi torténik a szogekkel, vagy milyenek a kicsi korok képei azon kiviil, hogy kicsik.

Differencialasi szabalyok

Az egyvéltozos valés fiiggvények differencialasi szabalyai és ezek bizonyitdsai valtoztatas nélkil atir-
hatok komplex fliggvényekre.

Ha f differencialhat6 az a pontban, akkor f folytonos a-ban.

Tétel (differencialasi szabalyok)

e ()=0,(2) =1, (z") =nz""L.
« Ha f differencidlhat6 a-ban, akkor ¢ - f is differencidlhat6 a-ban, és (¢- f)'(a) = c- f'(a).

o Ha f és g differencialhaté a-ban, akkor f + g is differencialhat6 a-ban, és
(f +9)'(a) = f'(a) + ¢'(a).
o Ha f és g differencialhaté a-ban, akkor f - g is differencialhaté a-ban, és

(f-9)'(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - g'(a).

o Ha f és g differencialhaté a-ban, és g(a) # 0, akkor i is differencialhaté a-ban, és

<i>'<a> S g(@)  f(a) - (a)

g
o Ha g(z) differencidlhaté a-ban, és f(w) differencidlhaté a g(a) pontban, akkor f o g is

differencialhato a-ban, és
(fog)(a) = f'(g(a)) - g'(a).

A bizonyitas betiirél betiire ugyanaz, mint valésban.

A lokalis inverz figgvény differencialasanal is miikodik a tobbvaltozos analizisbdl tanult szabaly
atirasa.



Tétel (lokalis inverzfiiggvény differencialasi szabalya)

o Tegyiik fel, hogy az f(z) és g(w) fuggvények egymas lokdlis inverzei az a és b pontok
kortl, vagyis
_ f(@)=bés g(b) = a

— f(2) értelmes egy A = C halmazon, amelynek a belsé pontja, illetve g(w) értelmes
egy B < C halmazon, amelynek b belsé pontja,

— f(A) =Bésg(B)=A; az fla: A— Bés g|p: B — A fuggvények bijekciok A és
B kozott, amelyek egymas inverzei;

o f(z) differencialhaté a-ban, és f'(a) # 0;
e g(w) folytonos b-ben.

1
f'(a)

Ekkor ¢ differencialhaté b-ben, és ¢'(b) =

Bizonyitas. A differencialhatésag definiciéja szerint

lim M — f'(a) # 0,
)
ezért az a egy kis pontozott kornyezetében f(z) # f(a).
Vizsgaljuk meg, mi torténik, ha a w ponttal b-hez tartunk, mikézben z = g(w).
Mivel g folytonos b-ben, z = g(w) — g(b) = a.

Mivel f|a és g|p egymaés inverzei, f(z) = f(g(w)) =w — b= f(a).

Végiil,
gw)—g(b)  z—a 1

w-b ) —fla)  fla)

L gw) ) 1
wb o w—b f'(a)

A differencidlési szabély persze nem mond semmit arrdl, hogy milyen f(z) esetén létezik ilyen
lokalis inverz fiiggvény. Ha az f(z) differencidlhat6siagét csak egyetlen pontban tételezziik fel, akkor
a lokalis inverz nem feltétleniil 1étezik.

Lehetséges a tobbvaltozos valés analizisbdl kedves inverzfliggvénytételt atiiltetni komplex valto-
z0s, komplex értékii fuggvényekre; ebben az esetben azt kell kikotniink, hogy az f(z) differencidlhatéd
az a pont egy kornyezetében, az f’(z) derivaltfiggvény folytonos az a pontban, és f’'(a) # 0.

Késébb latni fogjuk, hogy a derivaltfiiggvény folytonossagat nem sziikséges kikotni, és a lokalis
inverz létezését is igazolni fogjuk, a tobbvaltozos valdsnal sokkal elegansabb eszkozokkel.

tehat

Cauchy—Riemann egyenletek

Vizsgaljuk meg, mi a komplex differencidlhatésdg definiciéja, ha a fiiggvényt kétvaltozds, R2-be
képezé fiiggvénynek tekintjilk. Legyen tehat f(z) komplex fliggvény, ami értelmes a 2o = a + bi pont
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egy kornyezetében. Az f valds és képzetes részét egy-egy kétvaltozds valds értékli fliggvénynek is
tekinthetjiik; a z valtozét o + yi alapban fogjuk kifejezni a valds és a képzetes résszel:

Re f(z + yi) = u(z,y), Imf(z+yi)=v(z,y).

Ha az zy ponton at fektetett vizszintes egyenesen tartunk zg-hoz, akkor rogzitjik y = b-t, és az x
koordinataval tartunk a-hoz. Feltéve, hogy u és v is parcidlisan differencialhaté,

flz+bi) — fla+ bi) (w(z,b) + v(z,b)i) — (u(a,b) + v(a,b)i)

P = e ) r—a
o (u(z,b) —ula,b)  v(z,b) —v(a,b)\ Ou ov ,
glcl_r)%( P + . i —a—(a,b)—i—%(a?b) i,

0 ov
vagyis f’(zo) valds és képzetes része —u(a, b), illetve —(a, b).
Ha fiiggoleges iranybol tartunk zg-hoz, akkor x = a-t rogzitjik, és y-nal tartunk b-hez, akkor azt
kapjuk, hogy

f/(z ) — lim f(a + y’L) f((l + bl) = lim (u(a, y) + U(CL, y)@) - (u(a, b) + v(a, b)l)
Ty (a+yi)— (a+bi)  y—b (y —b)i

u(ay) —u(eb) 1 vley) —v@b)y  ou o

-ty (MO0 L MO Z D o)k D)

0 0
ebbél meg azt olvashatjuk le, hogy f'(zo) valds és képzetes része —U(a, b), illetve —a—u(a,b). A
)

oy
kétféle eredmény Gsszehasonlitasabdl kapjuk a komplex differencialhatosag feltételét. amit pontosabb
szamolassal be is bizonyitunk:

Tétel (Cauchy-Riemann differenciilegyenletek)

Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(z,y)i (Az u,v figgvények valos valtozdsak és valds értékiiek).
Az f akkor és csak akkor differencidalhaté az a + bi pontban, ha u és v valés értelemben
differencialhat6 az (a,b) pontban,

ou ov ou ov

B =z @) & Fi(ab) =~

- @)

u
avagy, az ( ) leképezés Jacobi-méatrixa az (a,b) pontban
v
(c —d) <cosg0 —sin gp)
=R-| .
d c singp  cosp

Bizonyitas. Elég a = b = O-ra bizonyitani. (r = /22 +y?; ¢, deR). Ezek ekvivalensek:

alakt.

e f(0) =c+di = R(cosg + isinp)

(:U + yz) = (c+ di)(x + yi) + o(r)
(u(z,y) + v(z, y)z) — (u(0,0)) +v(0,0)i) = (cz — dy) + (dz + cy)i + o(r)
o u(z,y) —u(0,0) =cx—dy+o(r) é v(x,y)—v(0,0)=dx+cy+o(r)
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ou ov , ou ov
%(0,0) =—(0,0) és d=-——

o u és v diffhat6 (0,0) pontban, ¢ = p
Y

Hol differencidlhaté az f(z) = z fuggvény?

1. megoldas:

fe)-f@) | z-a

lim = lim
) z=a 7 —q
vagy,
z = a+ r(cosp + isin p)-vel f(z) = J{a) = rlcosy - z.s%n ?) = oS 2¢p + isin 2¢
z—a r(cos ¢ + isin )

[

a hossza egységnyi, az irdnya 2¢, barmi lehet. Nincs hatarérték; z sehol sem differencialhaté.
2. megoldas: Ellendrizziik a Cauchy-Riemann egyenleteket. Mivel z + yi = x — yi,

u(z,y) =z & v(z,y) = —y.

Azt lathatjuk, hogy
ou . 0v
—=1 & —=-1,
ox oy

ezek sehol sem egyeznek meg. Tehat, az elsé Cauchy-Riemann egyenlet sehol sem teljestil, a Z

fiiggvény sehol sem differencialhato.

Vegyiik észre, hogy Z szog- és kortartd, de nem iranyitastartd, hanem iranyitasvalto.

Megjegyzés

Két tiikrozés egytitt éppen visszaforditja az iranyitast:
Ha az f(z) fiiggvény differencidlhaté az a pontban, akkor a

U

g(w) = f(w)

fuggvény differencidlhaté az @ pontban és ¢'(a) = f'(a).

Bizonyitas.
lim A 9@y, SR HO) (f &) - <a>) A (=
w—a w — Q z—a zZ—Q z—a zZ—Q z—a z—aQ

Holomorf fiiggvények

A komplex differencialhatésag nem til hasznos egyetlen pont esetén, de teljesen mas lesz a helyzet,
ha a fiiggvényiink egy nyilt halmazon differencialhato.

Definicié (holomorf tulajdonsag)

f(2) az a pontban holomorf, vagy requldris, ha az a pont egy kornyezetében differenciél-
hato.

e f(2) a D tartomanyon holomorf, vagy requldris, ha D minden pontjaban differencialhato.
o f(2) egészfiigguény, ha az egész sikon holomorf.

A holomorf D — C fiiggvények rendszerét (vektorterét, gytirijét) O(D)-vel fogjuk jeldlni.
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Tegyiik fel, hogy f holomorf a D tartomanyon.

(a) f'=0, akkor f konstans.

(b) Ha Re f vagy Im f konstans, akkor f konstans.

Bizonyitas. Legyen f(x + yi) = u(x,y) + v(z,y)i, ekkor a Cauchy—Riemann egyenletek szerint

f'(@ 4+ yi) = ualz,y) — uy(z,y)i = v,(2,y) + va (2, y)i.

(a) Ha f" =0, akkor u, = u, = v, = v, = 0, ezért v és v minden vizszintes és minden fligg6leges
szakaszon konstans. A D tartomany o6sszzefliggé nyilt hamaz, ezért barmely két pontja 6sszekotheto
olyan torottvonallal, amely csak vizszintes és fliggbleges szakaszokkal; ezért u, v és f is ugyanazt az
értéket veszi fel a torottvonal két végpontjaban.

(b) Ha Re f = u konstans, akkor u, = u, = 0, és a Cauchy-Riemann egyenletek miatt v, = v, =
0; a bizonyitast ugyanugy fejezhetjiik be, mint az (a) részben.

Ugyanez torténik, ha Im f = v konstans. |

Ennek a tételnek specidlis esete, hogy a konstans fiiggvények kivételével nincs olyan holomorf
fiiggvény, amely csak valds, vagy csak tisztan képzetes értékeket venne fel.

Legyen u(z,y) = e* cosy. Irjuk fel az 6sszes olyan v(z, y) fiiggvényt, amelyre
x +yi— u(z,y) + v(z,y)i

egészfiiggvény.

Megoldas: A Cauchy-Riemann egyenletekbol

Uy = —Uy = e’siny, vy = Uy = €” cosy.

Legyen C' = v(0,0).
U(l’,y) = U<O7O) + (U(l‘,O) - U(an)) + (U(l’,y) - U(LC,O)) =
- C+ Jxvx(f,O) d¢ + Jyvy(x,g) d¢ =C+ JIOdf—F Jyexcosgdg =(C + e’siny.

0 0 0 0

Még nem vagyunk készen; ellendrizni kell, hogy ezekre a fiiggvényekre tényleg teljestilnek a
Cauchy-Riemann egyenletek:

Uy = Vy = €7 CosY, —U, =V, =e"siny. O

Grafikak komplex fiiggvényekkel

Ezek a miialkotasok a Leideni egyetemen talalhatok.
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Van Gogh Mez6 c. képével és a tiilorképeivel kicsempézték a sikot, és alkalmaztak ra a Riemann-zeta fiiggvényt.
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann

Ugyanaz, mint az el6z6, csak Rembrant éjjeli 6rjarat c. képével és a j-fiiggvénnyel.
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

Ahol a fliggvény derivaltja nem nulla, ott a kis részletek képe nagyjabél hasonlé az eredetihez, a
hasonlésag jol felismerheto.

Holomorf fiiggvények abrazolasa térképekkel

A sikba vetitett f6ldgombot holomorf fiiggvények dbrazoldséra is hasznalhatjuk. A szokdsos, Eszaki-
sarkbol valo vetitésnek hatranya, hogy megforditja az iranyitast, ezért vetitsiink inkabb a Déli-
sarkbol. Ennek a vetitésnek elénye, hogy nem csak szog- és kortartd, hanem iranyitastarté is. Fi-
gyeljiik meg, hogy a o képe a Déli-sark, a 0 képe az Eszaki-sark, az egységkorvonal képe az egyenlits.
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https://www.kunst-fuer-alle.de/english/fine-art/artist/image/vincent-van-gogh/26/1/539041/field/index.htm
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann
https://en.wikipedia.org/wiki/The_Night_Watch
https://mathworld.wolfram.com/j-Function.html
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

sztereografikus vetiilet a Déli-sarkbol

Egy f(z) fiiggvény "képét" gy készithetjiik el, hogy minden egyes, a képen szerepl$ z ponthoz
leolvassuk az f(z) pont szinét a sikba vetitett f6ldgdmbon.

Példa (Az 2? fiiggvény)

o lim f(2) = oo (Déli-sark).

zZ—00

« f(0) = 0 (Eszaki-sark).

e f(0) =0, ebben a pontban a fliggvény nem szogtarto.
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Példa (Az 23 fiiggvény)

flz)=2%  fl(2) =37

o lim f(2) = oo (Déli-sark).

z2—00
« f(0) = 0 (Eszaki-sark).

« f'(0) = 0, ebben a pontban a fiiggvény nem szogtarto.
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Példa (Zsukovszkij-fiiggvény)

A w(z) = %(z + %) figgvény, az Ggynevezett Zsukovszkij-fiigguény képe a kovetkezé:

A 0-ban a fiiggvény (hatér)értéke oo, ezért lathatjuk a 0 koriil az Antarktiszt. A +i pontokban
a fiiggvény értéke 0 (Eszaki-sark).

A +1 pontokban w(+1) = +1 és w'(£1) = 0. Ezekben a pontokban a fiiggvény nem is
szogtarto: a sztereografikus vetiileten a +1 pontokban négy derékszogi tartomany taldlkozik,
a fiiggvény képén pedig nyolc, 45°-0s.
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3. Hatvanysorok

Hatvanysor konvergencidja. Differencidlhatosag. Cauchy-Hadamard tétel. Taylor-egyiitthaté, egyértel-
miiség. Analitikus fiiggvények.

Eddig nem sok példat lattunk holomorf figvényre. A differencidlasi szabalyokbdl annyit latha-
tunk, hogy a polinomok és racionalis tort fiiggvények holomorfak, de hianyoznak a valds analizisbol
ismert épitokovek: nem egész kitevos hatvanyozas, exponencialis és logaritmusfiiggvények, trigono-
metrikus fiiggvények és inverzeik. Ezeknek egy részét egy-egy komplex hatvanysor segitségével fogjuk
definialni, de ehhez elobb levezetjiik a komplex hatvanysorok alapvet6 tulajdonsigait.

Definicié (c koriili hatvanysor)

06}
an(z—c)" =ag+ai(z—c) +ax(z—c)’>+... (c,a, €C; 0°=1)

n=0

A kézéppontban sziikségiink van a 0° hatvanyra; ezt 1-nek definidljuk.

A komplex hatvanysorok esetében mindig a legegyszeriibb, pontonkénti konvergenciat fogjuk
hasznélni, de meg fogjuk kiilonboztetni azokat az eseteket, amikor a sor abszolut konvergens, vagy
valamilyen halmazon egyenletesen is konvergens.

Példak

n

Q0
« > — az egész sfkon konvergens
n=1"7

D18

n"(z — 2)" csak a z = 2 pontban konvergens

3
I
—

D18

2" az egységkor belsejében konvergens, a korvonalon és kiviil divergens

n=0
D (@ L) . L ot o
. > ———— a —1 kozéppontu zart egységkorlemezen konvergens, kiviil divergens
n=1 n
0 zn
. >, . a zart egységkorlemezen konvergens, kivéve a z = 1 pontot
=1

n

Az utolsé példa nem trivialis. A z = 1 esetben a sor a jol ismert harmonikus sor, amelynek 6sszege
0. A z = —1 esetben az 1 — % + % — % + — ... konvergens Leibniz sort kapjuk. Az egységkoérvonal
tobbi pontjaban az Abel-dtrendezés nevii technikaval bizonyithatjuk, hogy a sor konvergens.

A fenti példdkban a konvergenciahalmaz vagy valamilyen korlemez, vagy egyetlen pont, vagy
a teljes sik. Ezeket is tekinthetjiik elfajulé korlemeznek, amelynek sugara 0, illetve co. FEzzel a
kiegészitéssel altalaban is igaz, hogy a konvergenciahalmaz egy korlemez.

17



Q0
e A Z a,(z — ¢)" hatvanysor konvergenciahalmaza egy ¢ kozéppontu korlemez, a sugarat

n=0
hivjuk a sor konvergenciasugaranak. A konvergenciasugéar lehet 0 és oo is.

o A korlemez belsejében a sor abszolut konvergens, kiilsejében divergens; a hataron sokféle
eset elofordulhat.

o Barmilyen, kisebb sugartu korlemezen a sor egyenletesen konvergens.

Megjegyzés

Az abszolut konvergens sorokat szeretjiik, mert mindenféle machindciot szabadon elkovethe-
tiink, az egyenletes konvergencia pedig jol jon majd, amikor integralni akarunk.

Bizonyitas. Legyen

0

K = {z eC: Z an(z —c)" konvergens} és R =sup (|z —c:ze K}.
n=0

A definicié szerint K < B(c, R), ezért a B(c, R) koron kiviil a hatvanysor divergens.

Vegyiink most egy r < R szamot; azt akarjuk igazolni, hogy a B(c,r) korlemezen a sor egyenle-
tesen abszolut konvergens; ehhez a Weierstrass-kritériumot fogjuk hasznélni.

Mivel » < R, van olyan z; € K szdm amelyre |z — ¢| > r. Ebben a pontban a hatvanysor
konvergens, ezért a tagjai 0-hoz tartanak. Ebb6l csak arra lesz sziikségiink, hogy az a,(zy — ¢)"
sorozat korldtos; van egy olyan M > 0 szam, amelyre barmely n esetén |a,(zo — ¢)"| < M.

Ezek utdn barmely z € B(c,r) szdmra és n indexre

|an(z = )" < |an|r™ = |an(z0 — )| - ( : ) <M - ( 4 ) .

|%—d

A hatvénysort a B(c,r) halmazon egyenletesen majordlja a >. M - ( ) sor. Ez a sor egy

|20 — c|
mértani sor, a hanyadosa 1-nél kisebb, tehat konvergens. A Weierstrass-kritérium szerint tehat a
hatvanysor az B(c,r) halmazon egyenletesen konvergens.

Az R-nél kisebb sugart kérlemezek unidjaként az egész B(c, R) nyilt korlemez el6all, tehat a kor

belsejében a hatvanysor pontonként konvergens.

A konvergenciasuarat kifejezhetjiik az egyttthaték abszolut értékeivel.

Tétel (Cauchy-Hadamard tétel)

0
A 2 an(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara

n=0

R 1
lim sup ¥/]a,|

Ha a lim sup értéke 0, akkor a konvergenciasugar végtelen, tehat a sor az egész sikon konvergens.
Ha a limsup értéke végtelen, akkor a konvergenciasugar 0, tehat a sor csak a kézéppontban
konvergens.

-

Bizonyitas. Elég ¢ = O-ra.
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(a) Ha z az R sugaru korlemez kiilsejében van, vagyis |z| > R, akkor
limsup {/|a,| > ﬁ Emiatt végtelen sok olyan n index van, amelyre {/|a,| >
ﬁ. Az ilyen n-ekre {/|a,| - |z| > 1, tehét |a,z"| > 1. Akkor viszont a sor
tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Vélasszunk most egy tetszéleges 0 < r < R sugarat, és vizsgaljuk a sort az r sugart zart
korlemezen. Legyen % <m< %

Mivel limsup {/]a,| = & < m, elég nagy n esetén {/|a,| < m. Akkor
pedig barmely z < r-re |a,2"| < m™r™ = (mr)", a hatvanysor egyenletesen
majoralhaté a > (mr)" konvergens mértani sorral. Tehat, a Weierstrass-
kritérium szerint az r sugaru zart korlemezen a sor egyenletesen abszolut
konvergens.

Ez barmely r < R esetén elmondhatdé, tehat a sor a R sugard kor belsejében abs
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Tagonkénti differencialas

Lemma

o0
Tegyiik fel, hogy az f(z) = >, a,(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara R.
n=0

0
(a) A tagonkénti derivaltakbol 4116 >. na,(z — ¢)"~! konvergenciasugara is R.
n=1

(b) A konvergenciakor belsejében f differencidlhaté.

(c) A konvergenciakor belsejében f/(2) = ) na,(z—c)"~!, vagyis szabad tagonként derivalni.

i M8

1

(Z_: an(z — c)") = Z_: nan(z — )" L.

.

0
na,(z — c¢)"! konvergenciasugara ugyanaz, mint Y, na,(z — ¢)" konvergencia-
1 n=1

Bizonyitas. (a):

D8

sugara, ami

1 1 1
; = = - = R.
limsup {/|nas|  limsup ( Un Ry |an|) lim sup {/|a, |
1
(b,c): Ismét ¢ = 0; z tetszéleges pont a koron belill, és |z| <r < R.
Tudjuk, hogy az > nla,|r"! sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r.
© n_ .n o
—f(w) /() = Z aniw G- Z an, (w“1 + w22 ..+ z”’l). (%)

w—z w—z

Az n-edik tag az a, -nz""! szdmhoz tart. J6 lenne a szummaét és a tagonkénti hatarértéket felcserélni.

o0
€
Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy Z nla,|r" ! < 1 Ezekhez van olyan
n=N+1

0<d<r—|z|, hogy we B(z,d) és 1 <n < N esetén

O S nanz”’l‘ < 5, igy
e e}
Z an (w"_l e nz”_1>
n=1

0
- _ _ _ € €
an(w" L+ 1)—nanzn 1‘+n§+1|an|-2nr” 1<N-ﬁ+2.125‘

w—z

— <

‘f(w) G $ g

N
<,
n=1

Alternativ befejezés: (Ez viltozat mértékelméleti eszkozoket is haszndl.) A () sort domindlja az

an (W + L+ z”_l)’ < la,| - nrmt

> n|a,|r"! konvergens sor, mert

20



A dominalt konvergencia tétel miatt az Gsszeg és a w — z hatarérték felcserélheto:

w—z w fa— Z w—z
n=1
0 o0
= Z lim (an(w” Vw224 + 2”71)) = Z ay -nz" !
w—
n=1 n=1

» f(2) a konvergenciakor belsejében holomorf.

» f(2) a konvergenciakor belsejében akarhanyszor differencialhato.

A
R

.ak:

18

o0
A hatvénysor egyértelmii: Ha Z n(z—0)" =

n=0

akkor a,, = b, minden n-re.

b,(z —c)™ a ¢ pont egy kdrnyezetében,

Példa. Az eqységkor belsejében

fR)=1+2+22+22+... =

Négyzetre emelve:

o (£ (£) -5 5 2o S

n=0 m=0 k=0m+n=k k=0

Négyzetre emelés helyett tagonként derivilva:

fl(z) = (1 2y (Z > Z ") = nzlnz"_l.

n=0
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4. Elemi fiiggvények

Exponencidlis, logaritmus és trigonometrikus fiiggvények. A logaritmus és a hatvanyfiiggvény értelme-
zésének problémai, tobbértéki fiiggvény holomorf aga.

Elemi fiiggvények definiciéi
A valosbol ismert hatvanysorokat kiterjesztjitk komplexre:

Definicid

g izn 1+ +Z2+23+Z4+z5+26+
e’ =expz = = 2=+ —=+—=+—=+—=
PET L 20 73T 4 T B
© 2k 2 4 6 8
I N Y I T A A
Cos z = kzzg)( 1) or 1 5 + TR + i +...
© 2k+1 3 5 7 9
VA z z VA z
= e SR
S ];( ) 2k + 1)! 315 7ol

Bizonyitas. (a,b) trivi a hatvanysorbdl.
(c): Rogzitjik a s = z + w szdmot. Legyen f(z) = e* - e* %
f/<z> — (6Z . 65—21)/ — (ez)/ . eS—Z + ez . (68_2)/ — 62 . 68_2 + ez . (_eS_Z) — 0'
f konstans, f(z) = f(0) = e”.

Tehdt e* - eV = e* - 5% = e° = *TV,
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e €% =cosz+isinz, e % =cosz—isinz
o "MV = ¢". (cosy + isiny); e* # 0; le?| = eRe?,  arge® =Imz (mod 27)
o ¢? periodikus 277 szerint

e ¢7 sehol sem 0.

e + et e¥ +eY eV —e¥
e COSZ=——; cos(x 4+ yi) = ———cosx +i————sinx
% 2 )
e —e 2 e¥+eY e¥ — eV
s sinz=——r— sm(x+yz)=Tsmx+zTcosx
i

e COs z és sin 2z periodikus 27 szerint
e (cosz) = —sinz, (sinz) =cosz

o A valds tengelyen kiviil cos z és sin z sehol sem 0. A cos z és sin z gyokei a valosbél ismert
(k + 3)m, iletve km pontok.

A cos z és sin z fliggvények nem korlatosak.

A megszokott trigonometrikus azonossdgok érvényesek

Bizonyitas.
bR (1) ()t (i2)° (i2)5 (i) (i2)®  (iz)°
6_1+ZZ+2!+3!+4!+5!+6!+7!+8!+9!
(1 22 2t 20 . 23 5 T B o
= —E-Fﬂ—a——i—... +1 Z_§+§_ﬂ_+"‘ = cosz +tsin z.
Példaul

COSZz-cosw —sin z - sinw =

ezi 4 e—zi ewi 4 e—wi ezi _ e—zi ewi _ e—wi

2 2 2% 2
B (ezi 4 e—zi)(ewi 4 e—wi) 4 (ezi _ e—zi)(ewi _ e—wi) B
4
e(z-‘rw)i + e—(z-i—w)i
= 5 = cos(z + w).

A t6bbi azonossagot ugyanigy lehetne ellenérizni.
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Kovetkezmény

A komplex exponencialis fiiggvényt alkalmazva,
« minden viszszintes egyenes képe 0-bol kiindulé félegyenes;
« minden fiiggdleges egyenes képe 0 kézéppontu kor,

 vizszintes egyenesekkel hatarolt sav képe 0 csicsi szogtartomany.

i

exp z

Kovetkezmény (elemi fiiggvények hatarértékei, ha Im 2z — +o0)

fuggvény y— +0 |y > —©
eizz e—y-‘r:m' 0 0
. ) 1
e V=V " = — 0 0
e’LZ
eiz 4 e—iz
cosz= — 0 0
2
eZZ e—ZZ
sin z= - o0 0
21
2iz 1 1— e—2zz
tg 2= — = —1 1 —1
ez 4+ 1 1+ e 22
" @ b | DI )
ctg 2= i—— 1 21 o —1 7
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Komplex logaritmus

Rézsaszinli alom: Van-e komplex logaritmus?

Olyan log 2 fiiggvényt szeretnénk, amelyre z # 0 esetén

o= elogz}

vagyis

log 2z ‘ _ 6Re log 2z log 2z

|z| = |e és argz =arge®” =Imlogz,

vagyis
Re(logz) = log |z| és Im(logz) = argz
——

valés log

. 06 ... és még differencidlhaté is legyen (de legalabb folytonos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egész C\{0} sikon, ezért nincs az egész
sikon értelmes logaritmusfiggvény.

o Proébalkozhatunk tobbértéki fiiggvénnyel, minden nemnulla szamnak végtelen sok logaritmusa
lesz

» Vagy minden szamhoz csak egyetlen értéket valasztunk, de akkor cserébe nem minden szamnak
lesz logaritmusa.

Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfiiggvény?

o Szemléletesen, ha a tartomény (vagy a tartomdnyban egy zart gorbe) "megkertili" a 0-t, mint
a balolali abran, akkor nem létezik arg z-nek és log z-nek folytonos aga D-n.

o Ha a tartomany "nem kertili meg" a 0-t, mint péladul a jobboldali abran, akkor létezik D-n
folytonos argumentum- és logaritmusfiiggvény:.

&
N

Hamarosan megvizsgéaljuk precizebben.

D arg = 37 D

Y
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Definicio

A logaritmus "f6értéke": Nem értelmezziik a nempozitiv valés helyeken.
logz= log |z]+i-argz, —T<argz<m
——
valés log
z
arg z
; >

1
Ha a D tartoményon létezik a log z-nek folytonos dga, akkor ez holomorf is, és (log z)" = —.
z

Bizonyitas. Legyen b € D tetszbleges és a = logh. Az inverz fliggvény differencidlasi szabalya
mikodik: e* = b, logb = a, e* diffhato és a derivaltja nem 0, tovabba log z folytonos b-ben. Tehat,

1
1 ! —_— —.
( og Z) b (ew),’w_a e b

A logaritmus azonossagai

A valés szamkorben érvényes log(ab) = loga + logb azonossidg nem marad érvényes, hiszen magat
a logaritmust is csak modulo 27i értelemben ismerjiik, tehat komplexben legfeljebb csak annyit
mondhatunk, hogy

log(ab) = loga + logb (mod 2mi).

Amikor a logaritmus egy holomorf agat vessziik egy specialis halmazon, akkor a végtelen sok lehet-
séges érték kozil ragadunk ki egyet. Barmilyen logaritmus dgat (vagy dgakat) valasztunk is, lesznek
olyan esetek, amikor log a, log b és log(ab) koziil valamelyik nem értelmezett, de még ha értelmesek is,
akkor is lehetnek olyan a, b parok, amikor log(ab) és log a + log b nem ugyanaz, hanem a kiilonbségiik
2mi-nek valamilyen tobbszorose.
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o Ha a logaritmus f6értékét vessziik, akkor

— a nempozitiv helyeken nincs értelme a logaritmusnak, igy példaul
? 2 .
log(—1) = logi® = 2logi

baloldala nem is értelmes;

— példdul az a = b = €*™/? esetben az argumentum "tdlesordul":

471 271
loga + logb = %Z mig log(ab) = —%Z.

o Ha a logaritmus f6értékéhez 1007mi-t hozzaadunk, az is egy logaritmus ag, és példaul

log1? = log 1 4 log 1 — 100i.

Hatvanyozas

Megprébalkozhatunk az
a’ =exp (b- (loga + k - 2i))

képlettel. Ez az olyan tartoményokon értelmes, ahol van logaritmus.

o Az egész kitevis hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor loga minden értéke ugyanazt a
hatvany értéket adja.

» Racionalis, de nem egész kitevo esetén véges sok lehetséges érték lehet, példdul minden komplex
szamnak két négyzetgyoke van; irracionalis kitevo esetén végtelen sok érték létezik.

o Fix alap esetén loga kiillonb6zo6 értékei kiillonb6z6 a® = exp (z -log a) fiiggvényeket adnak. Sot,
mar az 17 alaku fiiggvényekbol is végtelen sok van...

o Megallapodas: ha a fix pozitiv valds, akkor a valds értékii logaritmust vessziik, ezzel a valos
exponencialis fliggvényeket terjesztjik ki.

» Ha egy tartoményon létezik log f(z)-nek holomorf aga, akkor a logaritmus mindegyik dgabdl
kapunk egy-egy lehetséges f(2)9*) = exp (g(z) log f (z)) fiiggvényt, ezek koziil vilaszthatunk.

A hatvanyozas azonossagai

Rogzitett alap esetén érvényben maradnak az a*™ = a® - a¥ és a* " = a*/a" azonossagok, és ezek
kovetkezményeként egész n szamok esetén az (a®)" = @™ is, mert mindig ugyanannak az alapnak
ugyanazt a logaritmusat vessziik:

z4w (z4+w)-loga

a =e z-loga+w)-loga

—e _ ez-loga . ew-loga _ 2 W

és |
z-loga
z-log a—w)-log a €

f— 6 — l = —,
e’UJ' oga aw

>V = e(z—w)~loga
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Pozitiv valés alapok esetén az (ab)® = a*-b* azonossag is érvényes marad, mert a megallapodasunk
szerint mindharom alapnak a valds logaritmusat hasznaljuk, és ott érvényes a log(ab) = loga + log b
azZoNossag:

ez-loga . ez-logb) = a® - b

(ab)z _ ez-log(ab) _ ez-(logaJrlogb) _ ez-logaJrz-logb)

Vegyes komplex alapok esetén ovatosan kell eljarnunk, a valésbél ismert képletek csak akkor
maradnak érvényesek, ha mindenhol a megfelel6 logaritmusokat valasztjuk.
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Elemi fiiggvények képei

Exponencialis fiiggvény és Mercator-térkép

exp z

Az exponencidlis fliggvény 2mi szerint periodikus. Ha Rez — 40, akkor e* — o0, Rez — —0 esetén
pedig e* — 0, ezért latjuk a jobboldalon a Déli-, a baloldalon pedig az Eszaki-sarkot.
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Az exponencialis fiiggvény képébdl —90°-o0s elforgatissal elforgatva kapjuk az e~ fiiggvény képét, ami
egy fiiggbleges iranyban végtelen, 2m széles sdvokbdl allo, periodikus térkép, az tgynevezett Mercator-
térkép. A térképet végtelen hengerre csavarhatjuk; a henger felsé ideélis pontja felel meg az Eszaki-, az
alsé idedlis pont a Déli-sarknak.

Mercator-térkép végtelen
hengerre csavarva

e~ % Mercator-térkép

Az e7 % fiiggvény derivaltja, —ie~%* sehol sem 0, ezért a Mercator-térkép mindenhol szégtarté.
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Szinusz és koszinusz

COS z

sin z

A cos z = sin(z + 7 ) azonossdg miatt a cos z és sin z képe egymas eltoltja. |Im z| — o0 esetén cosz — o0
és sin z — o0, ezért latjuk a kép alsd és felsé részén a Déli-sarkot.

Erdemes megkeresni a derivaltak nullhelyeit, ahol a fiiggvények nem szogtartok.
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Tangens és kotangens

tg 2

ctg z

A ctgz = tg(§ — 2) azonossdg miatt a ctgz és tg z képe egymas kozéppontos tiikorképe. Ha Imz — oo
esetekben a fiiggvények hatarértéke +i, az ¢ az Indiai-, a —i a Csendes-6cednban van.

A tangens- és a kotangensfiiggvény derivaltja sehol sem 0, cserébe vannak olyan pontok, ahol a fiiggvények
(hatér)értéke oo.
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5. Komplex vonalintegralok

Szakaszonként C' gérbék. Folytonos fiiggvény vonalintegralja szakaszonként C! gorbén létezik. Atirds
komplex értékli Riemann-integrallal. Atparaméterezés, megforditas, additivitas, linearitas. Trividlis felsé
becslés. Helyettesitéses integralds. Newton-Leibniz formula. Ivhossz szerinti integral az egységkorvona-
lon.

Paraméteres gorbék

Lényegében ugyanigy, mint R2-ben

Definicio

.

Gorbe: v : [a,b] — C, t— z(t) + y(t)i, Y=z +yi

Folytonos, diffthaté, folytonosan diffhat6 stb., ha ~(t), illetve z(t) és y(t) folytonos, diff-
hato, folytonosan diffthaté stb.

A gorbe C', ha (a,b)-ben folytonosan differencidlhat6, a-ban jobbrol, b-ben balrdl diffe-
rencialhato, és ezek a féloldali derivalt értékek a derivalt hatarértékei.

A gorbe szakaszonként C', ha véges sok C' gorbe egymds utan flizése. (Pl. tordttvona-

lak.)

A gorbe hossza a beirt torottvonalak hosszanak szuprémuma: ¢(v) = sup { D1 Iv(t;) —
V()| ra=to<ti <... <tn=b}.

Atparaméterezés: h : [c,d] — [a,b] szig. mon. novd bijekci6; az Gj gorbe v o h

A gorbe megforditasa: h : [¢,d] — [a, b] szig. mon. csokkend bijekcid; az 1j gorbe v o h
Zart gorbe: y(a) = y(b)

Egyszerti gorbe: ~ injektiv.

Jordan gorbe: Olyan zart gorbe, melyre 7 [a, b)-re megszoritva injektiv.

Folytonos gorbe atparaméterezései is folytonosak.

A gorbe hossza nem fiigg a paraméterezéstol.
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Komplex vonalintegral

Definicié (komplex vonalintegral)

Legyen v : [a,b] — C folytonos gorbe,és f(z) olyan komplex fiiggvény, amely értelmes ~
pontjain.

Az f(z) fiiggvény komplex vonalintegralja a v gorbén az I € C szdm, ha minden € > 0-hoz van
olyan § > 0, hogy az [a, b] paraméterintervallum barmely, §-nédl finomabb a =, < t; < ... <
t, = b felosztésara és 7; € [t;_1,t;] (j = 1,2,...,n) paraméterértékekre

<E.

ST ) - (1(6) ~ 2(tr-) — 1

Jele: Sv f(2)dz, S,yf

e v:[a,b] - C, v(t) = z(t) + y(t) - i szakaszonként folytonosan differencialhaté (szaka-
szonként C') gérbe,

o és a7y képén f(z) = u(z) + v(z)i folytonos,
akkor a Sv f(2) dz komplex vonalintegral létezik, és
b

[ eras- 160 -3wat = [ (o 4

a

Ez itt egy komplex értékii Riemann-integral; kiilon-kiilon integraljuk a valés és a képzetes részt:

b b
[ o= [ (o) + womi) - i+ )

a a

b

) Jb e (((uO’Y) N (vo’y)i) ) (x + y@)> +z'f Im (((UO")/> + (vory)i) . (:c + yz)>

a
b

B fb <(u07)55 _ (on)y) + @J ((UO’)/)y + (vfﬂ)ﬁc)

a a

-| (o) - fwov)y v (o) + i | (o)

a a a a

Integraljuk a z — z fiiggvényt az y = 22 parabola 0 és 1 + i kozotti ivén.

1. megoldas: Legyen v(t) =t +it* (0 <t < 1).
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(t) = 1 + 2it.
1

1 1 1 1
fzdz=f (t+it2)(1+2it)dt=f (t + 3it* — 2t3) dt = [2t+z‘t3—2t4] = .
Y

0 0 0

A tétel bizonyitasa. Legyena =ty <7 <t; <1 <ty <...<t, 1 <7, <t, =0begy tetszbleges
felosztéas.

A feloasztashoz tartozé integralkozelito osszeg:

130 - (1) =2 t) = 3 ((3(m)) +0(3(0)) - (b (i) + (ult0) ~y(ti-0))7) =

40 Y 0(3(m) - (a(t) — alte) +8 D u(r(m) - (ylte) — it ).

Az az allitas, hogy ha a felosztast finomitjuk, akkor ez a négy Osszeg az SZ(uoy)i, SZ(uoy)g),
SZ(on)j:, illetve SZ(voy)y' integralokhoz tart.

o Legyen M = SZ |:v(t)| dt, ami véges.

e (uo7) az [a, b] intervallumon folytonos, tehat egyenletesen is folytonos:

Ve>0 36>0 Vt,t'efa,b] [t—t|<d = |u(y(t) —u(r(t))] <
» Ha a felosztasunk ¢-nél finomabb (minden k-ra ¢, — t,_1 < ), akkor

w(ty) — x(tp1)) — J

a

b

||M:

u((1))i (1) dt]

e Tehat: minden ¢ > 0-hoz van olyan 0 > 0, hogy barmely, d-nal finomabb felosztas esetén,
Sroiu(v(m) - (z(tr) — 2(ty—1)) és S uov)x tavolsdga kisebb, mint e.

A t6bbi harom ugyantugy megy.
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o Ha 7, a v egy atparaméterezése, akkor f f= f f. (Ha az egyik létezik, akkor a mésik
g m

is.)
o Ha v a~; és 7, egymas utan flizése, akkor f = f f —i—f f. (Ha az egyik oldal 1étezik,
8! m m
akkor a masik is.)
e Ha v, a y-nak megforditdsa, akkor Sﬁ f=- Sw f.
o §,1dz=7(b) —(a)

« Ha§ f(2)dzés | g(z)dz létezik és c, d konstansok, akkor

L(c-f(z) +d-g(z))dz =c- Lf(z)dz-l—d-Lg(z)dz.

Bizonyitas. Ugyanaz, mint valds vonalintegraloknal.

A vonalintegral egy alternativ definicigja

Legyen v : [a,b] — C szakaszonként C!

.....

e A vonalintegral a f o~y fliggvény Lebesgue—Stieltjes integralja a dy mérték szerint.
e Minden Borel-mérheté fiiggvénynek értelmes a vonalintegralja
e A vonalintegrél linearis

¢ A vonalintegral additiv

Lemma (trivialis becslés)

if(V(Tj)) - ((ty) = (1)

< iM' () = (1) = M- Y |y(ty) = (1)) < M - €()-

J

Legyen v szakaszonként C! gorbe; fi, f2, ..., a v pontjaiban folytonos fiiggvények.

e Ha f, — g egyenletesen, akkor Sv fn — Sv g.

« Ha ). f, = g egyenletesen, akkor )| Sw fn = Sw qg.
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Bizonyitas. Az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.

< ((max|fu — gl) - £(3) = 0.

Lh—ﬁg

L(fn —9)

Miért szabad vonalintegralokat felcserélni?

Eléfordul, hogy valamilyen kétvéaltozds f(z,w) fiiggvényt mindkét viltozdja a szerint vonalintegralunk
egy-egy gorbén, és sziikségiink van a két integrél felcserélésére:

f (f f(z7w)du/) dz < f < f(z,w)dz) dw
zem \ Jwerys weys \ Jzem

Ha mindkét gorbe folytonosan differencidlhatd, (specidlisan ha mindkettd egyenes szakasz), v1 : [a,b] — C
és v2 : [¢,d] — C, akkor az Analizis3-bdl tanultak mitkodnek: a lebontési tétel miatt

J.o (J semanes- | (

d
| f(%(t%’Vz(u))%(lt)dlt)’h(t)dt

u=c

J F (@), v2(w)) A1 ()2 (u)dtdu.
(t,u)€la,b] x[c,d]

A lebontési tétel (a tobbvaltozos Riemann-integralok tobbszoros integralld alakitdsa) bizonyitdséit is meg
lehetne ismételni Riemann- helyett vonalintegralokkal.

A Fubini-tétellel, mint atomtolteti agyuval is le lehet 16ni a kérdést. A rektifikdlhaté gérbe egyben
(véges) komplex mértéktér is, a totdlis varidcidé az fvhossz, a vonalintegral a komplex mérték szerinti
integral.

A Fubini-tételhez két dolgot kell ellenérizniink: az integrandus, a f(z,w) fiiggvény mérhetd és korlatos
(mert folytonos), tovabbd |f|-nek a totélis varidcidk szerinti integréalja véges:

LEVI (LEw |f(z,w)||dw|> |dz| < £(m1) - £(y2) - max | f(z,w)| < .

Newton—Leibniz formula

Tétel (helyettesitéses integralas)

\

D F(D) )
1 —>
t P A I
a b ¥ Fox

Legyen D — C tartomény, 7 : [a,b] — D szakasonként folytonosan differencialhaté gorbe,
F : D — C folytonosan differencidlhato, tovabba h az F'ov pontjain folytonos fiiggvény. Ekkor

JFO h(w) dw = J h(F(z)) - F'(2)dz (Széval, ha w = F(z), akkor dw = F'(2)dz.)

~

Bizonyitas. F o : [a,b] — C is szakaszonként C.

b

Lmh(w) dw = th(F(fy(t))> . (F(y(t)))ldt - J h(F(»y(t))) . (F’(fy(t)) .w)) dt

a a
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a két integral ugyanaz.

Tétel (Newton—Leibniz formula komplex vonalintegralokra [Isaac Newton, angol,

1642-1727; Gottfried Wilhelm Leibniz, német, 1646-1716])

Legyen D < C tartomany,
v : [a,b] — D szakaszonként C' gorbe,
F: D — C folytonosan differencidlhato. Ekkor

\fF@ﬁb=FW®»—me»

Bizonyitas. Helyettesitéses integralas a konstans h = 1 fuggvénnyel:

LF’(Z) dZZLh(F(z)).F/(Z) dZ:J

Foy

h@ﬂw=j Ldw = F(y(b)) - F(1(a).

Fory

Példa (tjra)

Integraljuk a z — z fiiggvényt az y = 2 parabola 0 és 1 + i kozotti ivén.

2. megoldas: Mivel z = (32?)', a Newton-Leibniz formula szerint

1 1 1 1

Ivhossz szerinti integral

Az ivhossz szerinti integral ugyanaz, mint kétvaltozos valésban, ezért nem definialtuk kiilon.
Ha 7 : [a,b] — C elég sima gorbe, akkor a szokasos 4tirds Riemann-integrallé

| st = [ = o) -

Ivhossz szerinti integral az egységkorvonalon

Az egységkorvonal szokdsos paraméterezése z = ~(t) = e*; amikor a vonalintegralt és az {vhossz
szerinti integralt atirjuk Riemann-integralla,

21
f f(2)dz = f f(z)dz = f(e") -ietdt,
|z|=1 5 t=0

illetve
2

| s@lasl = [ s = [ reta
|z|=1 5 t=0
ebbdl is leolvashatjuk a jeléléseket, hogy dt = |dz| és dz = ie'dt = iz|dz].
Geometriailag, amikor a korvonalon a z pontbdl a z + dz pontba lépiink, a dz irdnya iz, a hossza

|dz|, vagyis
dz = iz|dz|, |dz| = —.
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Ezeket a képleteket akkor hasznalhatjuk, amikor vonalintegralt akarunk ivhossz szerinti integralla
atirni vagy forditva.
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6. Cauchy-alaptétel

A primitiv fliggvény létezésének kapcsolata a vonalintegral eltiinésével. Goursat-lemma és altaldnositésa.
Cauchy-alaptétel konvex, és csillagszeri tartomanyra. Holomorf fiiggvénynek minden konvex/csillagszerti
tartomanyon van primitiv fliggvénye. Homotop gorbéken a vonalintegral megegyezik. Példa arra, hogy
nem egyszeri tartomanyon a Cauchy-alaptétel nem igaz. Gorbe pontra vonatkoz6 indexe. Az index
tulajdonsdgai. Az altaldnos Cauchy-formula gorbeindexszel (csak kimondani). A logaritmus létezése
egyszeresen Osszefliggd tartomanyon.

Folytonos fiiggvény primitiv fiiggvénye

6.1. Tétel (A primitiv fiiggvény létezése)

Legyen D < C tartomany, f : D — C folytonos. Ezek ekvivalensek:
(a) f-nek létezik primitiv fiiggvénye: valamilyen F' € O(D) fiiggvénnyel f = F'.

(b1) Kozos végponti, D-ben fekve szakaszonként C1 folytonos gorbéken f vonalintegralja
egyenlo.

(b2) f komplex vonalintegralja 0 minden D-beli zart, szakaszonként C1 folytonos gérbén.

(c1) Koézos végponti, D-ben fekvé torottvonalakon f vonalintegrélja egyenld.

(c2) f vonalintegralja 0 minden D-beli zart toréttvonalon.

Bizonyitas. (a)==(b): kovetkezik a Newton—Leibniz
formulabol.

(b)=(c): trivi (minden TV egyben szakaszonként C1
folytonos gorbe is).

(c)==(a): megismételjitk a valdés fiiggvényeknél latott
bizonyitast. Kijeloliink egy zo € D kezdopontot, és F-et

igy defindljuk: F(z) = 57 f(w)dw, barmelyik zg-t z-vel Z0
Osszekot6 vy torottvonalon. A (c) tulajdonsdg miatt a
vonalintegral értéke fiiggetlen a térottvonaltol.

Azt kell még ellendrizni, hogy tényleg F'(z) = f(2).
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Vegyiink egy tetszoleges z € D pontot. Azt fogjuk iga-
zolni, hogy F'(z) = f(2).

Legyen € > 0 szintén tetszoleges.

Az f folytonos z-ben, tehat van olyan 0§ > 0,
hogy B(z,0) € D, tovdbba minden (€ B(z,0)-ra
1f(Q) = f(z) <e.

0 < |w—z| < esetén

Ce[z,w]
F - F
LEELCIP S
w—z
F - F
Tehét lim Flw) = F(z) = f(z); az F fuggvény differencidlhat6 a z pontban, és F'(z) = f(z).
woz W — 2

Ez minden z € D pontban igaz, tehat I’ primitiv fiiggvénye f-nek.

Holomorf fiiggvény primitiv fiiggvénye

Lemma (Goursat-lemma)

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
Ha A irdnyitott hdromszogvonal, a belsejével egytitt D-be esik, akkor §, f(z)dz = 0.

Bizonyitas. Definialunk egy Ay, Ay, ... haromszogsorozatot. A A, mentén a vonalintegral I, =
§ a, f(2)dz.

Az els6 haromszog maga a A: elem Ay = A, és azt akarjuk igazolni, hogy I, = 0.

Ha A, mar megvan, akkor a kozépvonalakkal négyfelé osztjuk, és A, 1 az a negyed haromszog
lesz, amelyen a vonalintegral abszolut értéke a legnagyobb.

I,
A négy integral Osszege I, tehat |I,1] = |4’;
1 /(A
Indukciéval |I,,| = —' 42|, a A, keriilete ¢((A,,) = (2n>

Legyen ¢ az a pont, amelyre a harmszogsorozat 0sszehizodik.
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AVAN

A f differencidlhaté a ¢ pontban. Az f(c) = a és f'(¢) = b szamokkal a ¢ kozelében f(z)
a+b(z—c).

Rogzitsiink egy tetszoleges € > 0-t.
Mivel f differencidlhat6 c-ben, van olyan § > 0, hogy a B(c, d) kérben

[f(2) = () = fl(e)(z = o) = [f(z) —a—blz —c)| <& ]z = .

Vegytink egy olyan nagy n-et, amelyre mar A,, < B(c, ).

A,

T Sl =] f(z)dz

<
<
A JANSS

N

<

J (a+bz—c)) dz —I—J (f(z) —a—b(z—c))dz
Ay NY——

n

van primitiv fliggvénye

< 0+ max

2€EAL

f(z) —a(z —c) + b‘ (A, < (8- 0(A)) - UA,) =¢- (6(2%>)

Io| < & L(A).

Ez minden e-ra igaz, tehat I, = 0.
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Ko6vetkezmény (a primitiv fiiggvény létezése konvex és csillagszerii tartomanyokon)
Legyen D tartomany, f : D — C holomorf.
o Ha D konvex, akkor barmilyen D-beli zart torottvonalon f vonalintegralja 0.

o Ha D konvex, akkor f-nek van primitiv fiiggvénye.

Ha D csillagszeri, akkor is barmilyen D-beli zart toréttvonalon f vonalintegralja 0.

Ha D csillagszerti, akkor f-nek van primitiv fiiggvénye.

f-nek minden pont koriil 1étezik lokalis primitiv fliggvénye.

Bizonyitas. Legyen c a csillag kozéppontja és [ajas . . . a,aq] zart torottvonal D-ban.

J f=>] f f=0.
[a1a2...ana1] k=1 Y[caragtic]

A csillagszeru tulajdonsagot egy altalanosabb topolégiai tulajdonsagra fogjuk cserélni. Ehhez
szitkség lesz a homotdpia fogalmara.

Definicié (k6zos kezd6-és végponti homotdép gorbék)

Legyen D < C tartomény, v, 71 : [0, 1] — D kozos kezdé- és végponti, folytonos gorbék, tehat

Y(0) = 71(0) és yo(1) = 1 (1).

AU
1
0] D

0 >l
0 1

A vp és a vy, gorbe D-ben homotop egymassal, ha folytonosan atdeformalhatok egymasba, vagyis
létezik olyan H : [0,1] x [0,1] — D folytonos fiiggvény, amelyre

(a) barmely t € [0, 1]-re H(t,0) = vo(t) és H(t,1) = n(t);
(b) barmely u € [0, 1]-re H(0,u) = v(0) = 11(0) és H(1,u) = v(1) = n(1).

Személetesen, rogzitett u esetén t — H(t,u) az u-adik gorbe; az (a) tulajdonsag szerint a 0-adik
gorbe a vy, az 1-edik gorbe a ;. A (b) tulajdonsig azt koveteli meg, hogy a kozbiils§ gorbék
kezd6- és végpontja is ugyanaz legyen.
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Definicié (homotép zart gorbék)

Legyen D < C tartomany, 7o, : [0,1] — D folytonos zart gorbék: 70(0) = 70(1) és 71(0) =

7(1).
Al

1

Yo D

0 >l
0 1

A 7 és a y; gorbe D-ben homotdp, ha folytonosan atdeformélhatok egymasba, vagyis 1étezik
olyan H : [0,1] x [0,1] — D folytonos fiiggvény, amelyre

(a) barmely t € [0, 1]-re H(t,0) = vo(t) és H(t,1) = 7 (t);
(b) barmely u € [0,1]-re H(0,u) = H(1,u).

A (b) tulajdonsag azt koveteli meg, hogy a kézbiilsé gorbék is zart gorbék.

Definicié (nullhomotép gorbe)

Legyen D < C tartomény, v — D folytonos zart gorbe. A ~ gérbe D-ben nullhomotop vagy
(eqy) pontra (dssze)hiizhato, ha homotdp egy egyponti (konstans) gorbével.
AU
1
H
~—
D
0 >t !
0 1

Tétel (vonalintegral homotép gorbéken)

Legyen D < C tartomany és f : D — C holomorf. Ekkor

(a) Ha ~yg és v, kozos kezdépontii, D-ben homotodp, szakaszonként C gorbék, akkor SWO =
S'Yl f
(b) Ha v és v, zdrt, D-ben homotép, szakaszonként Ct gorbék, akkor Sﬁm f= Sm f.

(c) Ha v zart, D-ben nullhomotép, szakaszonként C! gorbe, akkor Sw f=0.

T

G

o - B D ol L
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« /e

u

1

QAn.n

H

7 A J1

apn

D

0 t ap,o 70

0 1 Qn,0

A H képe K, kompakt; van olyan r > 0 hogy K barmely pontjanak r sugart kornyezete D-ben
van.

A H egyenletesen folytonos; van olyan n pozitiv egész, hogy barmely ¢, ¢/, u, v’ € [0,1], [t—¢/| < %,
lu— /| < L esetén |H(t,u) — h(t',u)| <.

A [0,1] x [0,1] négyzetet n x n részre osztjuk; legyen 0 < k, ¢ < n esetén ay, = H(E, £).

Az [ag pQp11,00541,010% 0410k,¢] tOrOttvonal a B(ay,, ) gdmbben fekszik, ott van f-nek lokalis pri-
mitiv fliggvénye, a tordttvonalon az f vonalintegréalja 0.

f

k=0 ¢=0 L[k,eak+1,zak+1,£1 ak,l+1ak7£]

n—1 n—1
5N I S I
k=0 ] ¢=0 Y[ao,¢1a0,¢] 2=0 Ylan,can.en]

LA R A OB R

Ko6z6s végpontu gorbék esetén az utolso zardjelben mindkét szakasz egy-egy pont; zart gorbék esetén
a két szakasz ugyanaz.

lak,0ak1,0] k=0 Y [art1,0a8,0

A (b) 4llitasnak specidlis esete a (c) allitas.

Definicié (egyszeresen Osszefiigg6 tartomany)

Legyen D < C 0sszefiiggd nyilt. A D egyszeresen dsszefiiggo, ha minden D-ben fekvd zart
gbérbe nullhomotop.

Példak

Egyszeresen Osszefiiggd tartomanyok: C, minden konvex tartomany, minden csilagszeri tarto-
many
Nem egyszeresen Osszefiiggd tartomanyok: C\D, C\Z

Tétel (Cauchy-tétel; Cauchy-féle integraltétel; Cauchy-alaptétel; a komplex anali-

zis f6tétele)

Ha D egyszeresen Osszefiiggd tartomany, és f holomorf D-n, akkor minden, D-ben fekvo sza-
kaszonként C! folytonos zart v gorbén Sw f(z)dz = 0.

Kovetkezmény

Ha D egyszeresen 0sszefliggd tartomany, és f holomorf D-n, akkor f-nek létezik primitiv flige-
vénye.
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Gorbeindex és egyszeres Osszefiiggoség

1
Az — fiiggvény holomorf a C\{0} tartoméanyon, de a tartoméany nem egyszeresen Osszefiiggo.
z

Szamitsuk ki a fliggvény vonalintegraljat az egységkorvonalon.

[.2-
|z]=1 ?

(Jelolés: S|Z_C| » azt jelenti, hogy a pozitiv irdnyitasi kéron integralunk.)

A kor egy paraméterezése z(t) = e (0 <t < 27); 2 = ie' avagy dz = ie'dt;

1 27 1 ] 27
J —dz = f — -iedt = J idt = 27i.
l2]=1 Z t=0 €' =0

A vonalintegral nem 0, tehéat az 1/z fiiggvénynek nincs primitiv fiiggvénye a C\{0} tartomanyon.
(Ha létezne holomorf logaritmusfiiggvény a C\{0} tartomanyon, akkor az primitiv fiiggvény len-
ne...)

Az irdnyitott korvonallal homotép gorbéken az integral ugyanez.

Definicié (gorbe indexe)

Legyen v szakaszonként C1, folytonos zart gorbe, és ¢ egy olyan pont, amelyen v nem megy
at. A v gorbe c-re vonatkoz6 indexe, avagy c korili kortiljarasi szama

1 dz

211 yZ—C

n(v,c) = ind,(c) =

1
Mostantol a 9 kvazi az integraljel része; a legtobb esetben az integraljelt elkiséri...

OX( =

« /e

dz — d
d(arg(z —¢)) ~ ImM —Im
z—c z—c
2k d _ —
J - zloguz(10g|zk—c|—log|zk_1—c|>+z’-argu
W Z—C Zpo1—C Zpo1—C
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f z - Z (log|zk — | —log |z - C|) +i- Z A(arg(z — ¢)) = 2mi - n(y,c).
.

k=1 k=1
L.

-

=

Tétel

C><D

°
©

Legyen D c C tartomény. Ezek ekvivalensek:
(1) D egyszeresen osszefiiggd;

(2) Béarmely c ¢ D-re és D-beli szakaszonként C1, zart folytonos v gorbére n(y,c) = 0.

\

Az (1) = (2) trividlis. A (2) = (1) irdnyt most nem bizonyitjuk.

Tétel

Ha a D < C korldtos tartomanyt a 1, . ..,V szakaszonként C1 gorbék hataroljdk, a kiils6é hatar-
gorbe pozitiv, a belsé hatargérbe negativ iranyitasa, akkor

(1) ce D esetén Y n(v;,c) =1
(2) c¢ D esetén Y n(v;,c) = 0.

Tétel (Altalinos Cauchy-tétel)

1)

©

(5

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf, valamint =y, ..., szakaszonként C1 zart gorbék
D-ben 1gy, hogy barmely ¢ € C\D pontra Y n(v;,c) = 0. Ekkor

S

k
Z f(z)dz = 0.
j=177%




7. Cauchy-integralformulak

Cauchy-formula korvonalon, konvex és csillagszerli tartomanyon. A derivaltakra vonatkozé Cauchy-
formula. Ha egy fliggvény egy nyilt halmazon egyszer differencidlhaté, akkor akarhanyszor differencidl-
haté.

Tétel (Cauchy-formula korlapra)

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb korlapon. Ekkor barmely, z € B(c, R)

pontban )
1 flw

— ———dw.

f(z) jw w

270 Jjy—|=p W — 2

Bizonyitas. Legyen ¢ > 0 tetszdleges. Ehhez van olyan r > 0, hogy |w — z| < r esetén |f(z) —
f(w)| <e. A |lw—c| = R kérvonal homotép a |w — z| = r kérvonallal, igy

L' f(w) dw homo:tépia i f(w) dw —
2M0 Jjp—e)=p W — 2 270 Jjpezj=p W — 2
Ry L L[ 01,
20 Jjp—zj=p W — 2 2M ez W —Z

1 1 1 fw) — f(2)
= f(z)  — dw +— A PN dw =
f( ) Jw—z|=r i Jw—z|=r

271 wW— 2 271 w—z
L. 7

~
n(z,|Jw—z|=r)=1

1 flw) = 1),

w—2z

&) + 5

- w
271

|lw—z|=r

1 L fw) dw_f(2>' _

2T Jjp—e|=p W — 2

1 f(z) = f(w)
J|w—z—r

— dw| <
2 wW— 2z

L) gy — f(z)‘ =0.

. . 7 L
Ez minden ¢ > O-ra igaz, tehédt |5- S|w_c|:R -
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Tétel (a dervialtakra vonatkozé Cauchy-formula, kérlapra))

Legyen f holomorf a B(c, R)-nal valamivel nagyobb korlapon. Ekkor B(e, R) belsejében a
korlapon akarhanyszor differencialhatoé, és

™) (2 i ﬂ w
f ( ) Jw—c|—R (U) _ z)nJrld :

21

Formalisan

(m) a (L f(w) )_
f(e) = dzn \ 2mi fwc|=Rw—zdw B

1 o f(w) ! n! - f(w)
2_7” |lw—c|=R (@w - Z>dw - 2_71'2 jw—c|—R ( Z) dw

Bizonyitas. Indukcio n szerint; n = 0-ra ez éppen a Cauchy-formula. Ha az allitas igaz n-re, akkor

FOHD () — Tim FO) — f(2) _

\

(—z (-2
1 1 n! f(w) n! f(w) B
R %I_)Hi C —F (271’@ JVU—C:R de N % |lw—c|=R (w_zylﬂdw> a
n! f(w) (w—2)" — (w— )™
= %1—{2 271 J|w =R (w g)n+1(w — z)”“ . - dw =

n! f(w)
- %1_12 2m ~[|w c|=R (’LU C)n+1(w - Z)n+1

-((w—z) +w—2)"Yw—-C)+...+ (w-— )”)dw.

A korvonalon f folytonos, tehat korlatos. Ha z tavolsaga
a koérvonaltdl d, akkor ( € B(z, %) esetén |w — (| >
d és az integrandus ( — z esetén egyenletesen tart a

2 ‘
w . ,
(wi(z))2n+2 - (n+1)(w — z)" fuggvényhez.

(Az egyenletes hatarérték felcserélhetd az Gsszeaddssal
és a szorzassal, és reciprokkal is, ha a nevezo limeszfligg-
vénye nem torlddik a 0-hoz.) Az egyenletes konvergencia
miatt a limesz és az integral felcserélheto:

e = g [ i (G (09 o)) -

lw—c|=R

- f lim ((wf(:”)lm (n+ 1)(w— z)") aw=""1) J e Jit”))mdw.

lw—c|=R |lw—c|=R

Egy masik lehet&ség a korlatos konvergencia tétel alkalmazasa. A kérvonalon dz véges Lebesgue—Stieltjes
mérték, [ — z] < % esetén az integrandus egyenletesen korlatos, igy az integral és a pontonkénti limesz
felcserélheto.

Utolsé lehetdségként (pl. vizsgén) hivatkozhatunk Nagy Bivaly bardtsdgéra is.
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Kovetkezmény

Legyen D tartomany, f : D — C folytonos.
o Ha f holomorf, akkor akarhanyszor differencialhato.

o f akkor és csak akkor holomorf, ha lokdlisan 1étezik primitiv fiiggvénye.

Bizonyitas. (a) Barmely pont koriil valamekkora kérben felirhatjuk a Cauchy-formuldkat.
(b) Az mar volt, hogy ha f holomorf, akkor 1étezik lokalis primitiv fiiggvénye.

Ha barmely a € D pont koriil valamilyen B(a,r) korben 1étezik egy F'(z) lokélis primitiv fiiggvény,
vagyis F' = f, akkor F' holomorf, de akkor az (a) rész miatt F' kétszer is diffrencialhaté, vagyis f
differencialhato.

Ko6vetkezmény (Morera tétele [Giacinto Morera, olasz, 1856—-1909])

Legyen D tartomany, f : D — C folytonos. Ha f-nek minden D-ben fekv6 haromszoglemez
kertilete mentén 0 a vonalintegralja, akkor f holomof.

Bizonyitas. Barmely a € D kor koriil egy B(a,r) kérben, minden zart torottvonalon 0 az f(z)
vonalntegralja, tehat f-nek van lokalis primitiv fiiggvénye. A (b) szerint f holomorf.

A logaritmus létezése

Tétel (a logaritmus létezése egyszeresen 6sszefoggs tartomanyokon)

(a) Ha D egyszeresen 6sszefligg6 tartomény és 0 ¢ D, akkor létezik log z-nek holomorf dga
D-n.

(b) Ha D egyszeresen osszefiiggé tartomany, f(z) holomorf D-n, és sehol sem 0, akkor 1étezik
log f(z)-nek holomorf dga D-n.

Bizonyitas. (a) Az otlet: Vegyiik 1/z egy primitiv figgvényét.
!/
(b) Otlet: Ha létezik log f, akkor a derivaltja J} Vegyiik ennek egy primitiv fliggvényét.
/
j;((Z)) ; ez holomorf D-n. A D egyszeresen Osszefiiggd, tehdt £(z)-nek létezik primitiv
z

fliggvénye. Vegytink egy zo € D kezd6pontot, és valasszunk egy olyan L(z) fliggvényt, amelyre L' = ¢
s eH®0) = f(z). Legyen h(z) = f(z)e ") ekkor tehat h(z) = 1,

Legyen ((z) =

W(z) = (F@e M) = fa)e 0 = f2)e M) D(z) =0,

ezért h konstans 1, tehat e*) = f(z); az L(z) fiiggvény a log f(z)-nek holomorf 4ga.
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Pistikének mindenrol

¥ Pistikének mindenrol ¢

Fel akarjuk irni egy fliggvény harmadik derivaltjat? Integralni kell.
Igazolni akarjuk, hogy egy fiiggvény holomorf? Integralni kell.

Meg akarjuk konstrualni a logaritmusfiiggvényt? Integralni kell.

< € ¢ <€

Meg akarjuk szamolni, hogy egy gorbe hanyszor keriili meg a nullat? Integ-
ralni kell.

¥ Be akarjuk bizonyitani a Young-tételt? Integralni kell.
¥ Hatvéanysorba akarunk fejteni egy fiiggvényt? Integralni kell. (jové héten.)

¥ Meg akarjuk szamolni, hogy egy egyenletnek hany megoldasa van? Integralni
kell.

¥ Be akarjuk bizonyitani az implicitfiiggvény-tételt? Integralni kell.

Integralokat csereberélni jo! :-)

Mar lattuk, hogy tobbféle, holomorf fliiggvényekkel kapcsolatos operaciot atirhatunk valamilyen
komplex vonalintegralla. A Cauchy-formulédk tanulsaga, hogy még a derivaltast is at lehet {rni in-
tegralla. Késobb latni fogjuk, hogy egyenletek megoldasat vagy a megoldasok szamat is felirhatjuk
integral alakban.

Ezek az atirasok azért is hasznosak, mert altalaban integralokat felcserélni sokkal kénnyebb, mint
mas operacidkat. Az ilyen cserékre pedig a kozépiskola 6ta lépten-nyomon sziikségiink van, kezdve
példaul a kozepek kozotti egyenlotlenségektol, vagy mint az alabbi irodalmi parbeszédben.

Pireuszi kozjaték — miniszimpoézium az operacidk felcserélhetoségérol

— Hé, Krokodil! Mit akartok attél a kolyoktél? Ugy lattam, hogy a mi asztalunkhoz
szandékozott iilni — kérdezte almos hangon Rozsdas. A Krokodil kissé kiengedte a
fiatalember nyakat, mert nem szeretett tarsalgas kozben gyilkolni.
— Régen keresiink mar egy spiclit, aki mindent bekdp. Es azt hiszem, ez az itt, akit
éppen megfojtok.
— Nézd, Krokodil, elismerem, hogy mindenkinek tiszteletre mélté maganiigye, hogy
kit fojt meg, és kit nem. De ez a fii a mi asztalunkhoz akart tilni, mikor nyakon-
csipted. Eloszor mondja meg, amit esetleg nekiink tizentek altala, és azutan, ha
igazan azt hiszed, hogy rendérkém, 6ld meg békességben.
— Tudod mit? El6bb megolom, aztan beszélj vele.
— Helytelen allaspont — vetette kozbe a Bunko. — Nem hiszem, hogy a magunkéva
tessziik.
— En sem — mondta a Féorvos, és elévett egy koriilbeliil negyven centiméter hosszi-
sagu kést.

(Rejté: Elveszett cirkald)

A konfliktus egy lehetséges feloldasa lehetett volna, ha a Kolyok kikérdezését és megfojtasat
sikeriil atirni komplex vonalintegralokka, amelyeket aztan tetszés szerint fel lehet cserélni.
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Tétel (Altaldnos Cauchy-formula)

Legyen D tartomany, f : D — C holomorf, valamint 7, ..., szakaszonként C1 zart gorbék
D-ben tgy, hogy barmely ¢ € C\D pontra »,n(v;,c) = 0. Ekkor barmely z € D esetén, amelyen
nem mennek at ezek a gorbék,

i%f e R O I IO

J=1

Példa (Young-tétel)

Ha f(z,w) kétvaltozos komplex fiiggvény, folytonos az (a, b) egy kornyezetében, és mindkét valtozd
szerint holomorf, akkor a Dy Dy f(z,w) és DyD; f(z,w) masodrendi parcidlis derivaltak léteznek
és egyenlok.

Bizonyitas. a és b koriil vesziink egy-egy pici, r sugart kdrvonalat. Ezeken beliil Cauchy-formula w-re:

_ 1 f(z,w)
Dy f(z,w) = 3 . mdw.

Ez z-ben holomorf, mert minden kis A haromszogon 0 az integralja:

J (mezr mdw> dz =

A
- L—br (L f(z’w>dz) (wdfiww)2 - L—buo' wiiwwy —0.

Most Cauchy-formula z-re:

3 . PEmE
D1 Dy f(z,w) = % J wa(bcl—_ PE d¢ =
[(—al=r
o F(Cow)
= 2mi)? f J €~ 22w w2

[¢—al=r|w—b|=r
A D5y D1 f(z,w)-re ugyanez a képlet.

A bizonyitds apré médositdsaval azt is latjuk, hogy f(z,w), mint kétvaltozos fiiggvény, akdrhanyszor
differencialhato.
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8. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok és paraméte-
res integralok

Holomorf fliggvények lok. egyenletes limesze holomorf. Ugyanez sorokkal és paraméteres integralokkal.
Ha lokélisan egyenletesen korlatos fiiggvények sorozata egy stiri halmazon pontonként konvergens, akkor
lok. egyenletesen konvergens. Vitali-Montel tétel.

Holomorf fiiggvények egyenletes limesze

Tétel (Weierstrass)

Holomorf fiiggvények lokalisan egyenletes limesze holomorf, avagy:

Ha D < C tartomdny, fi, f2,...: D — C holomorfak és f,(z) — g(z) lokdlisan egyenletesen,
akkor g holomorf és f/(z) — ¢'(z) lokdlisan egyenletesen.

Emlékeztetaiil, "lokalisan egyenletesen":
e Minden pontnak van olyan kérnyezete, ahol, vagy:

e Minden kompakt részhalmazon.

Kovetkezmény

Lokalisan egyenletesen konvergens sorozatokat és sorokat akarhanyszor szabad tagonként de-
rivalni.

Bizonyitas. (a) Morera: ahhoz, hogy ¢(z) = lim f,(z) holomorf legyen, elég, ha g folytonos, és
barmely D-beli A zart haromszoglemez keriiletén 0 a vonalintegralja.

A A haromszoglemez kompakt, igy ezen a halmazon f, — ¢ egyenletesen. Folytonos fiiggvények
egyenletes limesze folytonos, ezért g is folytonos; igy biztosan létezik g vonalintegralja a haromszog-

vonalon.
J g(z)dz = f < lim f,(z )dz = lim f fn(2)dz = lim 0 = 0.
A A n—0o0 n—ao0

(b) Legyen B(c,R) = D, 0 <r < R, z€ B(c,7).

w

Barmely € > 0-hoz van olyan ng, hogy n > ng esetén max | fo(w) — g(w)| < e.

|w—c|=R

G AW L[ e
27i Jw_d:R (w — z)2d 2mi Jw—c|=R (w— Z)Zd

Barmely z € B(c,r)-re

[fn(2) = g' ()] =
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_ 1 fn(w) - g(w) dw i ’fn(w) - g(w)’ dw
2 Jw_q:R (w—r¢)—(z— c))2 S o jw_czg (jw—rc| =z — CDQ ]
1 € R
< %.7(R—T)2 -2rR = 7(R—T)2 - E.

Ez minden e-ra igaz, tehat f)(z) — ¢'(z) egyenletesen a B(c,r) korben.
Tehat, minden c-nek van olyan kornyezete, ahol f/ — ¢ egyenletesen, vagyis f/ — ¢’ lokélisan
egyenletesen.

Példa ((Euler—)Riemann-zeta fiiggvény)

(Hagyomanyosan s = o + it)

1
Ha 0y > 1, akkor a o > oy félsikban ] — kozos konvergens majorans, tehat a sor egyenletesen
nO’

konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint ((s) holomorf a ¢ > 1 nyilt félsikban, és

L s —logn
<<s>—; o

(0 <1 esetén a sor divergens.)

Pontonkénti konvergenciabdl egyenletes konvergencia

Ha D c C tartoméany, fi, fs,... : D — C holomorfak és egyenletesen korlatosak (tehat van
olyan K, hogy |f,(z)| < K minden n-re és minden z € D-re), és egy stiri S < D halmazon
fn(z) pontonként konvergens, akkor az f,(z) sorozat lokélisan egyenletesen konvergens.

Bizonyitas. Vegytink egy ¢ € D pontot és kortilétte egy kort: B(c, R+ ¢) < D.
Legyen r = £ és | f,(2)] < K minden n-re és z-re.

Elékésziilet. Barmely z € B(c,r)-re és barmely n € N-re

/ 1 J fn(w) K 4K
<= I dquw|< 2rR=
‘f"(z)‘ 270 Jjy—e)=r (W — 2)? v T (R —r)? m R
ezért barmely 21, 25 € B(c, r) pontokra
4K
[fa(21) = fal22)] < 75+ |21 = 2.

(A kis koron beltl fi, fa, ... egyenletesen Lipschitz.)
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Legyen € > 0 tetszdleges.

A B(e,r) n S halmazbdl vélasszunk ki véges sok pontot: si,...,s,-t gy, hogy ezek ¢ sugari
kérnyezetei lefedjék B(c,r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra ‘fn(sj) - fm(sj)] < e
(Mindegyik j-hez van ilyen kiiszob; vessziik a maximumot. )
Most tekintsiink egy tetszéleges z € B(c,r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — s;| < . Ezért

|fa(2) = f(2)] <
< ‘fn(z) - fn(sj)‘ + ’fm<53) - fm(zﬂ + ‘fn(51> - fm<81>} <
4K 8K

4K 4K
<?|Z_Sj’+?|Z_Sj|+€<2'?€+€= 7—1—1 €.

Tehat: Minden € > 0-hoz van olyan ng, hogy minden n,m > ngy és barmely z € B(c,r) esetén
‘fn(z) — fm(z)| < (% +1 |e.

Az f,(z) fuggvénysorozat egyenletesen konvergens B(c,r)-en.

Tétel (Vitali-Montel [Giuseppe Vitali, olasz, 1875-1932; Paul Antoine Aristide

Montel, francia, 1876-1975])

Ha D < C tartomany, fi, fa,...: D — C holomorfak, és egyenletesen korlatosak, akkor ezek
koziil kivalaszthatéd lokdlisan egyenletesen konvergens részsorozat.

V.6. Bolzano-Weierstrass tétel: Minden korlatos szamsorozatnak van konvergens részsorozata.

V.6. Arzela—Ascoli tétel: Ha f1, fo,...: [a,b] — R egyenletesen korldtosak és egyenlé mértékben
egyenletesen folytonosak, azaz

Ve>0 36 >0 Vn Y,y € |a,b] ((|x —yl <0) = (|fulz) — fuly)| < 5)),

akkor kivalaszthato egyenletesen konvergens részsorozat.
Bizonyitas. Legyen si, ss,... egy strli sorozat D-ben.

A Bolzano-Weierstrass tétel miatt miatt van olyan Ny = (n1,1,m1,2,71 3, . ..) sorozat, amelyre az
fn, . (s1) sorozat konvergens.

Ennek van olyan Ny = (ng1, na2, nas, . . .) részsorozata, amelyre az f,, , ($2) sorozat is konvergens.
Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatat; minden f(-re az f,,, , (s;) sorozat konvergens.

Atlésan kivalasztjuk az nyj elemeket.

Ny: ni11 ni1,2 n3 Nia

) ) )

No: USRI Nn23 24
Ns: nsi ngo N34
Ny: N4 7% 7%
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Az (ny1,n22,n33,...) sorozat mindegyik N,-nek részsorozata az elsé néhany elem kivételével,
ezért barmelyik (-re az f,, , (s¢) sorozat konvergens.

Tehat, az f,, ,(z) sorozat egyenletesen korlatos és az S = {s1,s5,...} stiri halmazon pontonként
konvergens, tehat a Lemma miatt a teljes D tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.

Paraméteres integralok

Legyen D tartomény, f : [a,b] x D — C folytonos, minden rogzitett = € [a,b]-re z — f(x, 2)
holomorf. Ekkor az

F(z) = J b=a f(z, 2)dz

paraméteres integral is holomorf és

b
F'(z) = J= Dy f(z, z)dz.

\

Bizonyitas. Ugyanaz, csak szumma helyett integrallal.

(a) Barmely A ¢ D héromszoglemez koriil

JA F(z)dz = LEA < :_a f(z, z)dm) dz = Lb_a (LEA f(z, z)dz) dz = Lb_a 0dz = 0,

tehét F'(z) holomorf.

(b) Barmely z € D pont koriil egy kis, r sugarti korben

w b w
R BRI E =t ( | af(%w)dx) s
b

lw—z|=r

’ 1 dw
= L=a (27r7, de:r [z, w)(w_z)2> dz = - Dy f(z, z)dx.

Példa (Euler-féle Gamma-fiigggvény)

A fiiggvény holomorf, és

o
I(s) = f e " logrdr (Res > 0)
=0

Az el6z6 tételt kiterjeszthetjiik improprius integralokra, vagy vehetjiik a

N
lim ¥ le % dx
N—-w® r=L

- N

lokalisan egyenletesen konvergens fliggvénysorozatot.
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9. Hatvanysorba fejtés

Egyiitthatéformula. Hatvanysorba fejtés. Analitikus fliggvény fogalma. Kozépérték-tulajdonsig. log(1+
z) és (1 + 2)® hatvdnysora.

Lemma

Barmely k € Z, c € C és r > 0 esetén
1 & 1 hak=0
a — z—c)"|dz| =
(a) 2mr |z—c|='r( )" ldz] {0 ha k #0
1 1 hak=-1
b — z—c)fdz =
(0) 2mi ‘Z_C|=r< ) {0 ha k # —1
: o\l . |dz| dz . ”
Bizonyitas. A kettd ugyanaz, mert d(arg(z — c)) = = 1 3§ Helyettesités: z — ¢ = re”,
r i(z—c
0<t<2r
1 IR e 1 hak=0
(a) — (z—c)F|dz| = J (re)* . rdt = o refitdt = A
271 J)aee)=r 2mr J ™ Jo 0 hak#0
1 1, : kel o2m : 1 hak+1=0
0 — | (-ofde-— @Wﬁmwu:TJQWWa: ak+
270 Jer 2mi J 2 Jo 0 hak+1#0

k+1

E+1

Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) korlapon

1 S dz
o de—el=r 5 ¢

Vagy: k # —1 esetén van primitiv fliggvény, a A k = —1 esetben =1.

f2) =Y anlz = o,

n=0

1 f(w)
= 2_71'2 jw—c|=r (w - c)k+1 dw

akkor

minden k-ra és 0 < r < R-re.

Bizonyitas.

1 f(w) 1 =0
- A R n d
2mi jwc—r (w - C)kJrl v 2mi |w—c|=r .

= 1J 3 an(w — )" F 1) dw = i ay, - 1J (w — )" dw
2mi lw—c|=r \ n—0 " " 2mi |lw—c|=r

n=0

T
_ia_ I han—k—1=-1]
B "0 han—k—1%—1( "

n=0

o7



Taylor-egyiitthatd, egyiitthat6formula és Cauchy-formula

(k)
ap = / kl(C) (Taylor-egytutthaté)
1 flz . ,
a = 53— G —(c))k+1 dz (Egyiitthatoformula)
f®(c 1 f(z
k!( ) _ . (z—(#dz (Cauchy-formula)

Tétel (hatvanysorba fejtés)

Ha f holomorf a B(c, R) kérlapon, akkor ezen a kérlapon a fliggvény hatvanysorba fejthetd,
0]
f(2) = a(z— 9",
n=0
ahol .
ay = 9 ﬁw_d_T #dw barmely 0 < r < R-re.
Bizonyitas.
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Legyen z € B(¢,R), d = |z —¢| < r < R,
M = max [f(w)]

anax
() = 5 o I 4 -
A R rer e
_ 21m o (i(i”)c) — i_cdw:
w—c
1 Rt (OO (L)) o= =

1 SLIOHCEE AN
2700 ) y—el— (w — c)nt! o (z— o)
|w r Z max fw) - (z—0¢
(w — c)n+1

w

R e fw) =" \_ T
_Z<2m'f_ (w — ¢)n+l d >_

n=0 w—cl|=r
o1 f f(w) S
= — ————dw |- (z—0¢)"= ) a,-(z—0c)".
nZ:;) <2m w—c|=r (W — )T 7;)
Definici6

f D — C analitikus, ha D barmely pontja koril valamekkora kérben hatvanysorba fejtheto.

| r
\

Tétel
f D — C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.

Bizonyitas. = A hatvanysor 0sszegfliggvénye holomorf.
< Minden holomort fiiggvény barmely ¢ pont koriil hatvanysorba fejthetd, a maximalis ¢ kozepi

korlapon.

Példa
f(2) = log(1 + z) holomorf az egységkorben, f(0) = 0,

0y < CDTHE=DE fOO) _ (D)
POy Tm e

a Taylor sor eloallitja a fiiggvényt az egységkorben:

5 (D
log(l—l—z)zZ PR
k=1




Tétel (binomialis sor)

Legyen a € C,
o0
(1+42)*= Z() ha |z| <1

(Azt a hatvanyfiiggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

\ J

Bizonyitas. Az f(z2) = (1 + 2)® = e21°80+2) fiiggvény holomorf az egységkorben,

f(kk):!(z) _a(a—1)..(a _:!+ D +2)e7* <Z) (142t fkk(!o) _ <Z>

A 0 korili hatvanysor

(1+ 2)° i <a) (2] < 1).

k=0

Példa (IMO Shortlist 2006,/A2)

Definidljuk az ag, a1, as, ... valés szamsorozatot a kovetkezo rekurziéval:

“*k _0 for n>1.

Mutassuk meg, hogy a,, > 0 minden n > 1-re.

\

Megoldas komplex fiiggvénytani eszkozokkel:

n n
Gyors felsd becslés: |ay,| = ‘ Z ‘ 2 |apn—p|; trivi indukciéval |a,| <
k=1 k=1
0
Legyen G(z 2 ez |z| < %—re biztosan konvergens. A rekurzié azt jelenti, hogy

1:<§)°" PGy Zlos( =2,

Ennek a fiiggvénynek a hatvanysora érdekel minket.

Megprébalhatjuk kiszdmolni a Taylor-egytitthatékat... ehhez k-szor derivélni kell a 0-ban. (Hajrd.)
Vagy, irjuk fel inkabb egyiitthatoformulat.

Kor helyett ezen a "kulcslyukgoérbén" integralunk:

Y
DNl IR
7 >

L G(z) 1 dz 1 dz
= — 7= — - - @@ - e —
210 J)z=1 Zntl 210 J)z=y 2" log(1—z2) 2mi J, 2" log(1 — 2)
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_ (" d 1 JR de
C2mi Sy, z"(log(z — 1) — i) 2mi Ji4, 7 (log(z — 1) + i)

1 1
1 (B omi - dz 1 1
== +O(r-log— | + O 5=————
27i Jl+r 2" (log(z — 1) — 7i) (log(z — 1) + i) (T 8 r) <R”1 log R>

R
dx 1 1
= +0(r-log— | +O( R ——
JHT a7 (log®(z — 1) + 72 ( & 7“) ( Rr logR)

Har —0é R — oo:
fac dx
Ay = > 0.

1 2 (72 + log®(z — 1))
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10. A hatvanysorba fejtés kovetkezményei

Gyoktényezdk kiemelése, gyok multiplicitasa. Unicitastétel. Lokélis aszimptotikus viselkedés. Maximum-

elv.

Tétel (kozépérték-tulajdonsig)

Ha f(2) holomorf a B(c, R) zért korlapon (tehat holomorf egy kicsivel nagyobb kérben), akkor

L £(2) |zl = £(0)

2mr |z—c|=r

vagyis f(z) atlaga a korvonalon megegyezik a kozéppontban felvett értékkel.

0
Bizonyitds. Legyen f(z) ¢ koriili hatvanysora f(z) = Z an(z —c)".
n=0
1
5 f(2)|dz| =

| o |z—c|=r ( i (= C)n> e =

27T7’ |z—c\:r 271'7" ne0

= 1 & 1 han=0
_7;0&"<27r7“ LCl:r(z—c |dz|> ;Oan {0 ha 1 = 0} =ap = f(c).

Tétel (a gyoktényez6 kiemelhetd)

(0e]
Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kortli hatvanysora f(z) = Z ar(z — c)”.
k=0

Ezek ekvivalensek:
(a) fle) = f(c) = f"(c) = ... = fi"V(e) = 0;

(b) ap=a1 =...=ap_1 = 0;

(c¢) f(2) =(2—1¢)"-g(z) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.

(e)

Bizonyitas. (a) < (b), mert aj = X :
(b) < (c)ag(z Z (z — ¢)F™™ fiiggvénnyel.
k=m
0e]
Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ kortli hatvanysora f(z Z ar(z — c)*
k=0

Azt mondjuk, hogy az f(z)-nek a ¢ pont m-szeres gyoke, ha:
(@) f(c)=f'(c)=f"(c)=...= fmV(c) =0 és f'™(c) # 0, avagy

(b) ag=a;=...=an_1 =06s a, #0, avagy

(¢) f(z2) =(2—=1¢)™g(z) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel, és g(c) # 0.
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Tétel (unicitastétel; [unicitas=egyértelmiiség))

Legyen D tartomany, f,g,h : D — C holomorf, 21, 25, ... € D olyan konvergens sorozat, hogy
Zn —> (€D és z, # (.

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(z,) = h(2,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fliggvény értékei barmelyik, D belsejében torl6d6 sorozat mentén meghatarozzak a
figgvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fiiggvény létezik.

Bizonyitas. Elég az (a) allitast igazolni, ebbdl a (b) allitds az f = g — h vélasztassal kovetkezik.

Legyen Z = {we D : f(w) = 0} az f gyokeinek halmaza;
71 =27"n D, a gyokok D-beli torlodasi pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim z,, € Z;, tehat Z; nemires.

Az f folytonos, ezért a gyokok torlodasi pontjai is gyokok: ha wq, ws, ... gyokok és 7%1_1}30 wy, € D,
akkor

(i ) = Jim £() = Jis 0= 0.

Ezért Z, c Z.

A Z; halmaz D-ben relativ zart, mert Z’ zart (torlédasi pontok torlédési pontja torlédasi pont).

Meg fogjuk mutatni, hogy Z; nyilt is.

Allitas: Z; nyilt, vagyis Ve e Z, 3r > 0 B(e,r) © Z;.

Vegytlink egy tetszileges ¢ € Z; pontot; a ¢ korill a maximalis B(c,r) korben legyen f(z) =
Do ar(z — o).

Azt akarjuk igazolni, hogy ag = a; = ... = 0; ha ez igaz, akkor B(c,r)-ben f konstans 0, a
kérben minden pont gyok, és minden pont gyokok torlodési pontja, és igy B(e,r) < Z.

Indukcié. Legyen a,, az elsé olyan egyiitthatd, amirél még nem bizonyitottuk, hogy 0, tehat
ap = a; = ... = ap_1 = 0 mar megvan, és vizsgaljuk a,,-et. (Ha m = 0, akkor a feltétel iires.)

D

Mivel ¢ torlodasi pontja Z-nek, vannak olyan wy,ws, ... € Z pontok, hogy w,, # c és w, — c.

Ag(z) =% ap(z—c)bm = % figgvény szintén holomorf a B(c,r) kérben, folytonos

c-ben, és g(w,) = _Sfwn) = 0. Tehat,

am = g(c) = lim g(w,) = lim 0 = 0.

n—o0 n—o0

Ezek utdn Z; az Osszefligg6é nyilt D-nek nemiires, egyszerre nyilt és relativ zart része, tehat a
teljes D, de akkor D = Z; < Z < D miatt Z = D, vagyis f konstans 0.
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Ko6vetkezmény (végtelen rendben eltiiné fiiggvény)

Legyen f(z) holomorf a D tartomanyon.
Ha valamely pontban f(c) = f'(c) = f"(c) = ... =0, akkor f konstans 0.

Bizonyitas. Ha f(c¢) = f'(¢) = f"(c) = ... = 0, akkor f ¢ koriili hatvanysora a konstans 0; a
konvergenciakorben, majd a teljes tartomanyon a fiiggvény konstans 0.

Kovetkezmény

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartomanyon, akkor az f minden gyokének véges a
multiplicitasa.

Kérdés
Legyen az egységkorben f(z) = sin .
1
A fuggvény gyokei 1 — — (k=1,2,...).

km

Miért nem mond ez ellent az unicitastételnek?

Valasz: Végtelen sok gyok van, de csak a hatdrhoz torlédnak.

Azonossagok, még egyszer

Az unicitastétel segitségével bizonyitas nélkiil atvihetjik a val6sbél ismert azonossagokat komplexre.
Példaul a valdés szamok korében sin(z + y) = sinx cosy + coszsiny; ez automatikusan érvényes
marad a komplex szadmok korében is; az egyetlen apré technikai gond, hogy itt kétvaltozds komplex
fiiggvényekrol van sz6. Ezen tugy segithetiink, hogy két 1épésben, egyesével cseréljiik a valds valtozokat
komplexre.
El6szor rogzitsiik az x valds szamot, az y helyére irjuk a w komplex valtozot és tekintsiik az

sin(z 4 w) = sinz cos w + cos 2 sin w (1)

egyenletet. Mindkét oldalon a w valtozd egy-egy egészfiiggvénye all, és az w valds értékeire az
egyenlet teljestul. A valés w értékek persze torlédnak a sik belsejében, tehat az unicitastétel szerint
a két fiiggvény ugyanaz; az (1) egyenlet minden komplex w-re teljesiil.
Most pedig rogzitsiikk a w komplex szamot, és cseréljiik ki az eddigi valos z-et egy z komplex
valtozoéra:
. ? . .
sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w. (2)

Most is a két oldal egy-egy egészfiiggvénye z-nek, és lattuk, hogy a két oldal egyenl6 a z barmely
valds értéke esetén. Az unicitdstételt Gjra alkalmazva azt kaptuk, hogy a (2) minden komplex z-re
igaz.
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Erdemes elgondolkodni azon, hogy ez a médszer mennyiben hasznalhaté a logaritmus és az
exponencialis fliggvények esetében. A logaritmus esetében maga a fiiggvény létezése a gond, a
log(zw) = log z + log w egyenletet nem tudjuk elég sok z,w parra értelmezni.

Kovetkezmény (lokalis aszimptotikus viselkedés)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, f'(c) = f"(c) = ... = f&(c) =0 és f*(c) # 0.
A hatvanysorba fejtés miatt a ¢ kozelében

*) (e
1)~ ) = T e = 0 1 01 — ),

tehat a figgvény kicsiben kortartd, de nem szogtartd: a ¢ csticsu szogeket k-val megszorozza.

f—> O

& kb.Cr*

Tétel (maximum-elv)
Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartoményon, akkor:
(a) |f(z)|-nek nem létezik lokalis maximuma.
(bl) Ha 21, 29,...€ D, limz, = w, és |f(z,)| — sup |f|, akkor w a D hatérdn van.

(b2) Ha D korlatos, és f folytonos a D lezartjan, akkor |f| a maximumat csak a hatéron veszi
fel.

Bizonyitas. Ha ce D, és B(c,r) = D, akkor a kozépérték-tulajdonsdg szerint

1
f(e) = pre f(2)[dz];
1 1
50 = | J|Z_C=rf(z)|d2| < g ) MO 12 < max 5G]

Egyenl6ség csak akkor lehetne, ha f irdnya és nagysaga is allandé lenne a koérvonalon; de akkor az
unicitastétel miatt f konstans lenne.
Tehat, akarmilyen kicsi r-re

|f(0)] < max |f(2)];

|z—c|=r

az | f|-nek nem lehet lokalis maximuma c-ben.
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Kérdés (Van-e minimum-elv?)

« Ha f(c) =0, akkor |f(z)|-nek ¢ lokalis minimumhelye.

e Ha f(c) # 0, és ¢ az |f(z)|-nek lokalis minimumhelye, akkor ¢ az |1/f(z)|-nek lokalis
maximumhelye, tehat f konstans.

Ha f-nek nincs gyoke, akkor van minimum-elv is.

Tétel (Schwarz-lemma)

Ha f : D — D holomorf és f(0) = 0, akkor

(a) [FO)f <1
(b) z # 0 esetén |f(2)] < |z[;

(c) Ha az fentiekben egyetlen pontban is egyenldség van, akkor f(z) egy 0 koriili forgatés:
f(z) = cz valamilyen |c| = 1-gyel.

Bizonyitas. Az f-nek a 0 gyoke, tehdt f(z) = g(z) - z valamilyen holomorf g fliggvénnyel.
A 0-ban f'(0) = g(0); azt kell igazolni, hogy |g| < 1.

Legyen z1, 23, . . . € D olyan pontok, hogy |g(z,)| — sup |g|. Ha g nem konstans, akkor a maximum-
elv miatt |z,| — 1. Ha g konstans, akkor mi valasztjuk a pontokat igy.

L2 |f(zn)l = [g(zn)] - [2n] — supg| - 1 = sup]g]

Tehat az egész korlapon |g| < 1.

Ha (a)-ban vagy (b)-ben, barmelyik belsé pontban egyenléség van, akkor ott |g| = 1. Az
maximum-elv szerint ez csak 1gy lehet, ha g konstans, g(z) = ¢; ez a konstans persze egységnyi,
és akkor f(z) = cz egy forgatés.



11. Egészfiiggvények

Egyutthatébecslés. Liouville-tétel. Nem konstans egészfiiggvény értékkészlete stirti. Kis Picard-tétel
(csak kimondani). A polinomok jellemzése nagysagrendekkel. Bizonyitds az algebra alaptételére.

Lemma (egyiitthatébecslés)

Legyen f(z) = D", an2" egészfiiggvény, és legyen barmely r > O-ra

Ekkor barmely n indexre és r > 0 esetén

la,| <

Bizonyitas. Egyiitthatoformula, majd trivialis becslés:

1 f(z) 1 f(2)
% jz|=r Zn+1d2

2mg  zntl

C2mr <

< max

x
|z|=r

|an| =

Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfiiggvény korlatos, akkor konstans.

0

Bizonyitas. Legyen a 0 kérili hatvanysor f(z) = >, ", a,2", a korlat | f(2)| < M. Az egyiitthato-
becslés szerint r > 0-ra és n > 1-re

Az r — oo hataratmenetbdl azt kapjuk, hogy barmely n = 1-re |a,| = 0, tehat f konstans.

Kovetkezmény

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor az értékkészlete stirii C-ben.

Bizonyitas. Indirekt. Tegyiik fel, hogy az értékkészlet nem sirdi, vagyis van egy B(c,r) kor,
amelyben a fiiggvény nem vesz fel értéket: ! f(z) — c’ > r minden z-re.

R(f) - >

1
Legyen g(z) = W; ez egy egészfliggvény és
1 1
— 7< —_
‘g(z)] |f(z) — c| r

1
A Liouville-tétel miatt g(z) konstans, de akkor f(z) = — + ¢ is konstans.

9(2)
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Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

A tételt a Picard-tételek c. fejezetben bizonyitjuk.

o Az lehetséges, hogy egy egészfiiggvény nem vesz fel minden komplex szamot; példaul az
e* értékkészlete C\{0}.

o A sinz fiiggvény minden értéket felvesz, az értékkészlete a teljes C.

A Liouville-tétel tovabb erdsitheto:

f(2)

Ha f(2) egészfiiggvény és lim —— = 0, akkor f(2) konstans.
z— 2

Tétel (a polinomok jellemzése a nagysagrendjiikkel)

Ha f(2) egészfliggvény, és lim, % = 0, akkor f(z) egy legfeljebb n-edfokt polinom.

apz®. Az egyiitthatébecslés szerint r > 1-ra

D18

Bizonyitas. Legyen a 0 korili hatvanysor f(z) =

k=0
és k>=n+ 1-re
M(r) _ M(r)

Tk = 7’”+1

lag| < — 0 har— .

Tehét, |ax| = 0 minden k = n + 1,n + 2,.. .-re, vagyis f(2) legfeljebb n-edfoki polinom.

Tétel (az algebra alaptétele)

Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyoke.

Bizonyitas. Atfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gyoke, akkor konstans.
Tegytik fel, hogy p(z) = a,z" + ... + ag polinom, a,, # 0 és nincs gyoke.

1
Vizsgaljuk az f(z) = o) egészfliggvényt.
p(z

Az f folytonos, és véges hatarértéke van oo-ben:

1
2—00 p(Z) Z—>wzn‘<an+%+'“+@ 0 han>0

Zn

1 L han=0
hmf(z):zli_%iz lim ){an an

ezért f korlatos. A Liouville-tétel miatt f konstans, tehat p is konstans, kész.

Ugyanez a bizonyitéas, Liouville-tétel helyett maximum-elvvel:
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Ha p(z) nem konstans, vagyis n > 0, akkor lim p(z) = 0. A |p(z)|-nek van abszolit minimuma.
Ez egyben lokélis minimum is, vagyis ott a fiiggvényérték 0.
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Riéi élmény: Konstans Benzsi Intézet

Konstansokrdl és nemkonstansokrol nem csak tételek szolnak...

350 Av. Pasteur

(Bentlakésos iskola latassérilteknek)
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12. Laurent-sorok

Laurent-sorok konvergencidja. Kapcsolat a Fourier-sorokkal. Egytitthatéformula. Egyértelmiiség. Laurent-
sorba fejtés. Rac.tort fliggvények Laurent-sorba fejtése. A ctg z fliggvény 0 korili Laurent-soranak els6é
hirom tagja.

Az f(z)-nek a ¢ pontban izoldlt szingularitdsa van, ha f holomorf a ¢ egy B(c,r) pontozott
kornyezetében, de nem értelmes c-ben.

Az ilyen pontok koriil is szeretnénk fiiggvényt a vizsgalni, erre a hatvanysor nem elég.

Példak

1 1 1
R R R Y
© z 222 623
COS 2 1 1 1 z

= -t =+ —...
2° z5 223 242 720

-

A példak alapjan érdemes lehet a hatvanysorokat negativ kitevéji tagokkal kiegésziteni. Most
az ilyenfajta sorokat vizsgaljuk meg kozelebbrol.

Definicié (Laurent-sor)

e c koriili Laurent-polinom:

N
Z an(z— )" =a_py(z— )™ +a_py(z— )M + .. tan(z— )Y
n=—M

o ¢ koriili Laurent-sor:

0
Z an(z — )" =
n=—0o0
=...+ (za_—zC>2 + Za:lc+ao+a1(z—c)+a2(z—c)2+... —
00 @ 0
-n
= Z + Z an(z —c)"
n=1 (Z B c)n n=0 !
. ~- J/ A ~- J
szinguldris rész holomorf rész

— A Laurent-sor konvergens, ha a holomorf és a szingularis rész is konvergens (hason-
s Q0 . . . ’
16an az {~ ,, alakt improprius integrdlokhoz).

— Haa_; =a_=...=0, akkor a sort hatvanysornak tekintjiik; a c-beli érték az ag.
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Fourier-sor vs. Laurent-sor

A Fourier-sorok klasszikus alakja
(0’6}
f(t) =ao + Z (an cos(nt) + by, sin(nt));
n=1

az Euler-féle azonosagokkal atirhatjuk ebbe az alakba:

0]
Z Cnen-zt’

n=—a

ahol ag = cg, és n > 0 esetén a,, = ¢, + c_, és b, = (¢, — c_y)1.
A z = " helyettesitéssel

n=—0o0

vagyis a Fourier-sor olyan Laurent-sor, amit nem a 0 kézéppont kozelében, hanem az egység-
korvonalon vizsgalunk.

A Laurent-sor konvergenciatartomanya

o

Ry

Ms

F S ate-or
Z—C

3
Il
—

o0
o A sor holomorf része, > a,(z — ¢)" egy hatvanysor, ez valamilyen, ¢ kézéppontii, 0 < Ry < o0

n=0
sugara kor belsejében lokalisan egyenletesen abszolit konvergens, a kor kiilsejében divergens.
(A hatérral most sem foglalkozunk.)

e
o A sor szinguléris része, >, (za—_S” egy hatvanysor, amelybe %—t helyettesitettiink; ez meg
n=1

valamilyen, ¢ kézéppontt, 0 < R; < oo sugaru kor kilsejében lokédlisan egyenletesen abszolit
konvergens, beliil divergens.

o Lehetséges Ry > R, is, de a szamunkra érdekes eset, ha Ry < Rs; ilyenkor a konvergenciahal-
maz egy korgyiri.

— Ha a bels¢ sugar 0, akkor csak a ¢ pont hianyzik.

— Ha a kiilso sugar oo, akkor nincs is kiilsé kor.
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o Az egyenletes konvergencia miatt a sor mindkét fele egy-egy holomorf fiiggvényhez konver-
gal, avagy, az elsé fele egy hatvanysor, a masik fele pedig egy hatvanysor és az i fliggvény
kompozicidja, tehat a mésodik fele is holomorf. Tehat, a Laurent-sor dsszegfiiggvénye holomorf.

Példak
Laurent-sor Ry R, konvergenciatartomany
L g =2 "
2 Tt Z o 0 oo 0<|z| <o
n=1 n=0
= 1 S (z—1)" 1 1
;::1 2n(z —1) 7;) 3 2 2
o0 on ©
~—+ > (z—-1)" 2 1 0]
PNEEAPY

Tétel (egyiitthatéformula)

Tegyiik fel, hogy az Ry < |z — ¢| < Ry korgyfiriin

f2)= D) anlz—)™

n=—oo
Ekkor barmely Ry <1 < Ry és k € Z esetén
1 f(2) ‘
= — — = dz.
* 2me |z—c|=r (Z - C)k+l : &

Kovetkezmény

A Laurent-sor egyértelmii.

Bizonyitas.
o0
Z an(w —c)"
L f(w) dw= i n=-©0 dw
2mi lw—c|=r (’LU - C)k+1 2mi |lw—c|=r (’U) - C)k+1
_ 1 < i an(w — c)”k1> dw
270 Jjw—cl=r \ nS=00
- 1
= Z (an 5 (w — c)"_k_ldw)
n=—o T Jjw—cl=r
_ i a ‘{1 han—k—lz—l}:a
4 0 han—k—1#-1f °F
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Tétel (Laurent-sorba fejtés)

) @
Y

Ha f holomorf a Ry < |z — ¢| < Ry korgyliriin, akkor a ¢ koriil a fiiggvény Laurent-sorba
fejtheto ezen a halmazon:

Q0
f(z) = Z an(z — )", ha Ry < |z —¢| < Rs,

és az egyiitthatok:

- 2mi — ¢)n+!

Ap = i f (f&dw barmely Ry < r < Ra-re.
|w—c|=r w

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszoleges z pontot a gytriibol. A z kortl egy kicsi 6 > 0 sugarta kérén
irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen ry és o két sugar, Ry <71 < |z —c|—0és|z—c|+J <71y < Rs.
A kis kort atnyomorgatjuk az r sugard, negativ iranyitasu v, kor és az ry sugari, pozitiv iranyitasa

« sz

f(z) = L J(w) dw = L (w) dw + L f(w) dw.
270 Jjp—z|=s W — 2 2mi ), w—z 2mi ), w—z

Masképpen: Felirjuk az altalanos Cauchy-formulat a két 4j korbdl allé rendszerre: Barmilyen, a
korgytirt kiilsejében felvé pontra, a két kor indexének 6sszege 0, tehéat

1 1
(S, L[ W)
271 W=z 271 pp W — 2

dw = (n(z,m) + nlz,72)) - ()= 1- £(2).
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< 1. A maésodik vonalintegral:

A nagyobbik kérén |Z=¢| = |Z C‘
f ) gy = L fw)
N Z 2mi lw—c|=r2 (UJ - C) - (Z - C)
f(w) 1
Z—c dw =

- 211 J|‘wc|—r2 (U) - C) 1—
w—cC

1 ) (i (Z:)n)dwz

a 2mi |lw—c|=r2 (U) - C)

f(w) dw) (z—0o)" = Z an - (z—c)".

§QLMMﬂM

Ez lesz a Laurent-sor holomorf része.
< 1. Az els6 vonalintegral:

A kisebbik koron |2=¢| = i
1
L[S L[ Sy, Lt
2mi ), w—z 2710 )| =r, W — 2 2710 J )=y 2 — W
1 1 1
W g, L[ S 1,
2mi |w—c|=r1 (Z o C) 1—
z—c

z—c)—(w—c)

S (S

—OO L w)(w —c)fdw | - (z — )1 =
‘Zo(mfmcmf( X >d) (-0

f(w) dw) (z—0o)"= 2 an - (z—c)".

SR w
21 |lw—c|=r1 (’UJ - C)nJrl ne—oo

n=—0oo

Ez pedig a Laurent-sor szingularis része, kész.
Megjegyzés
Azonos kézéppont, de kiilonbo6zo korgytirtikon lehet kiillonb6zo a Laurent-sor.

2mi |lw—c|=r1 (

Ha |z| < 1, akkor
1 2, .3
=1l4+z+24+2"+...;
1-=2
Ha viszont |z| > 1, akkor
1 -1 11 1 1
l—% 2 1—§_ g & Z
1 ., :
Az f(z) = — + fiiggvény Laurent-sorai
=2z J==z
|z| <1 1<|z| <2 2 < |7
0 0 0 0 =
. " —1 T
Z_;}( 2n+1) Z_;) on+1 u lem Zl m
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Program: Racionilis tort fiiggvények Laurent-sorba fejtése

224241

Példa: Fejtsikk Laurent-sorba az f(z) = — e
23+ 2z

gyurin.

fiiggvényt az 1 kortl, az 1 < |z — 1] < 2

1. Maradékosan osztunk, a maradékot parcialis tortekre bontjuk:

1 1
z+1

f(z) =

2. A magasabb foku tortek derivaltak:

()=
n=z=14+1— ] + .
z z+ 1

3. "Becsempéssziik' a kozéppontot, vagyis atirjuk (z — 1)-gyel:

:(2_1)+<1—|—(z—1))/+(z—1)~|—2

4. Minden nevezébol kiemeljiik a nagyobb abszolutértékii tagot. Az elso tort nevezdjében
|z — 1] > 1, a masodikban |z — 1| < 2:

1 1 | 1
=(z—1 . Z.
(2 )+<z—1 1+—1>+2 =

5. Atirjuk mértani sor Gsszegévé:

k=0 n=0
6. Rendezziik, csoportositjuk
0 k+1k 1 1 0 (_1)n "
Z Z_1k+2 §+§(Z_1)+Z on+1 (z = 1)
k=0 n=0
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A 0 koril, a 0 < |z| < 7 korben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor

s 1-2 1+ 2+ 0|2
z = — =
22 (1-2 4 55+ 0(1217)
1 22 2 1
_! <1—5+ﬂ+0(|z|6)) -
: 1- (£ - & +0(4%)
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13. Izolalt szingularitasok

Izolalt szingularitdsok osztalyozasa. A megsziintetheté szinularitdsok, pélusok és lényeges szingularitasok
jellemzése. Az e'/* viselkedése a 0 kozelében. Casorati-Weierstrass tétel. Nagy Picard tétel (csak
kimondani). Viselkedés a co-ben.

Definici6

Az f(z)-nek a ¢ pontban izoldlt szingularitdsa van, ha f holomorf a ¢ egy B(c,r) pontozott
koérnyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen beliil:

o Az f(z)-nek a ¢ pontban megszintethetd szingularitdsa van, ha van olyan, ¢-ben holomorf
g(z) fuggvény, amelyre (c kivételével) f(z) = g(z).
Ha f(z)-nek megsziintethetd szingularitisa van, akkor azt is szokds mondani, hogy f(2)
holomorf c-ben.

9(2)
(z—c)m

o Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendi pélusa van, ha f(z) = , ahol m pozitiv

egész, g(z) holomorf c-ben és g(c) # 0.

o Az f(2)-nek a ¢ pontban lényeges szingularitdsa van, ha ¢ nem megsziintethet6 szingula-
ritas, és nem is polus.

-

Példak

sin z

e A fiiggvénynek megsziintethet6 szingularitdsa van a 0-ban.

z

o A ctgz fiiggvénynek elsérendii polusa van a m tobbszoroseiben.

e Az e'?" fiiggvénynek lényeges szingularitdsa van a 0-ban.

Megsziintetheto szingularitasok

Tétel (megsziintethetd szingularitasok jellemzése)

Tegyiik fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban, és a ¢ egy pontozott kérnye-
zetében a Laurent-sorba fejtése




Bizonyitas. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
(a)=(c)=>(d)=>(e) trividlis.
(e)=(b): Legyen k tetszéleges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy a_; = 0.

Vesziink egy elég kicsi r sugarat, felirjuk az egytithatéformulat, majd trividlis becslés:

1
la_i| = f f(2)-(z — )" de| < (2L max |f(z)] -rkfl) 27 =
2mi |z—c|=r T |z—c|=r
= (max [(z =) - S(2)]) -4
Most r — 0. A feltétel szerint lim,_,o; max|._c—, |(z — ¢) - f(2)] = 0. A maésodik tényezd, rk=1

konstans, ha k = 1, és 0-hoz tart, ha k > 2.
A hatarérték mindenképpen 0, tehat a_, = 0.

Podlusok

Tétel (pdSlusok jellemzése)

Tegyiik fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kérnyeze-
tében a Laurent-sorba fejtése f(z) = i a,(z — )", és m pozitiv egész.
Ezek ekvivalensek: T
(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendii p6lusa van.
(b) a_p #0,é8 a1 =0 2=0_p3=...=0.
(¢) Az 1/f(z) fiiggvénynek a ¢ pontban m-szeres gyoke van.
(d) lim ((z =)™ f(z)) létezik, véges és nem 0.
Bizonyitas. (a)=(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla ¢(z) figgvénnyel f(z) = Z’i(zc))m Vegyiik

g(z) hatvanysorat ¢ koriil, és osszuk el (z — ¢)™-mel, megkapjuk f(z) Laurent-sorat. Trivi, hogy
A 1 =0 pmo=...=06és a_, =g(c) #0.

(b)=(a): legyen g(z) = X" an-_m(z — )", akkor f(z) = <Zg_(zc))m és g(c) = a_, # 0.
9(2)

, 1
(a)<=(c): Ha f(2) = G—om és g(c) # 0, akkor e
B (zg_(zc))m és g(c) # 0, tehdt lim (= — )" f(2)) = limg(2) = g(c) # 0.

(d)=(a): A g(z) = (2 — )" f(z) fuggvénynek véges, nemnulla hatérértéke van, tehat g(z)-nek
megsziintethetd szingularitdsa van c-ben, g(c) értéke nem 0.

1
= (z — o)™ — és forditva.
9(z)

Kovetkezmény

f(2)-nek akkor és csak akkor van pélusa c-ben, ha lim f (z) = oo.

Bizonyitas. Az f-nek ott van pélusa, ahol 1/f-nek gyoke.
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Lényeges szingularitasok

Tétel (1ényeges szingularitisok jellemzése)
Tegytik fel, hogy f(z)-nek izoldlt szingularitdsa van a ¢ pontban, a ¢ egy pontozott kornyeze-
e}

tében a Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z —c)".
n=—0o0
Ezek ekvivalensek:
(a) Az f(2)-nek a ¢ pontban lényeges szingularitasa van.

(b) Az a_y,a_s,... egylitthatok kozott végtelen sok nemnulla van.

(c¢) A lim f(z) hatarérték nem létezik (véges és végtelen sem).

zZ—C

Példa (az e'/* szingularitdsa a O-ban)

—(2k + 2)mi

Mindegyik holdacska képe a teljes komplex sik, kivéve a 0 pontot.

Példa (az exp(1/iz + mi/3) hatasa a 0 kozelében)
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Tétel (Casorati—Weierstrass tétel)

Ha f(2)-nek lényeges szingularitdsa van a ¢ pontban, akkor

e barmely o € C u {oo}-hez van olyan (z1, 23, ...) sorozat, amelyre z, # ¢, z, — ¢ és

f(zn) — a.

« Bérmely r > O-ra, a B(c,r) pontozott kérnyezet f szerinti képe, f ((B (¢, 7)) stirti C-ben.

Bizonyitas. A két allitas ekvivalens; a masodikat bizonyitjuk.
' Tegyiik fel, hogy f((B(c,r)) nem sfirfi: valamilyen B(d, ) korben nincs pontja.

F(Ble,r)

1 : _
Lesyen g(z) = m; ezzel g((B(c,r)) < B(0, é)
A B(e,r) pontozott kérnyezetben g(z) korlatos, tehat c-ben megsziintetheté szingularitasa van.
Ha g(c) # 0, akkor f(z) = —— + d holomorf c¢-ben, de ez ellentmodés, mert feltettik, hogy

9(2)

lényeges szingularitdsa van.
1
Ha pedig g(c) = 0, akkor lim f(c) = lim <— + d) = 0, tehdt f-nek pélusa van c-ben; ez is

z—c g(z)
ellentmondés. 4

Tétel (nagy Picard-tétel)

Ha f(z)-nek lényeges szingularitdsa van a ¢ pontban, akkor a ¢ barmely pontozott kornyezeté-
ben, legfeljebb 1 kivétellel, minden komplex értéket végtelen sokszor felvesz.

1 sin 1 a 0 kozelében
4 z

A tételt a Picard-tételek c. fejezetben bizonyitjuk.
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Definicié (viselkedés co-ben)

Az f(z) oo-beli viselkedésén az f(1/z) 0-beli viselkedését értjiik:
o f(2) a cwo-ben holomorf, ha f(1/z) a 0-ban holomorf.
o f(2)-nek a co-ben m-szeres gyike van, ha f(1/z)-nek a 0-ban m-szeres gyoke van.

(2)
(2)-

o f(2)-nek a co-ben m-edrendi pélusa van, ha f(1/z)-nek a 0-ban m-edrendi pdlusa van.
(2)-

f(2)-nek a co-ben lényeges szingularitisa van, ha f(1/z)-nek a 0 lényeges szingularitésa.

Az m-edfoku polinomoknak a co-ben m-edrendii polusuk van.

Az e* fiiggvénynek a oco-ben lényeges szingularitasa van.
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14. A reziduumtétel

Reziduum véges szingularitas koriil. Reziduumtétel. Mddszerek a reziduum kiszdmitasara. Reziduum
co-ben.

Definicié (fiiggvény reziduuma véges pontban)

Legyen f(z) holomorf a ¢ komplex szdm egy pontozott kornyezetében, és itt a Laurent-sora

f(z) = Z an(z — o).

n=—0w

Az a_; egytitthatot az f(z) fiiggvény ¢ pontbeli reziduumdnak nevezziik; jele

Res f(z) vagy Resf.

Lemma (ekvivalens definicid)

Ha f(z) holomorf a 0 < |z — ¢| < 1 korben, akkor barmely 0 < r < r, esetén

L f(z)dz = Res f.

27y |z—c|=r

.

Bizonyitas. Ez éppen az egyiitthato-formula az a_q-re.

Tétel (Rezidumtétel, nullhomotép valtozat)

Legyen D < C tartoméany, f(z) holomorf D-n, izolalt szingularitasok kivételével, tovabba ~y

egy D-ben nullhomotdp, szakaszonként C1, zart gorbe, amely nem megy at f szingularitasain.

Ekkor
1

271

J f(z)dz = Z n(y,c) - Res f.

ceD

@@ 2 o

Szemléletesen, a vy gorbét részekre vagdoshatjuk tgy, hogy minden darabja egy szingularitast
kertiljon meg egyszer, pozitiv vagy negativ iranyban, majd ezeket a darabokat egy-egy kis korre
mozgatjuk, végiill megszamoljuk a koroket a szingularitasok koriil.

-

Persze a dolgok nem mindig olyan egyszertliek, ahogy elképzeljiik...



BaranyhimlS. Szerencsére ezek csak megsziintetheté szingularitdsok

A reziduumtétel bizonyitasa. Az f(z)-nek végtelen sok szingularitdsa is lehet (a tartomany
hatéréan torlédhatnak); elészor ezzel kezdiink valamit.

A D-t egy sziitkebb Dq tartomanyra cseréljiikk, amelyben mar csak véges sok szingularitas van.

A ~ nullhomotép, tehdt van egy folytonos T'(t,u) : [0,1]*> — D leképezés gy, hogy minden
u € [0, 1] paraméter értékre t — I'(¢,u) egy zart gorbe, v(t) = I'(¢,0) és t — I'(¢, 1) konstans. Legyen
K a T képe, ami 6sszefiiggd és kompakt.

A K minden ¢ pontja kériil vegyiink egy B(c,r.) nyilt kérlemezt gy, hogy a B(c, r.) pontozott
kérnyezeten az f(z) holomorf legyen. Ezek a nyilt korok lefedik K-t, tehat koziilik véges sok,
By, By, ..., By is lefedi.

Legyen Dy = By U --- U By; ez egy Osszefiiggd, nyilt halmaz, amely tartalmazza K-t; tehat a
gorbe Dy-ben is nullhomotop.

Mivel mindegyik Bj;-ben legfeljebb egy szingularitdsa lehet f(z)-nek, a Dy tartomdnyban mar
csak véges sok szingularitds van.

Legyenek a Dy-beli szingularitasok cy, ..., ¢p.

Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kornyezetében Laurent-sorba fejthetjiik:

2y LGy
A maésodik sor a C\{c;} halmazon lokélisan egyenletesen konvergens, dsszege holomorf.

Az a;_, egyiitthatd a cj-beli reziduum: a;_; = B_ecs_f(z).
-

Az f(z) szingularitdsait tigy sziintetjiik meg, hogy f(z)-bél kivonjuk a Laurent-sorok szingularis
(negativ kitevis) részét: legyen

n=1

A szingularitasokon kiviil ez mind holomorf.

Bérmely 1 < j < m-re a ¢; pontban az f(z) — Z —; fliggvénynek megsziintethet6 szingulari-

tasa van, a tobbi kivont sor pedig holomorf ¢;-ben. Tehat g( )-nek mindegyik ¢;-ben megszintethetd
szingularitdsa van; g(z) az egész Dy tartoméanyon holomorf.

84



o0
>
= (2 —¢)"’

n=1

F(2) = g(e) + i

a Do\{c1, ..., ¢y} tartomanyon lokédlisan egyenletesen konvergens.

Most mér végre integralhatunk:

g [ 100 = g [0+ 33 (oo i [ )

A g(2) az egész DO on holomorf és v nullhomotoép, ezért S g(z)dz = 0.

n = 2 esetén az (70 fiuggvényeknek van primitiv fliggvénye, ezért ezeknek az integrélja is 0.
Tehat,

z

a2 J, 7000 = X (00057 [ 555 = 2 (e o),

7=1

Ha ¢ € Dy nem szingularitas, akkor ott f holomorf, igy Res f = 0.
Ha c ¢ Dy, akkor i holomorf Dy-on és v nullhomotép, ezért n(y,c) = 5= { 4= =0,

2w Jy z—c

Ezek utan

Qme Z (7:¢5) ‘Res f = >inly n(y,c) Res f.

ceD

Tétel (rezidumtétel, nullhomolég valtozat)

Legyen D < C tartomany, f(z) holomorf D-n, izoldlt szingularitasok kivételével, tovabba

Y1, - - -, Yk szakaszonként C1, zart gorbék D-ben, amelyek nem mennek at f(z) szingularitdsain,
és barmely ¢ ¢ D pontra Z n(y;,c) = 0. Ekkor Z J f(z)dz = Z (Z n(v;,c ) ‘Res f.
j=1 ceD =1 ¢

Bizonyitas (vazlat). Legyen Dy < D az a tartomény, ahol f holomorf. Az eddigi gérbékhez
tovabbiakat vesziink hozza: mindegyik ¢ szingularitas korul rajzolunk — Z?zl n(7;, c) darab kis kort.
Az igy kapott gorbe lanc indexe minden D;-en kiviili pontra nézve 0, tehat az altalanos Cauchy-tétel
szerint ezeken a gorbéken a vonalintegralok osszege 0. Ezért,

szff dz—ceD(Z (4, ¢ )-Rgsfzo.

A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

o Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..
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o Cauchy-formuldkkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

Res = f(o); Res /) = 0%,

=¢c z—¢ z=c (z — ¢)k+1 k!

Példak

1 1 1 1
o« 22 P =224 2+ 51 éz_l + ﬁz_Q + ..., tehat Res (22-61/‘2) =5
1 1 1 22 1 1/6 1 1
. = = —(1+5+... ) ==+ +... tehdt R =,
2%sin z 23(1—%—1—...) 23( 6 ) 2z eHat 2% 2Z2sinz 6
e Res o8z = cos 0.
z=0 z
e Res sz _ <COSZ)”|Z=0 _ _1,
z=0 23 2! 2

A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

0

e Ha f(2) = Z a,(z — ¢)", akkor

n=—1
Res f(2) = s = Im /() (2~ o)
« Ha a ¢ pontban f(z) holomorf és g(z)-nek elsérendii p6lusa van, akkor

Res (f(2) - g(2)) =lim f(2) - g(2) - (z — ¢) = f(c) Resg(2).

zZ—C

« Ha a ¢ pontban f(z)-nek egyszeres gyoke van, akkor

. zZ—cC 1
Res —— = lim
zZ=C Z—C

) GRNAC)
» Ha a ¢ pontban f(z) és g(z) holomorf, g(c) # 0, és h(z)-nek egyszeres gyoke van, akkor

Res 1) _ o) - Res 1 fle 1 f(c)

= g(z) - hz)  glo) =< h(z) glc) W) glc)-W(e)

Példak

1 1 1
Res — = — = —.
s=msinz  (sinz)| _ -1
1 1 1
Res = = —
z=1 22 + 1 (ZQ + 1)/ 21
1 1 1
Res = = —.
z=1 2:4 = ]l (24 _ 1)/ —42
2z 2z
Res ? = .e = =,
2=0 (23 +2sinz)-cosz (22 +2sinz)' -cosz|,_, 2
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Definicié (Definicié (reziduum a végtelenben)

Ha f(2)-nek izolalt szingularitdsa van a oo-ben, vagyis egy nagy koron kiviil holomorf, és itt a

0
Laurent-sorba fejtése f(z) = Z a,z", akkor B:eog f(z) = —a_1.

n=—0o0

Lemma (ekvivalens definiciék)

o Ha f(z) holomorf az R sugart korén és azon .
1
kivil, akk = — dz.
fviil, akkor Res f(2) G |z|=Rf(z) 2

.

Bizonyitas. (a) Egyiitthato-formula a_;-re.
1

w

Res f(2)= _271ri | |:Rf<z)dz: 217” fwl=2% f(i}) _lf;U: 5 <_ “; | f(;>>

Tétel (A reziduumok Gsszege)

(b) Helyettesitéses integralas: z = = (Megforditja a kor irdnyitasat!), dz

Ha f(z) véges sok izolalt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf, akkor a reziduuma-
inak Osszege, beleértve a oo-beli reziduumot is, nulla:

ZRgsf=O.

ceC

.

Bizonyitas. Ha a véges szingularitasok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor

ZRCesfz ( Z Rcesf)+Rogsf
ceC e[<R

! f(z)dz—i f(z)dz= 0.

210 ) 1z)=r 211 J.=r

0.0
9



A reziduumtétel alkalmazasai

O cosz W sinx 0 dz s ¢® (loga)? 1. . .. . P b
So S5%da, §) 2da, {7 285 és {7 28 kiszdmitdsa a reziduumtétel segitségével.

A 7 ctg(rz) fiiggvény alapvetd tulajdonsé,gai Végtelen sorok Gsszegzése a ctg(nz), a és a

s us
sin(mz) cos(mz)

fliggvények reziduumaival. Zk 1 k2 és 1 — 3—3 + g5 — 75 + — ... kiszamitésa.

Improprius integralok kiszamitasa

f OB 4z = f T2 g =7 J S f o8 )" 4,
0o ¥ +1 0 o V241 o (x+1)?

Példa (félkoron integralunk)

Megoldas:
o0 R R e¥+4e " R %
J C2OS:C de = li J cos T dz = lim 2 _dx == lim © dz
0 ¢t +1 RHOOOI'Z—G— R—w J, 2 +1 2 R—ow Rx2—|-1
R
[ P U ot
RT +1 @22—!—1 /‘\z2+1
e’ 1
:QWZ-PZ{S§22+ +O(R2-R)
1z 1 ‘.i
=27 - + 0| = o
(22 + 1), <R) "R 0 R
et 1 T 1
=2m-—4+0(=|=—+4+0(—=|.
LY (R) e (R)
0 1 R i 1
A R — oo hataratmenetbol f cos T 3 € 3 T_m
e

Megoldas:
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JR sinxdx: 1JR sinxdx: 1J sin z L
0 2 2

B S
z M:i
R X z
_ 1J T L & s — 1 L TR0 g
2),1 =z i), | = i | =2 i
—Mi
A fels6 félsikban e, az alsé félsikban e~* korlétos.
.= f J dz — ° A
l:i] W z 4 L] =z
1 1 —iz
= — - Res — dz S P
2 =0 z  4i ﬁ‘T z 4i L] =z
T 1 eiz 1 e
=—— — - — dz.
2 4 J oz i) | =
L e ; , , et 1
A négy fuggdleges szakaszon |et*?| < 1 és |z| = R, tehét dz| < i M.
z
eiiz G_M
A két vizszintes szakaszon |e¥?| < e™™ és |z| = M, tehat J dz| < 7 4R.
z
Példaul az M = +/R valasztdssal

R .
Jsmxdx - +0(1
0 e

Mindkét hibatag 0-hoz tart, tehat

bo |

“sinz , Binax T
dx = lim =
0

Megoldas:

1
2mi - Res f J f J f
z=emi/a 2@ 4 1 A 2%+ 1 kék bordd z0ld lila
1 1 m/a
Res = =
Zzeﬂ'i/a Za + 1 (Za + 1) z:eﬂi/a a - (eﬂ—l/a)a

[ T T ==l B
kék e+ 1" ) bordé

1
-R)=0 O
- o R) = O(y), j )
il L I
2mi - = (1 — &*™/e @) 0,
mi- e (1) | S0 +OM)
* dx . Eodx , —erila T 2i
= lim =27 —————————=
o T+ 1 ro0R-w ) a0 41

7/a
sin(w/a)’

a-(1— 627m'/a) -

a ' emi/a _ e*ﬂ*i/a:

a — 1-re, a = 2-re és a — oo-re kénnyen ellendrizhetjiik
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Példa ("kulcslyukgorbén" integralunk)

0 2
[ losar,

o (x+1)

Megoldas:

Legyen f(z) raciondlis tortfiiggvény, amelynek nincs pdlusa a nemnegativ valés szamokon, d = deg f <
—2, és p(x) n-edfok polinom. Integraljuk az f(z) - p(log z) fliggvényt ezen a kuleslyuk goérbén. (r pici,
R nagy, és 0 < argz < 2m.)

Jkek J flejpllogz) dx, Léld J flejpllog +

271) ~

= O(R%logR)" - R), f —0o((og 1y 1),
Jbordé ( (log &) ) lila (( o8 7") T)
Reziduumtétel: \_y_‘_ ]

Res logz =55 f(z) - p(log 2)d
> Res(i Al 1o

r<|c|<R

p(log z) — p(log z + 2mi) dil n 1.,
f f(z o= dx+O(R (log R) )—I—O((log;) -7‘).

* 1 —p(l 2
r — 0, R — oo hatdrdtmenet: J f(z)p( og ) g( 08T + 2mi) 2 Res ( p(log ac))
0 T ceC ==

Egy kis szamolassal, a

polinomra,

© (] 2 oo p(log I)*p(lgg z+271i) 1
J (log 2) dz= f 2me dz= Res p(log 2)
o (x+1)2 0 (x +1)2 z=—1(z + 1)?

1 2
= p'(log(—1)) - - —p'(mi)= 3

z=—1 —

- i (ot

Végtelen sorok Osszegének kiszamitasa

1 1 1 1 0
1+27+§+E+?+...=.

L + L + L + L +
14+1 2441 3H#+1 4441

1 1 1 1 0
1—§+§ %4‘?—4-...:.
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Lemma

(a) A metg(mz) fiiggvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.
(b) A 7mctg(mz) fuggvénynek az egész helyeken elsérendii pélusa van, és a reziduuma 1.
(c) Ha f(2) holomorf a z = k pontban, akkor R_eks (f(z) : ﬂctg(wz)) = f(k).

(d) Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/4 sugari kornyezeteit, a megmaradt halmazon
a mctg(mz) fiiggvény korlatos.

Bizonyitas. (a) mctg(mz) = M pélusai ott vannak, .
sin(mz) A
ahol sin(7z) = 0, vagyis az egész helyeken.
(b) Res 7r(.:os(7rz) _ 7r'cos(7rz) _1
2=k sin(mz) (sin(7z2))"|,_,
(¢) Az mctg(mz)-nek a k helyen elsérendii p6lusa van, tehat

Res ( £(2) -mg(m>) — f(k) - Res (w ctg(m)) = f(k).
(d) Imz — 400 esetén 7ctg(mz) — Fi, ezért pl. a [Rez| < 3,
|z| > 1/4 periéduson a fiiggvény korlatos.

|
Wl
=)
N

\

~. €

Lemma

(a) Ha f(z) raciondlis tortfiiggvény, deg f < —2, akkor Res (f(z) : ﬂctg(ﬁz)) = 0.

ceC
o0
(b) Az Gsszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f (k) osszeggel; a kivételek az f(z) pélusai.
k=00

Bizonyitas.
(b) A szingularitasok a ctg(m) szingularitdsai (te-
hét az egészek), tovdabba f(z) pélusai. Ha egy

k egész helyen f holomorf, akkor ott R_eks ( f(z) -

rets(ns)) = )

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| =
N + % koron. Az N legyen olyan nagy, hogy f(z)
minden pdlusa a N /2 sugari koron belil legyen.

A kdrvonalon |f(z)| = O(N¥e/) < O(N~2), mctg(nz) korlatos, igy

S Res <f(z) -7rctg(7rz)> _ 21 F(2) - 7 ctg(mz)dz= o(;2 . N>= O(zir)'

Tt Jlz|=N+1

Az N — o hatdrdtmenetbdl » Res <f(z) : 7rctg(7rz)) = 0.
ceC

11 1 1 )
ltgtmtaptat =
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0
t
Megoldas. Polusok az egész helyeken vannak, ezért Z es &gﬂz) =0.
z= z
k=—00

1 1
Ha k # 0, akkor ReE. (2 : WCtg(?TZ)) = —.
=k \ 2

k2
. 41 I
A ctg z Laurent-sora a 0 kozelében ctgz = 27 — §Z - @Z =
P t 2 4 t 2
Atirva mz-vel: TeeTs) 52(712) =3 = %2_1 — %z — ..., tehat l:zifos TeTs) 52(712) = —%.
oo o0 2
metg(mz) 1 7
0= =2 ———
k—z—: z=k 22 kz—jl k2 3
G
— k2 6

Milyen fiiggvényeket lehetne még hasznélni 7 ctg(nz) helyett?

T
o — () A szingularitasok az egész szamok. Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/4 sugart

sin(mz

kornyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fliiggvény is korlatos.

Res — = (—1)k; valtakoz6 el8jelii sorok dsszegét kaphatjuk meg.

2=k sin(mz)

T ™

. ugyanaz, csak %—del elcsusztatva. Res = (—1)k*L,

cos(mz) 2=k+1 cos(mz)

Megoldas:

1 T
ZRes <3 : ( )) = 0; a szingularitasok: i%, i%, J_rg, ... ésal.
23 cos(mz

1 m 1 (=1)+*1.8
R i _ (=1 k+1 _ A A
kf§ (z3 cos(wz)) (k+3)3 (=1) (2k +1)3

A 0 kozelében cos(m2) = 1 — T 2% + O(|2[*), tehdt

2

~1
Lo Teogn)

2 cos(mz) 23

2

3
T ™ 2 4 -3 ™ —1
=5 (1+22 +O(2] )) =Tz +?z +O(]2])
1 m 3
es| - —F—— | = —=.
z=0 \ 23 cos(7z2) 2

1 T w3 S (1) 1 & (—1)F w3
~ —. T Y T enat: - > L =T
0= Res <z3 cos(m)) y 8 ;OO 2k +1p Mg k;@ 2k + 13 32




16. Az argumentumelv

Meromorf fliggvények. Logaritmikus derivilt. Argumentumelv szakaszonként C1 gorbékkel hatarolt
tartomanyra. Az argumentumelv kiterjesztései

Definicié (meromorf fiiggvény)

Az f(z) fuggvény meromorfa D tartoméanyon, ha izolalt szingularitasok kivételével holomorf,
és mindegyik szingularitas poélus.

Ebben a részben meromorf fliggvények gyokeit és polusait fogjuk szamolni mindenféle gorbék
belsejében.
A 6 eszkOzink a gyokok szamoldsiahoz:

Definicié (logaritmikus derivalt)

f'(z)
f(z2)

Legyen f(z) meromorf egy D tartomanyon. Az f(z) logaritmikus derivdltja az

figgvény.

A logaritmikus derivélt ott értelmes (és persze holomorf), ahol az f(z) holomorf és nem nulla.
/
A lokélisan 1étez log f(2) fiiggvénnyel & (2)

! !
Az {; ((Z)) helyett szokas igy is {rni: ‘};(z), kihangsilyozva, hogy a logaritmikus derivalt egy
z

operator.

= (log f(z))/, innen jon a név.

Bizonyitas. (a)
(f9) _fa+rtfg _f

fg fg f

g/
g?

vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan

) (1og fo) = (log £ +1ogg + C) = (log £ + (logg) = - + £.
(v
(f/9) _ (f'9a—1f9)g* _fo—fd _f ¢
flg g fg fog
vagy: , ’ ’
I — (tog g = (log £ ~logg + €' = (log ' — (logg) = % = .
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Tétel (A logaritmikus derivalt reziduumai)

Tegyiik fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kornyezetében.

/ /

a a olomort c-bpen es c) # , AKKOr — nolomort c-pben, 12y nes — = U.
Ha f holomorf c-ben és f 0, akk é,hl f c-ben, gy Re ? 0

/ /
(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor T—nek c-ben elsérendli pélusa van, és Rces 7 =
!/
(c) Ha f-nek m-edrendl pélusa van c-ben, akkor “--nek c-ben elsérendli poélusa van, és

m.

/

Rces 7 = —m.
Bizonyitas. (b) f(z) = h(z2)- (2 —¢)™, a h(z) fiiggvény holomorf ¢-ben, és h(c) # 0.
f n ((z - c)m)/ n m
?( ) E(Z) (Z —C)m - ﬁ(z> ;7
R L = R " R =0
es?()— Cesﬁ(z)qLZ:ecsz_c— + m.
(c) f(z)= (Zh_(zg)m, a h(z) figgvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
froy K ((z — c)m)/ N m
?(2) = ﬁ(z) - W = ﬁ(z) T
R L = R " R =0
es7()— Cesﬁ(z)—zfcsz_c— —m.

Tétel ((Cauchy-féle) argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf a D tartoményon, és legyen « pozitiv irdanyitdst, szakaszonként C1
egyszerli zart gorbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik gy, hogy 7 nem megy at f(z)
gyokein és poélusain.

Jeloljiik Z-vel és P-vel f(z) gyokeinek és polusainak szamat -y belsejében multiplicitdssal, vagyis
minden gyokot és poélust annyiszor szamolunk, ahanyszoros gyok, illetve ahanyadrendd polus.

Ekkor ] 7
J—P=—| =
2mi )., f

avagy: A gyokok szdma minusz a polusok szima a vy belsejében éppen annyi, mint ahdnyszor
z-vel a gorbe mentén korbesétdlva, f(z) értéke korbefordul.

@ pdlus \ /—\>
o<
[ ) o
Y gyok gyok
Y

94

(2)dz = n(f 07,0)




/
Bizonyitas. (a) Az =—(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gyokoknél m, az m-edrendii

polusoknal —m, a t6bbi pontban 0. A gyokok szama, Z a pozitiv reziduumok 6sszege, a polusok
szama, P pedig a negativ reziduumok o6sszege (—1)-szer.

A
Z—P= 2 Res7 = 27”Lf(z)dz

7 belsejében
(b) A w = f(z) helyettesitéssel integralva dw = f'(z)dz és
1 ! 1 d
. i( 2)dz aw
omi )y T

Definici6

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b. Azt mondjuk, hogy az a pontban a b érték
multiplicitasa m, ha

=n(f07,0).

N 271 we(foy) w

o fl(a)=...= f"V(a) =0és f(™(a) # 0, vagyis

» az f(z) — b fuggvénynek az a szam m-szeres gyoke.

Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szdm. Legyen v pozitiv irdnyitdsu,
szakaszonként C1 egyszerti zart gorbe, amely a belsejével egytitt D-ben fekszik tgy, hogy v
nem megy at f(z) pélusain, és a vy pontjaiban f # a.

Jeloljikk Z,-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve f(z) polusainak
szamat v belsejében multiplicitassal. Ekkor

1

Zg— P =—
21

MZ:TL O a
Lf@%ﬂg (Paga)

avagy: a fiigguény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a polusok szama, mint ahdny-
szor z-vel v mentén korbesétdlva, f(z) értéke megkerili az a-t.

\

Bizonyitas. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a fuggvényre, majd w = f(z) helyettesités:

(4, 1
2mi zEY g(Z) 2mi z€y f(Z) —a

Za(f) = P(f) = Z(g9) — P(g) dz

_ 1 dw
271

—n(for.a).
we(foy) W — @



Példa

—(2+0,3)3

A v gorbe a +1 + i csticst négyzet hatara és f(z) =

2+0,5-0,8i

A

B A —(Z—|—0,3)3
o o | z4+0,5—-0,8¢

®
\J

\/

(©.9]
)

A fuggvénynek haromszoros gyoke van a (—0, 3)-ben, és elsérendii pélusa a (—0,5 + 0, 8i)-ben,
tehat Z — P =3 —1=2. Az f oy gorbe kétszer keriili meg a 0-t.

A baloldalon a harom sarga pont egyszeres képe az a pont, de csak kettd esik a ~ belsejébe.
Tehat Z, — P =2 —1=1; az f o~y gorbe egyszer kertili meg az a pontot.

Tétel (altalanos argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen ~ pozitiv irdnyitdsu, sza-
kaszonként C1 egyszerii zart gorbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik gy, hogy v nem
megy at f(z) gyokein és polusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitdsa, ha ¢ gyoke f-nek; legyen —m(c) a ¢ rendje,
ha ¢ pélusa f-nek; egyébként legyen m(c) = 0. Ekkor

S m@) 90 = = [ o(2)- L)z

c belsd pont 2mi Y

/
Bizonyitas. Mivel —-nek csak elsorendii polusai vannak,

Res (g : ‘?) = g(c) - Rcesfl = g(c) - m(c);

> mle)-gle) = Res (9 %) = 51 [ o) Zega

¢ belsé pont ¢ belsé pont
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Példak

1 /
0 f fY(z)dz az [ gyokeinek szama (minusz a pélusok szama) a gérbe belsejében, mul-
Zy)
.
tiplicitassal.
1 r f/
05— J 2+ *=(z)dz az f gyokeinek 6sszege (minusz a polusok Osszege) a gorbe belsejében,
)
.
multiplicitassal.
1 [ f(?) _— ) ) , .
e — | ——=—-—dz az f(z) = a egyenlet megolddsainak szama (minusz a p6lusok szama)
2mi J L f(z) —a
a gorbe belsejében, multiplicitassal.
1 f'(z) . , ,
e — | 2z ——-—dz az f(2) = a egyenlet megoldasainak Osszege (minusz a podlusok
27i L f(z)—a
Osszege) a gorbe belsejében, multiplicitassal.
Ha f(z) holomorf, és valahonnan tudjuk, hogy pontosan egy, egyszeres megoldas van,
akkor ez az integral megadja magat a megoldést.
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17. A Rouché-tétel és alkalmazasai

Rouché-tétel. Az algebra alaptételének bizonyitdsa a Rouché-tételbdl. Lokélis értékeloszlas. A nyilt
leképezés tétele. Lokalis inverz létezésének feltétele. Az inverzfliiggvény folytonossaga és differencidlha-
tosaga.

Tegytik fel, szeretnénk bebizonyitani az algebra alaptételét az argumentumelvbdl.

Legyen p(z) = 2" + a, 12" '+ ... + a1z + ao. 4

Ha |z| nagy, akkor
p(Z) — Zn + uzaju;
a "zaj" sokkal kisebb, mint a fétag, 2".

Egy nagy koron a 2" n-szer fordul korbe. Szemlé-
letesen, egy kis zaj ezt nem tudja elrontani... Vagy
mégis?

Tétel (Rouché [Eugéne Rouché, francia, 1832-1910])

Legyen f(z), g(z) és h(z) = f(z) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és legyen 7 pozitiv
iranyitasu, szakaszonként C1 egyszeri zart gorbe, amely a belsejével egyiitt D-ben fekszik tugy,
hogy v nem megy at f és g pdlusain. Jelolje Z és P a megfelel6 fliggvény gyokeinek, és
poélusainak szamat ~ belsejében.

(la) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Zy, — Pryq = Zy — P.
(1b) Ha a vy pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — P;.

(2a) Ha a v pontjaiban sem f, sem h nem nulla, és f/h nem lehet negativ valés sem, akkor
Zp— Py =2Z; — Ps.

(2b) Ha a v pontjaiban |f — h| < |f| + |h|, akkor Z, — P, = Zy — Py.

Bizonyitas.

(1la) és (1b) ugyanaz. h(z) f(2)
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f(z) és h(z) pontokat

Osszekotd zart szakasz nem tartalmazza a 0-t. 0

(2b) = (1b) trividlis, mert ha |f — h| < |f], akkor |f — k| < |f| + |h].
Elég (2a)-t igazolni.

(2a) Allitas: ha a ~ pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ valés, akkor Z, — P, =
Zy — P
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Legyen D; az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ valés. Ahol f = 0
vagy h = 0 vagy f/h e (—0,0) az egy relativ zart halmaz, tehat D; nyilt; az egyik komponensében
fekszik ~.

(h/f)

h
A D; halmazban ———-nek van primitiv fliggvénye D;-en: a log — foértéke. Ezért

h/f f
1 h' 1 1 1 nof
e m- -y [ E L[ (1)
2me )y b 2mi ) f 2mi J,\ R f
1 h/f) 1 R\’
2mi ), h/f 2mi ), f
Tehét, Zh — Ph = Zf — Pf.
Alternativ bizonyitas: 0 <t < 1 esetén legyen

/ (1= f(2) +th(z)
1 (1—1t)f +th , f(2)
gp(t)zﬁ 7((1—t)f—|—th)‘ Ez minden 0 < t < 1h(z

esetén értelmes, mert v pontjaiban (1 —¢)f + th # 0. 0
A o(t) = Za—ppin—Pa—e)r+m érték mindig egész szam; masrészt p(t), mint paraméteres integral,
folytonos. Tehat o(t) konstans, és Zy — Py = ¢(0) = ¢(1) = Z) — P

Egy Gjabb bizonyitas az algebra alaptételére
Legyen p(2) = 2™ + ap_12" ' + ... + a1z + ao.
Legyen
R>1+|ao| +|a1]| + ... + |an-1],
és rjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az 2" fuggvényekre a |z| < R korben.

A korvonalon

1+...+alz+a0‘<

Ip(2) = 2"| = |an—12""
< lan—1|R"H+ oo+ | |R + |ao] < (lan—a| + -+ |aa| + |ao| ) R* ™ < R™ = [2"],

igy a Rouché-tétel szerint a kor belsejében (multiplicitassal szamolva), a p(z) fliggvénynek ugyanannyi
gyoke van, mint a 2" fliggvénynek, vagyis n darab.
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Tétel (lokalis értékeloszlas)

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b k-szoros értéke (azaz f'(a) = ... = f*V(a) =
0, f*)(a) # 0). Ekkor 36 >0 V0 <§ <& 3e >0, hogy

o Az f(z) = b egyenletnek egyetlen megoldéasa az B(a,d) halmazban a z = a (és ez k-szoros
érték), és

« Bérmely w € B(b,e) szamra az f(z) = w egyenletnek pontosan k kiilénbézé megoldésa
van a B(a,d) halmazban, és ezek mind egyszeres értékek.

f(2)

7

Bizonyitas. Elég azt az esetet igazolni, ha a = b = 0.

Valasszuk dp-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < dy korlapon f # 0 és f’ # 0; ezt biztosan meg-
tehetjitk az unicitastétel miatt. FEzzel biztositjuk, hogy f(z) = 0 egyetlen megolddsa a z = 0, és
minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenségiinktol egy neki tetsz6 0 < § < g sugarat, akkor a mi lépésiink:

e = min|f(2)].

(e > 0, mert a kérvonalon f # 0.)
Most tjra az ellenség 1ép: mond egy w € B(a, &) szdmot.

A |z| = 6 korvonalon |f| = ¢ > |w|. A Rouché-tétel miatt a B(0,d) korlapon az f(z) — w
figgvénynek ugyanannyi gyoke van, mint az f(z) fiiggvénynek, vagyis pontosan k darab.

Ha w = 0, akkor a f(z) = w egyenlet egyetlen, k-szoros megoldasa a 0.

Ha w # 0, akkor a 0 nem megoldas; a k darab megoldas a B(O, ) pontozott kérlapon van.
Ott viszont f’ # 0, tehat a k megoldas mindegyike egyszeres érték.

Tétel (A nyilt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartomanyon, akkor D barmely nyilt részének képe nyilt.

Bizonyitas. Az kell, hogy barmely b € f(D) pont bels§ pontja a képhalmaznak.

Legyen b = f(a), a b multiplicitdsa az a-ban k. A lokdlis értékeloszlds tétele miatt van olyan
e > 0, hogy B(b,e) minden pontjat legaldbb k-szor felveszi f.

Ezért biztosan B(b,e) < f(D); a b belsé pontja f(D)-nek.
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Tétel (a lokalis inverz 1étezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) =b. Az f(z) fiiggvénynek akkor és csak akkor 1étezik
holomorf g(w) lokdlis inverze a b pont koriil, amelyre ¢g(b) = a, ha f’(a) # 0

Bizonyitas. Legyen k£ a b multiplicitdsa az a pontban, és legyen dg az a sugar, amelyet a lokalis
értékeloszlas tétele eloir.

Tekintsiink egy tetszéleges 0 < 0 < dy sugarat és a B(a,d) korlapot. A lokalis értékeloszlas tétele
miatt van olyan & > 0, hogy barmely w € B(b,¢) értéket f pontosan k-szor vesz fel.

= Ha f'(a) = 0, akkor k£ > 2. Tetsz6legesen kicsi B(a,d) korlapon lesz k kiillonb6z6 pont, ahol
f értéke megegyezik, tehat f nem lehet injektiv az a pont semmilyen kérnyezetében sem.

< Ha f'(a) # 0, akkor k = 1.

A lokélis értékeloszlas tétele miatt van olyan e > 0, hogy barmely w € B(b,¢) értéket pontosan
k = 1-szer vesz fel f a B(a,dy) korlapon.

“

Az f folytonossaga miatt van olyan 0 < d < dy, hogy f < B(b,e). Ezzel a vélasztassal
barmely z € B(a,d) esetén a w = f(z) szamot a fuiggvény pontosan egy helyen veszi fel a B(a, dp)
korlapon, és ez a hely maga a z. Tehat, f injektiv a B(a,d) korlapon.

A nyilt leképezés tétele matt az f(B(a,d)) halmaz nyilt, és az f(z) gy felelteti meg kdlcsdndsen
egymésnak a B(a,d) és a f(B(a,d)) halmazokat, hogy nyilt halmazok képe nyilt, vagyis a lokalis
inverz g = f~! fiiggvény is folytonos.

Az inverz fiiggvény differencialasi szabalya szerint ha g lokélis inverze f-nek, f’ # 0 és g folytonos

1
b-ben, akkor ¢ differencialhato, és ¢'(f(z)) = )
z

Alternativ bizonyitas az inverz fiiggvény létezésére
és differencialhatésagara

Tegytik fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a

e ®

Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a b értéket a B(a,r) halmazon.
Legyen d = min|,_q—, [f(2) — b]. A Rouché-tétel miatt barmely w € B(b,d) értéket az f pontosan
egyszer vesz fel a B(a, r) korben, és ez a hely az dltaldnositott argumentumelv szerint
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“Hw) = — de.
f (w 2mi |z—a|=r f(Z) —w ‘
FEz a paraméteres integrél viszont differencialhato:
’ 1 / 1 . !
(ffl(w)) - a<z~f(z)>dz=,J L(Z)de.
2mi |z—al=r ow f(Z) —w 2mi |z—a|=r (f(Z) — U})

Példa (Egyvaltozés implicitfiiggvény-tétel)

Tegyiik fel, hogy f(z,w) kétvaltozés komplex fiiggvény, folytonos az (a,b) egy kornyezetében,
mindkét valtozd szerint holomorf, f(a,b) = 0 és Dsf(a,b) # 0. Ekkor 1étezik az a pontnak olyan
A kornyezete és a b pontnak olyan B kornyezete, hogy

(a) Bérmely z € A ponthoz van egy egyértelmii w = g(z) € B pont, amelyre f(z,w) = 0;
(b) A g: A — B implicit fliggvény holomorf;

.« Dif(z,9(2)
© §&) =~ 55 0o

Bizonyités. (a) Véalasszunk olyan kis » > 0 sugarat, hogy a |w—b| < r zart korlemezen f(a, w) injektiv.
Legyen m = min,,_y <, | f(a,w)|, B = B(b,r), és A olyan kis kdrnyezete a-nak, hogy a z € A, [w —b| =7
halmazon |f(z,w) — f(a,w)| < m.

Vizsgaljunk egy rogzitett z € A pontot. A |w — b| = r kérvonalon |f(z,w) — f(a,w)| < m < f(a,w).
A Rouché-tétel szerint a w — f(z,w) és a w — f(a,w) fliggvénynek ugyanannyi gyoke van. Mivel
f(a,w) injektiv, egyetlen, egyszeres gyoke van, a b. Tehdt, pontosan egy olyan w € B létezik, amelyre

f(z,w) =0.
(b) A g(z) implicit fiiggvényt az dltaldnositott argumentumelv segitségével felirhatjuk integral alakban.
A g(z) szdm az f(z,w) = 0 egyenlet egyetlen megoldésa, egyben a megolddsainak Osszege a |w — b < r

koérben, vagyis
1 f Dsf(z,w)
g(z) = — w - —————=dw
( ) 2mi |w—b|=r f(z,w)

Azt a Young-tételnél lattuk, hogy f(z,w) akdrhanyszor differencidlhatd, ezért ez a paraméteres integral
is holomorf.

(¢) Ugyanaz, mint valésban: az f(z,g(z)) = 0 azonossdgot derivaljuk:

D1f(z,9(2)) + D2f(2,9(2)) - g'(2) = 0.
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18. Linearis tortfiiggvények

Az 1/z és az 1/Z figgvény. Linedris tortfiggvények. Reprezentdcié métrixszorzassal. Harom pont
képe egyértelmilen meghatarozza a torlinearis fliggvényt. Komplex kettésviszony. Kettosviszonytartas,
kortartds, szogtartas, szimmetriatartas.

A kovetkez6 néhany eléadason azt fogjuk vizsgédlni, hogy milyen egyszeresen Osszefiiggd tartomé-
nyok kozott 1étezik konform megfeleltetés, vagyis oda-vissza holomorf bijekci6.

Két fontos geometriai transzforméacié: 1/z és 1/z

folytonosan) kiterjeszthetjitk a 0 pontra és a co-re, ezek egymaés inverzei.
Az — fliggvény egy titkkrozott inverzid, az inverzidt kombinaljuk a valés tengelyre valé tiikrozéssel.
z
Erdemes meggondolni, hogy ezek milyen geometriai transzforméciéit adjak meg a Riemann-

gombnek: az 1/z a (—1,1) d&tmérdre valé titkrozés; az — az egyenld sikjéra vald tiikrozés.
Z

Definicié (linearis tortfiiggvény, tortlinearis fiiggvény, Mobius-transzformacio)

f(2) = 10 a2 be)

cz+d’

alakt meromorf fliggvényeket hivjuk vagy linedris tortfigguénynek vagy tortlinedris fligguénynek
Moébius-transzformdcionak.

« Ha a Riemann-gombéot (a komplex projektiv egyenest) homogén koordinatakkal koordindtéz-
z+0b

+d

zuk, akkor az a4 fliggvénynek megfelel a li Z] matrixszal vald balrél szorzas.

« Hac# 0, akkor f(—¢%) = o0 (a nevez§ 0) és f(o0) = ¢. Ha ¢ = 0, akkor f(o0) = 0.
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o A fiiggvénynek megfelel6 matrix nem nulla konstanssal valé szorzastél eltekintve egyér-
telm.

« Ha f(z) és g(2) linedris tortfiiggvények, egy-egy matrix alakjuk F, illetve G, akkor fog
matrix alakja F - G.

b], akkor f~1(z) matrix alakja

o Ha f(z) linedris tortfiiggvény, egy matrix alakja F' = lz d

—c a |
A linedris tortfiiggvények csoportja a PGL(2,C) csoport.

o A linearis tortfiiggvények csoportjat generaljak az eltolasok, nem nulla konstanssal szor-
zésok és az 1/z, vagyis minden linedris tort fiiggvény el6allithaté ilyenek egy sorozatanak
kompozicidjaként.

e Minden linearis tortfiiggvény bijekcié a Riemann-gémbrol 6nmagéra.

Bizonyitas. (a) Ha ¢ = 0, akkor

az+b a b
cz+d:g2+&'
Ha ¢ # 0, akkor
az+b_ 1 bc—ad a
cz+d cz+d c c

(b) A generatorelemek, tehat az eltoldsok, nem nulla konstanssal szorzasok és az 1/z is bijekcidk
a Riemann-gémbrél énmagara.

Harom pont képe egyértelmiien meghatarozza a linearis tortfiiggvényt:

barmely, paronként kiillonb6zo 2y, 29, 23 pontokhoz és paronként

kiilonb6z6 wy, woy, w3 értékekhez pontosan egy olyan f(z) linedris tort fiiggvény létezik, amelyre
f(z1) = w1, f(z2) = wo, és f(23) = wa.

Bizonyitas. 1. Specialis eset: w; = 0, wy = 00, w3 = 1.

la. Ha 2y, 25 és 23 is véges: 23 gyok és zp poélus, tehat f(z) = K - S valamilyen K # 0
zZ — 29
komplex szdmmal. Abbdl, hogy f(z3) = 1, az egyetlen vélasztds K = S
z3 — 21
0-z+ K
1b. Ha z; = oo: f(z)zzi; K = 23 — 2.
zZ — 29 1
A A
o Ha s 1) 0-24+1' 23— 21
1d. Ha z3 = oo: f(z)zK‘Z_Zléusl.
zZ — 29

2. Az altaldnos eset: legyen g és h az a két linedris tort fiiggvény, amelyekre g(z1) = 0, g(z2) = 0
és g(z3) =1, illetve h(wy) =0, h(wy) = 00 és h(ws) = 1; ezek utdn f = h~' o g megfeleld.

Az egyértelmiiség: Vizsgaljuk a h o f fiiggvényt: h(f(z1)) = 0, h(f(22)) = © és h(f(z3)) = 1,
tehat csak h o f = g lehet, vagyis f = h™'og.
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Definicié (komplex kettSsviszony)

Az a, b, c,d kiillonb6z6 komplex szamok kettdsviszonya:

" (c—b)(d—a) c—b d—b d—a d—0b

(ab.cd)_(C—a)(d—b) C—a'd—a C—a_c—b

Ha valamelyik oo, akkor a megfelel6 tort értéke 1, avagy a hatarértéket vessziik co-ben:

d—> c—a
(oo7bacad):Tb7 (avoovc7d)_d_aa

d—>b c—a
(aab>oo7d):d_aa (a,b,C,OO):C_

Barmely négy kiillonb6z6 pont, a, b, ¢, d akkor és csak akkor van egy korén vagy egy egyenesen,
ha Im(a, b; ¢, d) = 0.
("koregyenes': kor vagy egyenes. Az "egyenes' olyan kor, ami dtmegy a co-n.)

Bizonyitas. Im(a,b;c,d) = 0 akkor és csak akkor, ha

c—a d—a
My TRy

avagy irdanyitott szogekkel achbx = adbx (mod 7).

(mod ),

Tétel (kettSsviszonytartas)

A linearis tortfiiggvények megtartjék a kettdsviszonyt: barmely f(z) linedris tortfiiggvényre és
a Riemann gémb barmely a, b, ¢, d kiilénbozé elemeire (f(a), f(b); f(c), f(d)) = (a,b; ¢, d).

Bizonyitas. Elég egy generatorrendszerre és véges pontokra ellenérizni.
A linedris fliggvények megtartjak az aranyokat, igy a kettosviszonyt is.
Az 1/z is megtartja a kettOsviszonyt:

<1_1) <1_1) c—a d-—0>
1111\ \c a d b) —aqc —bd _(c—a)d—=b) _
<CL’b,C,d> (a,b,C,d).

Gy e

Tétel (kortartas)

A linearis tortfiiggvények a koregyeneseket koregyenesekbe képezik.

Bizonyitas. A generatorelemek: a linedris fiiggvények és az 1/z is ilyen tulajdonsagu.

Tétel (szogtartas)

A lineéris tortfiiggvények irdnyitottszog-tartok (kivéve a polust)
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b
Bizonyitas. Ha f(z) = azid, akkor
cz

Megjegyzés (sz0g a végtelenben)

A végtelenben is lehet az iranyitott szoget definidlni, pl. ha a Riemann-gémboén mérjik az
érintok kozotti szoget. Vagy, ha a v, és v, gorbék a oo-ben metszik egymast, akkor ott az
irdnyitott szogik ugyanaz, mint 1/v1és 1/, gorbék irdnyitott szoge a 0-ban.

Ezzel a kiegészitéssel a polusban és a végtelenben is szogtartok a linearis tortfiiggvények.

Tétel (szimmetriatartas)

A linedris tortfiiggvények szimmetrikus pontparokat szimmetrikus pontparokba képeznek:
Ha a p és ¢ pontok szimmetrikusak a K koregyenesre (egymaés tiikorképei, illetve inverzei), és
f(2) lineéris tortfiggvény, akkor az f(p) és f(q) pontok szimmetrikusak az f(K') koregyenesre.

Bizonyitas. Rajzolunk még két kort p-n és ¢-n keresztil, Ki-et és Ko-t.

o Ky és Ky is szimmetrikus K-ra, tehat merdlegesen metszik K-t.

A szogtartas miatt f(K7) és f(K5) is merélegesen metszi f(K)-t.

A f(K,) és f(K3) szimmetrikus f(K)-ra.

o Az f(K,) és f(K,) metszéspontjai, vagyis f(p) és f(q) is is szimmetrikusak f(K)-ra.

az +b

Irjuk fel azt a f(z) = ~
gy, hogy f(0) =1 és f(1) = 0.

7 linearis tortfiiggvényt, amely a jobb félsikot az egységkorbe képezi

Megoldas.
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A fliggvény a képzetes tengelyt az egységkorvonalra képezi. Az 1 tikorképe a képzetes tengelyre
a —1, ennek képe a 0 inverze, a oo:

f(=1) = c0.
f(0) = 1, tehat b = d; valaszthatunk b = d = 1-et.  f(1) = 0, tehat a = —1.  f(—1) = oo,
tehat ¢ = 1.

—z+1

241"

. b
Irjuk fel azt a f(z) = az——i_i—d
cz

fels6 felébe képezi ugy, hogy f(1) = 0.

linearis tortfliggvényt, amely az elsé siknegyedet az egységkor

Megoldas.

0 e s
-1 0 1

A negyedsik hataranak derékszoge van a O-ban és a co-ben, csak ezeknek a képe lehet a félkor két
sarka, a +1.

Ha a negyedsikot levagjuk a lila gérbével, akkor az argumentumelv értelmében az igy kapott gorbe
+1-szer keriil minden értéket, amit a fliggvény felvesz. Ezért lesznek a felvett értékek a félkérvonal
belsejében. Tehét, a koriiljardsnak is meg kel maradnia, igy csak f(0) = 1 és f(0) = —1 lehet.
A fiiggvénynek a valos félegyenest kell a [—1,1] dtmérére képeznie; a képzetes félegyenes képe a
félkorvonal.

Az 1 tiikkorképe a képzetes tengelyre —1; ennek képe a 0 inverze, a oo.

1, f(1)=0, f(0)=-1 1) = o; el
f(OO)— ) f()_ ) f()_ ) f( )—OO, f(Z)—12+1.

A 0,1,00 "koriv" képe a —1,0,1 "koriv". A képzetes félegyenes képe koriv, a végpontjai +1. A

koriv meréleges a [—1, 1] szakaszra, tehdt félkoriv; a derékszogek iranyitasabdl is tudjuk, hogy a felsé

félkor.
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19. Az egységkor konform automorfizmusai

Konform megfeleltetések. Az egységkor O-t fixen hagy6 automorfizmusai a forgatdsok. A ffaaz alaku

linedris tortfiiggvények. Az egységkorlemez konform automorfizmusai. A korlemezek és félsikok konform

ekvivalensek, és kozottiikk minden konform megfeleltetés linedris tortfuggvény. Az fi—%"z alaki tortek

kiemelése az egségkorben holomorf fliggvényekbdl. Véges és végtelen Blaschke-szorzatok.

Legyen Dy és D, két tartomany és f : D1 — Ds.
Az f(z) konform, ha holomorf és lokélisan injektiv (vagyis a derivaltja nem 0).
Az f(z) biholomorf, ha holomorf és bijektiv. (Ebbdl kévetkezik, hogy az inverze is holomorf.)

Megjegyzés. Ha f : D1 — D, bijektiv, akkor nincs kiilonbség. A magyar nyelvi kényvek egyszerien
csak konform(is) megfeleltetésnek nevezik a biholomorf f : Dy — Dy bijekciokat.
(Eredetileg a "konform" szogtartot jelent: differencidlhato, lokdlisan injektiv és szdgtartd.)

Definicid

Két tartomany, D; és Dy konform ekvivalens, ha létezik kozottitk konform megfeleltetés, vagyis
biholomorf bijekcio.
Az D — D konform megfeleltetéseket D konform automorfizmusainak nevezziik.

Tétel

Az egységkorlemeznek a 0-t fixen tartd konform automorfizmusai a forgatasok.

Bizonyitas. A forgatdsok persze automorfizmusok; a megforditds (a "csak") a kérdés.
Tegyiik fel, hogy f(z) konform automorfizmusa az egységkornek, és f(0) = 0.
A Schwarz-lemma szerint |f'(0)| < 1, és egyenléség csak akkor lehet, ha f(z) forgatas.
Legyen g = f~!. Ez is konform automorfizmus és ¢g(0) = 0, tehat |¢'(0)] < 1.
Az inverz fliiggvény differencidldsi szabédlya miatt f'(0) - ¢’(0) = 1.
Mindez csak gy lehetséges, ha |f'(0)] = |¢'(0)| = 1, és f és g is forgatas.

Lemma

Legyen |a| < 1 és

( ) z+a
z) = .
? 1+az
A ¢(z) figgvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, o(—a) = 0 és p(0) = a.
Az inverze: .
—1 . -
e (2) 1—az

Bizonyitas. ¢(—a) =0 és ¢(0) = a trividlis. Tovabba ¢(—1/a) = w0 és p(w0) = 1/a.
1/a
1
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Az egységkorvonalon |z| = 1 és |1 +az| = [Zz+az| = [2+a| = |z +al, tehat |p(2)| = 1; a kérvonal
képe dnmaga.

A fliggvény a 0 belsé pontot az a belsé pontba képezi, tehat a korlemezt a korlemezbe.

Az inverzt akar ki is lehet szdmolni, de 4 pont képét is ellendrizhetjiik: ¢~1(a) = 0, ¢71(0) = —a;
a tiikorképekre ¢~1(1/a) = w0, ¢~ 1(0) = —1/a.

Az egységkor konform automorfizmusai az alaku linearis tortfiiggvények,

+az
ahol |a| < 1 és |g| = 1.

Bizonyitas. Trivi irdny: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.

Tegyiik fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~1(0) = —a.

D D D

Z—a

Legyen p(z) = T

A g = f o p egy olyan automorfizmusa D-nek, amelyre ¢g(0) = f(¢(0)) = f(—a) = 0.
Tehat g egy forgatas, g(z) = ez valamilyen egységnyi e-nal.

» Béarmely két korlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhetjiik korvonal kiilsejét
is.)

o Barmely két korlemez vagy félsik kozotti konform megfeleltetés linearis tortfiiggvény.

Bizonyitas. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart kérlemez vagy félsik konform ekvivalens az
egységkorlappal. A félsikokat és korok kiilsejét alkalmas titkkrozott inverzidval korlapba képezhetjiik,
majd alkalmazunk egy eltolast és nagyitast.

Az igy kapott leképezés linearis tortfiggvény.

(b) Tegyiik fel, hogy f konform megfeleltetés a D; és Dy korlemezek vagy félsikok kozott.
Legyen ¢ : D1 — D és ¢ : Dy — D egy-egy linearis tortfiiggvény, amely megfeleltetés az egység-

korrel.
'
D D,

D, D

A g =)o foyp!azegységkornek konform automorfizmusa, tehét linedris tortfiiggvény.
Akkor viszont f = 1~! o g o ¢ is linedris tortfiiggvény.
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Tétel

Egy konform leképezést két korlemez kozott egyértelmiien meghataroz
« Harom hatérpont képe (azonos kériiljarassal);

o Egy belso pont és egy hatarpont képe;

» Egy bels6 pont képe, és ott a derivélt irdnya. (A derivéalt abszoliat értéke egyértelmdi.)

S

Bizonyitas. (a) A 3 pont meghatarozza a kort; a sorrend meghatarozza, hogy a kép kivil van,

vagy beliil.
m‘

alaku fuggvenyekkel kombindlva elérhetjiik,

(b) Elég az egységkorlemezre bizonyitani;

—az
hogy a megadott pont és a képe is a 0 legyen; utana a megadott hatarpont megmondja, hogy melyik
forgatasrol van szo.

~ ¥y ~— ~ ¥y
© f (0
D, D D D,

(c) Ugyanaz, mint a (b), csak a forgatdst nem egy hatarpont, hanem derivalt irdnya mondja meg:

(o fop)(c)=4/(0)- f(0)- (o).

Gyoktényezok és Baschke-szorzatok

Mese

Az egységkorlemezt szeretjiik azonositani a Poincaré-féle kormodellel, a fels6 félsikot pedig a fél-
stkmodellel.

A konform automorfizmusok a modellek irdnyitdstarté egybevigdsigai.
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Tegyiik fel, hogy f(z) holomorf az egységkorlemezen, egy gyoke a.
=
Legyen g(z) = f(z2) - ST% Ea fiiggvény szintén holomorf (az a-ban megsziintethetd szingula-
a

ritdsa van), és supy |g| = supp |f]-

Bizonyitas. A maximum-elv miatt
sup|f] = lim max|f(z)] és sup|g|= lim max|g(2)|.
D T D r—l—|zl=r

=1 |z[=r 2|

zZ—a

< (max|g()]).

max | f(z)| = max |g(2) |2|=r

|z|=r |z|=r 1—az

/

sup|f] = lim max|f(z)] < lim max|g(z)| = sup|g|.
D r=l=fzl=r rol=zl=r D

z

Ha |z| — 1—, akkor

—a )
— ‘ — 1 egyenletesen, ezért
az

zZ — zZ—a

> max |g(z)| - min
|z|=r |z|=r

max [f(z)] = max|g(2) -

|2|=r |z|=r ’

1—az 1—az

sup |f| = lim max|f(2)| = lim max|g(z)| = sup]|g|.
D r—=l=z|=r r=l=z|=r D

Kovetkezmény

z—a
Az egységkorben holomorf fiiggvényekbdl kiemelheték az — alakd "gyoktényezdk" ugy, hogy
—az
a fliggvény szuprémuma nem valtozik meg.
Ha n gyok van: aq,...,a,, akkor kiemelhetjik a
n

1—[ Z — Qg

k=1 1 —ayz
szorzatot.

Az ilyen tipusu szorzatokat véges Blaschke-szorzatoknak nevezziik.

—az

1
Ugyanigy pélusokat is megsziintethetiink az alakt tortek kiemelésével.

Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfiiggvényekre vonatkozé tétel atirhatd a kérmodellre és Blaschke-
szorzatokra.
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Polinom

n

[T

(a sik irdnyitastart6 egybevdgdsagainak szor-
zata)

Pl. Gauss—Lucas tétel: Ha f legaldbb méasod-
foku polinom, akkor f gytkeinek konvex burka
tartalmazza [’ gyokeit.

P1l. A polinomok jellemzése: ha f(z) egész-
fiiggvény, és lim = oo, akkor f(z) polinom.
z—00

véges Blaschke-szorzat
n o —
8 .
[
k=1

(a kormodell irdnyitastarté egybevigosigai-
nak szorzata)

Ha f legalabb kéttényezbs Blaschke-szorzat,
akkor f gyOkeinek a kormodellben vett kon-
vex burka tartalmazza f’-nek az egységkorbe
es6 gyokeit.

Ha f: D — D holomorf, és | ‘111{1 O‘f(z)| =1,
akkor f(z) véges Blaschke-szorzat.

Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényez6 esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt gy oldjuk meg, hogy a 0-beli
értékeket pozitiv valds irdnyba forditjuk (kivéve a

(-

2—0 .2 PR
o5 tényezdt):

|ak| Z— ay
ag 1—a7192: '

Ett6l legalabb a 0-ban konvergens, és tetszés szerint dtrendezhetd a szorzat.

Tétel (végtelen Blaschke-szorzat konvergenciija)

o A Blaschke-szorzat lokélisan egyenletesen konvergens.

tovab_ba m > 0 esetén a 0.

o Ha Z (1 — |ax|) = oo, akkor Blaschke-szorzat a konstans 0.
k=1

o0
Z 1 — |ak| < oo, akkor Blaschke-szorzat nem a konstans 0, és a gyokei ay,as, ...,
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20. Riemann-alaptétel

Riemann-alaptétel. Barmely két, a teljes siktdl kiillonbozé, egyszeresen Osszefiiggs tartomany konform
ekvivalens. A teljes sik nem konform ekvivalens az egységkorlemezzel. Hurwitz-tétel. Injektiv fliggvények
lokalisan egyenletes limesze. A Riemann-alaptétel bizonyitasa.

Tétel (a konform leképezések alaptétele; Riemann-alaptétel)

Legyen D # C egyszeresen Osszefiiggd tartomany és zg € D. Ekkor létezik egy egyértelmii
f: D — D konform megfeleltetés, amelyre f(z9) = 0 és f'(zo) pozitiv valds.

Kovetkezmény

Barmely két, a teljes siktol kiilonbozo, egyszeresen Osszefiiggd tartomany konform ekvivalens.

Megjegyzés

A tételben a kivétel a teljes sik. A teljes stk nem konform ekvivalens az egységkorrel, mert ha
f : C — D holomorf, akkor a Liouville-tétel miatt csak konstans lehet.

Az egyértelmiiség bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre f(zy) = g(z9) = 0,
valamint f(zq) és ¢'(z0) is pozitiv valés. Azt kell igazolnunk, hogy f = g.

Vizsgéaljuk a ¢ = f o g~ ! leképezést.

D D

o A ¢ konform automorfizmusa egységkornek,

.« (0) =0, és
/ = /() - -1\’ _ ,ZO L

Ez egyértelmiien meghatérozza a ¢ konform automorfizmust: p(w) = w, vagyis f = g.

pozitiv valés.

A megfeleltetés 1étezésnek bizonyitasa

A 1§ otletet a Schwarz-lemméabdl meritjiik.

Legyen
Fo = {f : D — D holomorf, f(0) = 0}.

A Schwarz-lemma szerint:
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e Barmely f € Fy esetén |f/(0)] < 1.

o Bérmely f € Fy akkor és csak akkor automorfizmusa az egységkornek, ha |f/(0)] = 1.

Tehat: f e Fp akkor és csak akkor konform automorfizmus, ha |f'(0)| maximalis.

A Riemann-alaptétel bizonyitasahoz legyen

F = {f : D — D holomorf és injektiv, f(29) = 0, f'(z0) pozitiv valés}.

Olyan fy € F fiiggvényt fogunk vélasztani, amelyre f{(zo) maximalis.

Segédtételek

Lemma (a logaritmus- és a hatvanyfiiggvények létezése)

Ha D egyszeresen Osszefiiggd, f : D — C holomorf és f # 0, akkor D-n létezik log f-nek és
minden a-ra f%nak holomorf aga D-n.

Lemma (Weierstrass-tétel)

Ha D < C tartomdny, fi, f2,...: D — C holomorfak és f,(z) — g(z) lokdlisan egyenletesen,
akkor g holomorf és f/(z) — ¢'(z) lokalisan egyenletesen.

Lemma (Vitali-Motel tétel)

Ha D < C tartomény, fi, fs,... : D — C holomorfak, és egyenletesen korlatosak, akkor
kivalaszthato koziiliikk lokdlisan egyenletesen konvergens részsorozat.

Lemma (Hurwitz-tétel)

Tth. g, f1, f2, ... holomorf a D tartoményon, f,, — ¢ lokélisan egyenletesen, a € D és b = g(a).
Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis kornyezetében, elég nagy n-re az f,,(z) fiiggvény
felveszi a b értéket:

Vo>0 dng Yn>ny Jwe B(a,) nD fp(w)=0.

Bizonyitas. Feltehet6, hogy a = b = 0.

Legyen dy olyan sugar, hogy B(0,dy) < D, és a0 < |z| < d kérlapon g # 0. Ha ilyen sugar nincs,
akkor g gyokei torlodnak a 0-ban, de akkor az unicitastétel miatt g konstans.

Tekintsiink egy tetszdleges 0 < 0 < d¢-t, és legyen ¢ = Ir»ﬁi% l9(2)]-

Az egyenletes konvergencia miatt van olyan ng, hogy minden n > ng-ra, a |z| = ¢ korvonalon
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19(2) = fu(2)| < < g(2)].

A Rouché-tétel miatt a |z| < § korben a f,(2) figgvénynek ugyanannyi gyoke van, mint a g(z)
figgvénynek, vagyis legaldbb egy.

Kovetkezmény

Injektiv fiiggvények lokalisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injektiv: ha g, f1, fo, ...
holomorf a D tartomanyon, mindegyik f,, injektiv és f,, — ¢ lokdalisan egyenletesen, akkor ¢
vagy konstans, vagy injektiv.

Bizonyitas. 4 Tegytik fel, hogy g nem konstans, és nem is injektiv.
Legyen aq,ay € D két killonb6z6 pont D-ben, amelyekre g(a;) = g(az) = b.

D

Vélasszunk olyan J-t, amelyre a B(ay,0) és B(ag,0) diszjunktak, és részei D-nek.

A Hurwitz-tétel miatt vannak olyan n; és ny kiiszobindexek, hogy n > n; esetén b € f, (B(al, 5))
és n > ny esetén b e f, (B(ag, 6))

Ha n > max(nq, ny), akkor f,(z) mindkét korlapon felveszi a b értéket; de ez ellentmond annak,
hogy f,, injektiv. 4

A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

1 Allités. A F = {f : D — D holomorf és injektiv, f(z9) =0, f'(z0) pozitiv Ualds} halmaz nem

ures.

Bizonyitas.

D g(D) + 27

(D)
9(2) r (h(z) _ C) ) |P'(20)]

> > — b ShI(ZO)

@.
O.

D # C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) = log(z — a) a logaritmus
valamelyik holomorf agaval. Barmely szamnak legfeljebb egy logaritmusat veszi fel g, tehat g-nek
nem lehet értéke a g(D) + 27w halmazban. Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy korlap a g(D) + 2mi
halmazban; ekkor tehét |g(z) — b = 7.

Ezek utan legyen h(z) =

; erre |h| < 1. A h injektiv, tehdt a derivaltja nem nulla.

|h (z0)] 1 W 1
. -—. Erre a fiiggvényre |f(z)] < (\h(z)]—i—C)-g <1
h/(Zo) 3

g(z) = b
Legyen ¢ = h(zo) és f(z) = (h(z) —¢)

|1 (20)]
3

f(20) =0 ¢és f'(20) =

, ami pozitiv valés. Tehat, f e F.
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2. lépés
2 Allités. Legyen M = sup {f'(0): feF}. Ekkor 0 < M < oo,

Bizonyitas. Az F nemiires, van olyan f eleme, amelyre f'(z9) > 0; ezért M > f'(z) > 0.

Az zy belsé pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z,7) < D.
2 ()

1 11 1
A T .
|

2mi z—zp|=r (’Z - ’ZO)2

Barmely f € F esetén |f| < 1, igy

f'(20) = | (20)| =

ezért M <

S |

3. 1épés

3 Allitas. Van olyan fy € F, amelyre fi(z) = M. Vagyis, M = max {'(0): feF}.

Bizonyitas. A szuprémumhoz tarthatunk alulrél, igy biztosan vannak olyan fi, fo,... € F fiiggvé-
nyek, amelyekre f)(z0) /" M.

Ezek a fiiggvények az egységkorbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak. A Vitali-Montel tétel
szerint kivalaszthatd koziilikk egy lokalisan egyenletesen konvergens f,,,, fn, ... részsorozat. Ennek
limesze legyen f.

A Weierstrass-tétel miatt fy = klim fn, holomorf, és f) — f lokdlisan egyenletesen; specidlisan
—0
a zp pontban fy(z0) = lim f;, (20) = M.

Az fy az f,, injektiv fiiggvények lokalisan egyenletes limesze, tehat f, vagy konstans, vagy pedig
injektiv. De az fy nem lehet konstans, mert példaul f{(zy) = M > 0. Tehét f; injektiv.

Mivel |f,| < 1, az biztos, hogy |fo| = klim | fri| < 1; de mivel fy nem konstans, a maximum-elv
—00

miatt (vagy a nyilt leképezés tétele miatt) az is igaz, hogy |fo| < 1.
Ezek utan fo : D — D holomorf és injektiv, és f{(z0) = M.

4. (utolsd) lépés
4 Allitas. f, szirjektiv: fo(D) = D.

Bizonyitas. N Tegyiik fel, hogy fy nem sziirjektiv; van egy olyan a € D érték, amit nem vesz fel.
Az a nem lehet a 0, mert fy(z9) = 0. Irjuk a-t re alakban, ahol 0 < 7 < 1 és € egységnyi komplex
szam.

Legyen g(z) a kovetkez6 leképezéseknek a kompoziciéja:
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Iv
Jo

©1(z) = —€z; ez az a-t a (—r) pontba forgatja.

pa(2) = %; a D automorfizmusa, a (—r) képe a 0, a 0 képe az r.

w3 a pa(p1(fo(D))) halmazon a 4/z-nek az a holomorf dga, amely r-et y/r-be képezi. A @o(p1(fo(D)))
halmaz egyszeresen 6sszefiiggd, nyilt, nem tartalmazza a 0-t, igy 1étezik rajta 4/z.

w4(z) = 12__\/\/;2; a D automorfizmusa, a /7 képe a 0.

re e
—re 0Oe O. L)

7 ~— 7 ~—7 ~—7 7
= —¢€z 2= p5 = —€z

1 _ 2t w3 =2 _
2T o 1—/rz

©5(z) = —ez; az els6 forgatds inverze.

Ezek kompozicidja, a g = @5 0 4 0 3 0 9 0 1 O fy fliggvény is holomorf és injektiv D — D
leképezés, g(zo) = 0.
A 3 inverze a 22, kiterjeszthet6 az egész egységkorre. A

h=¢ opy opstop;!ops?

egy holomorf D — D fiiggvény, de nem injektiv.
A Schwarz-lemma miatt |h/(0)| < 1, tehat

HEN

W(0) = M. ¢

M
9/(20)| = =

Alternativ befejezés:
A g=p50ps40p30ps0p; o0 fy fliggvény derivaltjat kozvetleniil is kiszamolhatjuk.

* fé(Zo):M;
« ¢1(0) = -5
s L(It+rz)—r-(z4+7r) 1—1? T - _
o ¢h(2) 127 iz )2,tehat 05(0)=1—r*=1+7r)(1—r);
1

I B Y R R Gt Vs N et PP
pu(z) = (1— /r2)? (1— /r2)? ei(VT)

o p5(0) = —e.

N 1
Osszeszorozva: g'(z20) = fo(20) - ¢1(0) - 92(0) - ¢5(r) - Pi(v/7) - 5(0) = M - 2:;;

valds, tehat g € F. A szdmtani-mértani miatt 1 +r > 24/r , de akkor ¢'(z9) > M. ¢!

szintén pozitiv
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21. A tiukrozési elv

Caratheodory tétele (bizonyitds nélkiil). Tiikrozési elv. Tiikrozés korvonalakra. Bizonyitds a kis Picard-
tételre

Tétel (Caratheodory)

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszerii zart gorbe belseje), és f : Dy — Dy
konform megfeleltetés kozottiik, akkor f kiterjesztheté6 D; — Ds homeomorfizmussa.

Példa. Konform megfeleltetés helyett diffeomorfizmussal nem igaz, pl.

f:D—D, f(reit) _ reit-i-leQ

Kovetkezmény

Ha D; és Dy Jordan-tartoméanyok (egy-egy egyszerl zart gorbe belseje), akkor a Dy — Dy
konform megfeleltetéseket egyértelmiien meghatarozza

o Harom hatérpont képe (azonos koériiljardssal);
o Egy belso pont és egy hatarpont képe;

o Egy bels6 pont képe, és ott a derivalt iranya.

Kiterjesztések

o ToObb egyszeri, zart gorbével hatarolt tartomanyok

e
c

o T6bbszoros hatarpontok
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Tétel (tiikrozési elv)

Legyen D tartomény a felso félsikban, amelynek a hatara tartalmazza az I intervallumot, és
legyen D’ a D tiikorképe a valos tengelyre.

Tegyiik fel, hogy f holomorf D-n, folytonos (D u I)-n, és I pontjaiban Im f = 0. Ekkor f
holomorfan kiterjeszthet6 (folytathaté) a Dy = (D u I u D') tartoményra tgy, hogy a D’

pontjaiban f(z) = f(z).

Y Y )

S S : :
- 7

-

Bizonyitas. Az [ pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett fliggvény folytonos
Di-en. Azt is tudjuk, hogy holomorf D-n és D'-n.
Annak bizonyitasahoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellenorizni olyan D;-beli hdromszo-

gekre, amelyeknek van pontja I-n.
Vagjuk el I-vel a haromszoget, és sziikitstik a tar-

tomanyt gy, hogy a maradék is tartalmazza a ha-
romszoglemezt, és f egyenletesen folytonos legyen.
A haromszog két fele, P, és P_ egy-egy zart poli-
gon az D v [, illetve a D u I halmazban; elég azt
igazolni, hogy mindkét poligonon 0 a vonalinteg-
ral.

Ha a P, poligont ei-vel eltoljuk a felsé tartomany
belsejébe, akkor a vonalintegral 0 lesz; az egyenle-
tes folytonossag miatt

f(z)dz= lim f(z +¢ei)dz= lim f(z)dz=0
Py e—+0

Py e=+0 Py +ei

és ugyanigy §, f(z)dz = 0.

Akinek kalapacsa van...

Mire lehetne még titkkrézni?

o Az I lehet egy masik egyenes tetszoleges szakasza

o Az I lehet egy koriv. (A kozéppontba nem terjeszt ki)
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o Az f figgvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy mésik egyenes pontjai

o Az f fliiggvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy kor pontjai, de a kdzéppont képe
0 lesz.

Bizonyitas a kis Picard-tételre

Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Bizonyitas. FElég azt igazolni, hogy nincs olyan f egészfiiggvény, ami nem veszi fel a 0, 1 értékeket.
Vegytink fel az egységkor (a kormodell) hataran harom pontot, és ezeket kossiik Ossze, az eg-
ségkorre merdleges korivekkel. Legyen ¢ az a konform megfeleltetés, amely a harom koriv kozotti
'végtelen" haromszoget megfelelteti a felsé félsiknak gy, hogy a harom cstics képe a 0, az 1 és a o0.
A haromszéget mindegyik oldalivére tiikkrozziik, és a ¢ fiiggvényt kiterjesztjiik a titkorképekre. Ezt
ismételjiik Gjra meg djra; ilyen moédon az egész egységkort kicsempézziik a haromszog tiikorképeivel,

és a o fliggvényt kiterjesztjik az egész egységkoron holomorf fiiggvénnyé.
o

C [(z0) o0

~
o
— 0

Barmelyik két szomszédos haromszoget és a kozottik futd korivet ¢ megfeleltet egy olyan tarto-
manynak, amely a két félsikbél és a (—0,0), (0,1) és (1,00) intervallumok valamelyikéb6l all.

Jeloljiink ki egy zp pontot, amelyre f(zo) a fels6 félsikban van, tehat ¢ szerinti egyik &sképe,
a az eredeti hdromszogben van. Most barmely z pont esetén definidlni fogunk egy F'(z) pontot az
egységkorben tigy, hogy w(F(z)) = f(2).

Legyen R = sup {r : 16tezik olyan F': B(zp,r) — D holomorf, amire F'(z9) = a és ¢(F(z)) = f(z)}.

A 2y egy kornyezetében F' = ¢~ o f megfelels, tehat R > 0.

Az unicitastétel miatt az F(z) értelmes a B(z, R) korlapon.

1. eset: R véges.
Ha |w — 29| = R, akkor van olyan B(w,r) kérlap, hogy f(B(w,r)) a lila, zold és kék szakaszok
koziil legfeljebb csak egyet metsz, az X szintit. Vegytink egy b € B(zg, R)nB(w,r) pontot; ennek képe
F(w) az egyik haromszégben van; ha hozzavesszitk az X szinii oldalat és az mellette levo titkérkép
haromszoget, a kettot egyiitt ¢ megfelelteti a két félsiknak és az X szint szakasznak. FEnnek a lokalis

¢-nek az inverzével F folytathat6 a B(w,r) korlapra: F(z) = o' (f(2)).
C
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Az |w — zy| = R korvonal minden pontja koriil tudjuk folytatni a fiiggvényt egy kis (mikiegérfil
alaki) korben. A kompaktsdg miatt ezek koziil véges sok is lefedi a kérvonalat. A szomszédos
korocskék metszete a nagy korbe is belemetsz, igy a kétféle folytatds egy kozos folytatast ad. Ezért
a fiillek egy kozos folytatdst adnak egy kicsivel nagyobb korre. De akkor az F' folytathato egy R-nél
nagyobb korre is. 4

2. eset: R = .

Ekkor F korldtos egészfiiggvény, ezért konstans. De akkor f = ¢ o F' is konstans. 4

Az el6bbi bizonyitast ugy is elmondhatjuk, hogy ha 6sszekotjik zp-t és z-t egy v gorbével, akkor
ezt a gorbét a lokalis ! fiiggvények segitségével az egységkorbe képezhetjiik.

20

Ha egy masik, v, gorbével kotjiik ssze zg-t és z-t, akkor ugyanezt az F'(z) értéket kapjuk. Ugyanis
7 és 1 homot6p C-ben, emiatt fo~y és fov is homotép a C\{0, 1} halmazban. Emiatt fo~y és foy
ugyanabban a sorrendben metszi at a lila, a z6ld és a kék szakaszokat, ez a lila—z6ld—kék sorozat
meghatarozza, hogy melyik csempében lesz a végpont.
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22. Harmonikus fiiggvények

Definicio

Laplace-operator, harmonikus fiiggvények. Laplace-egyenlet. Egy fliggvény akkor és csak akkor harmo-
nikus, ha lokalisan egy holomorf fiiggvény valés része. Maximum- és minimum-elv. Poisson-formula.

Hoegyenlet:
ou o Pu  Pu *u )
- = + = A
ot (63:12 Oxo? 0> ¢ “
Hullamegyenlet:
Pu L Pu Pu u\ _ 2 Ay
ot? oxr1®  Oxo? 0r,>

Laplace-operator:

A= - +872—|— +672 (= divgrad = V?)
B 69012 69522 o §In2 B & B

o Legyen D < R" 6sszefiiggd, nyilt, és u : D — R. Az f fliggvény harmonikus, ha kétszer
differencialhaté, és teljesiil ra a Laplace-egyenlet:
Pu Pu *u

Au= —5+——5+...+ = 0.
“ (911712 8.T22 §$n2

o Két valtozéban: D < R? ésszefiiggd, nyilt. Az f : D — R fiiggvény harmonikus, ha

kétszer differencialhato, és
—_— + —
or?  0y?

o Szeretjiik a R? sikot a komplex szdmsikkal azonositani, és erre j6 okunk van.

J

.

Barmely D < R” tartomanyra a harmonikus D — R fliggvények vektorteret alkotnak.

Most csak a kétvaltozés harmonikus fliggvényekkel fogunk jatszani.

122



Legyen D < C egyszeresen Osszefiiggd tartomany, u : D — R. Az u akkor és csak akkor
harmonikus, ha egy holomorf fiiggvény valés része, vagyis van olyan f : D — C holomorf
figgvény, amelyre u = Re f.

Kovetkezmény

Legyen D < C tartomany, v : D — R. Az u akkor és csak akkor harmonikus, ha D minden
pontjanak van olyan kérnyezete, ahol u egy holomorf fiiggvény valés része.

Bizonyitas. (a) allitds: Ha u egy holomorf fiiggvény valés része, akkor harmonikus:

Legyen f(x + yi) = u(x,y) + iv(z,y); a Cauchy-Riemann egyenletekbél
Fai0(e N (e N (e N2\ _&,
o2 odx\ox ) odx\ody ) oy\ox ) oy oy ) oy?

(b) allitds: Ha u harmonikus, akkor egy holomorf fliiggvény valds része:

Emlékeztet6iil, ha f = u +iv és f' = U + iV, akkor
_ Jdu ov ~du v

Eloszor f derivaltjat taldljuk ki. Legyen
0 0
U=—u, V=——u é g=UH+:1iV.
ox oy

A g holomorf, mert differencialhato, és teljestilnek a Cauchy—Riemann egyenletek:

0 o (0 0 0 0
2wl a5 - ar

0 o[ 0 0 0 0
awa(axu) :a(ay> T

Legyen f(z) a g(z)-nek egy olyan primitiv figgvénye, amelyre legaldbb egy pontban f = w.
0 0 0 0 0
—(Ref)=Ref =U=— —[Ref)=-—Omf)=-Imf =-V=_—
8:6( e/) e/ oz 6y( e/) &U(mf) m f oy

tehat Re f = u.

Példak

Ezek mind harmonikus fiiggvények:

U,

Minden lineéris fiiggvény;

arg z = Im(log z) = Re(—i - log z) (olyan halmazon, amely nem keriili meg a 0-t;

log |z| = Relog z. Ez a fiiggvény az egész C\{0} halmazon harmonikus, de nincs az egész
halmazon olyan holomorf f, aminek log |z| lenne a valés része.

Ha f holomorf, akkor Re f, Im f, log|f|, arg f is harmonikus.
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Tétel (kdzépérték-tulajdonsag)

Ha w harmonikus D-ben, akkor barmely B(c,r) korlemezre

o) = = J2wu(c+re”)dt.

Bizonyitas. A valés rész operacio felcserélhet6 az integralassal. Ha u = Re f, akkor

u(c) = Re £(c) = Re (;ﬂ f T e Teit)dt) _

0
1 2

y 1 (% y
=5 . (Ref(c+7‘e )>dt:27TL u(c+re )dt.

Megforditas?

A kozépérték-tulajdonsag dnmagaban leirja a harmonikus figgvényeket. A koévetkezd fejezetben
bebizonyitjuk.

Tétel (maximum- és minimumelv)
Ha w harmonikus D-ben és nem konstans, akkor
(a) w-nak nem létezik lokalis maximuma és minimuma.

(bl) Ha z1,29,...€ D, limz, = w, és u(z,) — supu vagy u(z,) — inf u, akkor w a D hatarén
van.

(b2) Ha D korlatos, és u folytonos a D lezartjan, akkor v a maximumat és a minimumat csak
a hataron veszi fel.

.

Bizonyitas. Legyen lokalisan v = Re f; alkalmazzuk a holomorf maximum-elvet az ef és az e~/
fiiggvényekre:

) =er, e =

Poisson-formula

Mi lehet a Cauchy-formula megfelel6je harmonikus fiiggvényekre?
Tegyiik fel, hogy u harmonikus a zart egységkoron, a € D rogzitett.

Kozépérték-tulajdonsag az U(() = u <1€:a€) figgvényre:
a
1

u(a) = U(0) = lel U(¢) d¢| = ;ﬂ lel u(é_}z) |d¢| = ;ﬂ fM:l u(w)'dlw__aaw

w

Jw—a <w—a>’dw: -aw) —(w=-a(-a) 1=l

1 —aw 1 —aw (1 —aw)? (1 —aw)?
Tehét, felhasznédlva, hogy |1 — aw| = [ww — aw| = |w — @| = |w — al,
1 1— |a|? 1 1—]al?
w@ =2 [ ) 22 g = J w(w) - (£ 121 g,
27 Jywi=1 11— aw| | =1 21 |w — al
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. , 1—lal?
Legyen a = re'?, w = e. A i tort két fontos alakja:
|1 — aw|?
1 —af? 1—la> Re((w+a)(w—a)) (w+ a)(w —a) w+a
— = = — = Re —~ = Re
1 —aw|?> |w—al? (w—a)(w —a) (w—a)(w—a) w—a
és
1—la?> 1 —|al? 1 —|al? 1—r?

1 —aw]? (1 —aw)(l—aw) 11— (aw+aw)+|a> 1—2rcos(p —t)+r2
Ezeket beirva:
2 it 27 2
‘ 1 + ) 1 1-—
u(a) = J u(e”) - [ =—Re e.t “ar = J u(e™) - | — - r dt.
i—o 27 et —a =0 21 1—2rcos(p —t) +1r?

Tétel (Poisson-formula)

Ha u harmonikus a zart egységkoron, akkor minden z = re € D-re

u(z) = u(re®) = ft ’ u(e) - P(r, ¢ — t)dt

=0

ahol )
1 1+ ret B 1—r2

T o 1 e 27(1 — 2rcosf + r?)’

a P(r,0) fuggvény a Poisson-magfiigguény vagy Poisson-kernel.

Tétel (a Poisson-magfiiggvény tulajdonsagai)

P(r,t) folytonos, pozitiv, és SZO P(r,t)dt = 1.

Bizonyitas. Poisson-formula a konstans 1 fiiggvényre. ]

A kor minden bels6é pontjaban u értéke a hataron felvett értékek sulyozott atlaga; a Poisson-mag
értékei a sulyok.

A holomorf fiiggvény felirasa integral alakban

A Poisson-kernel elsé alakjabol felirhatunk egy olyan holomorf fiiggvényt, amelynek u a valds része.
1 27 ) it + 1 27 ) it +
u(z) = f u(e™) - | Re € T2)dt = Re f u(e™) - T,
2m Jio et — z 21 Ji—o et — z

Az f(z) = %J u(e™) - Zit — zdt paraméteres integral holomorf; ennek a holomorf figgvénynek a
t=0

valds része az u.

A valds rész helyett vehetjiik a képzetes részt is, igy felirhatjuk az u-hoz tartozoé egyik v fiiggvényt
is (az u harmonikus konjugaltjdt); lehet parcidlis derivaltakat venni stb.
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Cauchy- vs. Poisson-formula

Ha f holomorf a zart egységkoron, akkor Re f és Im f is harmonikus, ezért a kor belsejében
2 )
flz) =1 f(") - P(ro—t)dt.
=0

t=

A Cauchy-formulét is atirhatjuk ilyen alakba. Mivel a korvonalon dw = iw |dw|,

1 flw) J w f
— d = . d == * C d .
1) = 5 | s = | g = | )t wla
|w|=1
AC(z,w) = 2(7”0) magfiiggvény integralja is 1, de a fiiggvény nem hogy nem pozitiv, de még
m(w— 2z

csak nem is valés értékii. Ezen tgy segitiink, hogy a Cauchy-formuldban szereplo wl_z—hez hozzadunk

egy holomorf fiiggvényt; a Cauchy-alaptétel miatt ez nem valtoztatja meg az integral értékét:

1 [ f(w) 1 1 z ,
f(z) = — ——dw = — f(w)( — + — > iw |dw| =
27T‘Zw J: 1w z 27T|Zw |J= ) w—z wlw ZW T
1 1— 2%
_ 27Jf(w)w ’ZZ||2 |duw|.

|w|=1

A Poisson- és a Cauchy-formula kozott a kiillonbség: egy holomorf fliggvény.
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23. Dirichlet-feladat

A Dirichlet-feladat. A Dirichlet-feladat megoldasa az egységkorlemezen. A harmonikus fliggvények
jellemzése a kozépértéktulajdonsaggal.

Dirichlet-feladat

Adott egy D Jordan-tartomany, tovabba egy folytonos u : 0D — R fiiggvény. Terjessziik ki u-t
olyan D — R fiiggvénnyé, amely folytonos, és a tartomany belsejében harmonikus.

A Dirichlet-feladatnak egyetlen, egyértelmii megoldasa van.

Eloszor visszavezetjik arra az esetre, ha D az egységkor.

g u, f

— > —> R

\—ﬁ'

Legyen g : D — D konform megfeleltetés; a Caratheodory-tétel szerint ez folytonosan kiterjed a
hatérra.

Az egységkorvonalon legyen U(z) = u(g(z)). Barmely u : D — R akkor és csak akkor megolddsa
a Dirichlet-feladatnak, ha az u o g fiiggvény megoldasa a Dirichlet-feladatnak az egységkoron az U
fiiggvénnyel:

uwharmonikus D-n < u = Re fegy f € O(D) fiiggvénnyel <« U = Re(fog)egy f e O(D)
figgvénnyel <« U = ReF egy F € O(D) fiiggvénnyel < U harmonikus D-n

Tétel (a Dirichlet-feladat megoldasa az egységkorlapon)

Legyen u : {|z| = 1} — R folytonos. Az u egyetlen folytonos kiterjesztése a zart korlapra,
amely a kor belsejében harmonikus:

2m
f u(e®) - P(r,t — p)dt har <1;
t=0

U(re?) =

u(e') ha r = 1.

Bizonyitas. Ezeket kell ellenorizntink:
(1) U harmonikus a kor belsejében;
(2) U folytonos a hatéron;
(3) Ha U; is megoldasa a feladatnak, akkor U = Uj.

1. Allitas: U(z) harmonikus a kor belsejében.

Ahogy mar lattuk, z = €' esetén

U(z) fw w(et) - P(rt — g)dt — — ﬁ T uet) <Re " Z>dt _




1 2m ) it
Az F(z) = <f u(e™) - ¢t Zdt) holomorf, és U = Re F.
t

21 Jio et — 2z

2. allitas: U(z) folytonos a hatéron.

Elég az 1-beli folytonossagot igazolni.

A feltétel szerint a hataron U folytonos; azt kell iga-

zolni, hogy Ui
lim U(z) = u(1). ‘
|z]<1 l

Legyen € > 0 adott; ehhez keresiink § — . n

Legyen K = max |u(e™)]. Van egy olyan 0 < n < ,
hogy [t| < n esetén |u(e™) — u(1)] < /2.
A 0 most még titok, de biztos, hogy § < 7.  Ha

zeDn B(1,9).
1 21 ] 1—|Z|2 1 27 1—|Z|2
U(z) —u(l)|=|— T dt — — 1) ———=dt
) —ubl= (g | ue G [ w0
1 21 ] 1— |Z|2
S A e .
o ) u(e”) —u(1) e
Az integralt mashogy becsiiljiik a 0-hoz kozel és tavol.
1 21 ] 1 _ |Z|2
Uz) —u(l)| < — ity — (1 ‘ — g
V() —u1)] < 5 LO e ()| o

Az 1-hez kozel, vagyis ha 0 < t < 7 vagy 27 — n < t < 27, akkor |u(e™) —u(1)| < £

™ 1_ 2
(J J ) J f.%dtzi_
DI 2 et — z 2

Az 1-t6] tavol, vagyis ha n <t < 2w — 1, akkor |u(e®) —u(1)] < 2K,

2| >1—6 és 1—|z= (14 2]) (1 — |2]) <24,

2
Do 2 0T 4 |z —1] < <

!eit—1‘>‘ei”—1‘=281n2 57 5

%\3

it i non_n
L e L
S B i 26 64K 6
J < — 2K - 2dt< o
n 2m Jy (n/4) 7

Tehat, |U(z) —u(l)] < § + 64[55, ha 0 < akkor ez kisebb, mint e.

‘ — n e
A valasztasunk: ¢ = min <4, 128K>.

128K )

3. allitas: Ha U; is megoldasa a feladatnak, akkor U = Uj.

Legyen Uy, = U — U;. Ez is folytonos, és a kor belsejében harmonikus; a hataron U = U;.
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A maximum-elv miatt U, a hataron felveszi a minimumaét és a maximumat is, tehat mindketté 0.
Akkor viszont Us a konstans 0, vagyis U = Uj.

Tétel (a kozépérték-tulajdonsag megforditasa)

Legyen D < C tartomany, v : D — R folytonos. Tegytik fel, hogy minden ¢ € D-hez van olyan
ro > 0, hogy barmely 0 < r < ry esetén

1 27 )
u(c) = 7 ﬁ_ou(c + re')dt.

Ekkor v harmonikus fliggvény.

.

Bizonyitas. Legyen K korlemez, amelyre K < D; azt fogjuk igazolni, hogy u harmonikus K
belsejében. Ha ez minden K-ra igaz, akkor u a teljes D-n harmonikus.

Az u fiiggvény folytonos a K hataran; legyen U a Dirichlet-feladat megoldésa a IC korre, a hataron
az u figgvénnyel. Ekkor U is folytonos, a IC belsejében igaz ré a kozépérték-tulajdonsag, és a korlemez
hataran U = u.

Vizsgaljuk az Uy, = U — u fiiggvényt. Erre is folytonos, igaz ra a kozépérték-tulajdonsag, és a
hataran U; = 0. Ebbdl fogjuk bebizonyitani, hogy U; az egész korlapon 0, mert akkor u = U, és
akkor u harmonikus.

Allitas: Ha U, folytonos K-n, a kérvonalon 0, és minden ¢ € K-hoz van olyan ro > 0, hogy

bérmely 0 < r < rq esetén Uy (c) = 5= SZO Ui(c + ret)dt, akkor Uy = 0.

Bizonyitas. Legyen M = max Uy; mivel a hataron U; = 0, M > 0. A célunk igazolni: M = 0.
Legyen H = {z € K: Uy(z) = M}. Mivel U; folytonos, a H halmaz relativ zart.
Megmutatjuk, hogy H nyilt is.
Barmely ¢ € H-hoz van olyan ry > 0, hogy 0 < r < rg esetén
1 21 ] 1 2
M=U1(c)=f Ui(c+ret)dt < — Mdt = M.
2m t=0 T Ji=0

Ez csak gy lehet, ha az egész |z — ¢| = r korvonalon U; = M.
De ez minden 0 < r < 1y esetén igaz, tehat a teljes B(c, ro) korlapon U; = M, tehat B(e,r) < H.
Mindez barmelyik ¢ € H-ra elmondhato, tehat H nyilt.

H c K egyszerre nemtires, relativ zart és nyilt, tehat H = .
A IC belsejében U; = M, a hataron U; = 0; a folytonossag miatt ez csak tugy lehet, ha M = 0.

Ugyanigy, min U; = 0, tehat U; konstans 0.

Kitekintés: Mese a j6 magftiiggvényekrol

Egy 27 szerint periodikus f(t) fiiggvényt Fourier-sorba szeretnénk fejteni:

% N
f(t) = Z ape™ = lim Z ane™.
n=—N

N—o
n=—ao

Ha van ilyen sor, és egyenletesen vagy Lo-ben konvergens, akkor

1 27 )
ay = J f(s)-e™ds.
21 Jo
1
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Vajon ha ezekkel az egyiitthatékkal irjuk fel a Fourier-sort, konvergéalni fog pontonként az f-hez?
Az N-edik részletosszeg

N . N 1 27 A .
sw(t) = 3 ane™™ = 3] (—f £(s) - dt)
n=—N ne—N 2 Jo
27 1 N ( ) 2
— n-2wi(t—s o .
_L f(s) Gy n;Ne dt _JO f(s)Dn(t — s)dt;

1 i n27rit_Sin<N+%)t
27 W B 27r-sin%t

az N-edik Dirichlet-magfiigguény.

Ha N — oo, akkor a Dirichlet-magfiiggvény nem viselkedik elég szépen, példaul Sﬁﬂ |Dn| — 0,
és f(t) folytonossagdbol még nem kovetkezik, hogy hogy a Fourier-részletosszegek pontonként f-hez
tartananak.

10
sinl{1 1/ 2]z}
8 sindr/7)
sin({2 #1/2)x)
—_—
6 singa/ 2]
sin[{3+1/2)x)
.‘\.I.II::J'_;II
—d !
L] sin({d +1,/2)x)
S
e sindr /2]
Rz 1

Fejér Lipot otlete volt, hogy a részletosszegek atlagat vizsgalja:

So(t) + Sl(t) + ...+ SN_l(t)
N

O'N(t) =

=J "y 2ol +D1(t);\r[...+DN_1(t)dt=L ()Pt — s}t

1 sin Nt >
Fy(t) = —= ——
w (1) 2rN < sin %t)
az N-edik Fejér-magfiiggvény.

A Fejér-magfiiggvény nemnegativ, és ha N — oo, akkor az integralja a 0-ba koncentral6édik; ha
f(t) folytonos, akkor a Fourier-részletosszegek atlaga pontonként tart f-hez.
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1 2 3

A Poisson- és a Fejér- magfiiggvények bizonyos értelemben "j6" magfiiggvények...

Bovebben: — fiiggvénysorok, Fourier-analizis
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51. Riemann-zeta fiiggvény

Az Euler—Riemann féle ( fiiggvény

Definici6
Res > 1 esetén
1
¢(s) = 2—11 p
Hagyomanyosan Res = o, Im s = t vagyis s = o + it.
w 1

o> lesetén a ), | - sor abszolit konvergens, az 0sszegfiiggvény holomorf.

o0
Bizonyitas. Ha oy > 1, akkor a o > o félsikban Z — kozos konvergens majorans.
n

n=1

Kovetkezmény

Res > 1 esetén

Tétel (Euler-szorzat)

Res > 1 esetén ((s) = H
P
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Bizonyitas. A lényeg: ha 2% > N, akkor

||1+l+i+ i 14—+ 24+ L 4 néhdny tovabbi — ¢
.. = C nenan ovabDbD1 ag.
S 2s sz 9s 3s Ns Y ns )

p<N p-p
o1
Vs Ve>0 3N, ), —<ce
n=Ng+1
Vs Ve INy(s,e) YN=Ny VK=N
I]O+1+ +1) O+1+ +1># i LR
p<N p? pKS 2¢ N® n=No+1 ne
1 1 1
K — o Vs Ve dNo(s,e) YN=Ny(s,e) H - 1+ —4+...+—)l<e
- = 2s Ns
p<N p
1
N — w0 Vs Ve Hl_L—C(s)\a
p S
1
e—0: Vs Hl_i—g(s)zo.
p p®

Kovetkezmény

Res > 1 esetén

Ezek a sorok mind lokalisan egyenletesen konvergensek.

Definicié (von Mangoldt fiiggvény)

A(n) = {logp han=0p

k

0 egyébként

Ezzel a figgvénnyel
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Tétel (Kiterjesztés az egész sikra)

A ((s) fiiggvény kiterjeszthetd az egész sikra, kivéve az s = 1 pontot, ahol elsérendii pdlusa
van 1 reziduummal. Egy lehetséges kiterjesztés:

¢(s) = At — °) f G dz  (s#1)

211

fiiggvényre igaz, hogy (1 — s) = &(s) és (1 —3) = &(s).

A (-fiiggvény gyokei

A T'(s/2)-nek egyszeres pélusa van a —2, —4, —6, ... pontokban; tehat ott a ((s)-nek egyszeres gyoke
van; ezek a ¢ fligguény trividlis gyokei.

A &(s) értékei a Res = 3 egyenesen tisztén valésak. Ebbé] sejtette Riemann, hogy a nemtrividlis
gyOokok mind ezen az egyenesen vannak.

Lemma

(a) Barmely pozitiv egész N és o > 1 esetén

1 Nli=s ©
Z — = — sf & dz.
ns S — 1 N xs-&-l

n=N+1

(b) Specialisan, N = 1 esetén

C(s) = ! +1 —SJOO ;i}ldx.

s—1
Bizonyitas.
_i ;S: J: d([x]xs— N) _ [[x]x—s N]OO_J: ([x]_N>d<$15)
_ f: (v = fa} = N) - (=so7Mde) = s f: v e — s J: 2 {a}de — Ns L:O vz



Tétel (kiterjesztés a jobb félsikra)

A ((s) fiiggvény holomorfan kiterjeszthet$ a jobb félsikra az s = 1 pont kivételével, ahol

elsorendii polusa van 1 reziduummal.

Bizonyitas. A Lemma szerint barmely N pozitiv egész és o > 1 esetén

N 0 N 1— 0
1 1 1 N {2}
C(S):Zns+ Z ns:Zns—i_s_l_Sf :Es+1dx'

N

Tetszoleges 0p > 0 esetén, a 0 > o félsikban az integralt egyenletesen majordlja az f p—
N Z

integral, tehat egy holomorf fiiggvényt &llit elo.

© dx

A jobboldalon &llé képlet a jobb félstkon holomorf, kivéve az s = 1 pontot, ahol a reziduum

NO =1.

(A kiterjesztés nem fiigg att6l, hogy melyik N-et valasztjuk.)

A D] # sor viselkedése

n:1ns s—1 N JIS'H
N 0
1 1 —0 it lo {LC}
:ZE_‘_S_l‘Nl eltloe N _ J $S+1dx (0 >0)
n=1

o Az utolsé integral 0-hoz tart.

e Ha o> 1, akkor az N'=% = N177 . ¢i*198 N gorozat egy spirdl mentén halad befelé.

e Ha o =1, akkor az N'=¢ = ¢/19e N gorozat egy kor keriiletén halad kérbe.

o Hao <1, akkor az N'=% = N177 . ¢itlo8 N gorozat egy spirdl mentén halad kifelé.
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1
(n+1)s

Az ni és tagok kozotti szog:

t
argm —arg & = —tlog(n+ 1) + tlogn ~ -

Amig n « [t|, a tagok irdnya latszélag Ossze-vissza ugral. Amikor n és ¢ nagysdgrendje hasonld, a
részletosszegek szép sima gorbe darabok mentén haladnak.

A o > 3, |t| > 3 halmazon

Bizonyitas. Legyen N = [t?]. A kiterjesztés szerint

1 Nt * A{x
SOT) N SEL A . 2 P
Shn s—1 N T
1 Ni-s *© {z} Ni=° * dx
-, =< + dz < + =
o o N P R W e e
N7 s A0 oy 1 1

= + =0(1).

< + <1+ +
| oN° || ovit? —1 V-1 . /1_1

C
Tetszbleges C' > O-ra [t| > 3, 0 > max (1 ~ Toglil 0) esetén
og

(@) ¢(s) =O(loglt); (b)) ¢'(s) = O(log [t]).

Bizonyitas. (a)




21+o‘ 02f+0 = O(log [t]).

n<t? n<t?

(b) Elég [t| > e“*2 esetén bizonyitani.

Aoc>1- og 1 tartoményon [((s)| < O(log|t|). Ez a tartomany tartalmazza a B(s,1/log|t|)
0g
korlemezt.
—_1_C+2
A T o

£

0 1

A derivaltra vonatkoz6 Cauchy-formuldbdél

¢
QMJUJ . C(iw)de max ‘(w)‘gO(log2 t]).

[w—s|= 10g|t| |U) S|

log [t

3+ 4cosx + cos2z = 0.

Bizonyitas.

3+4cosx +cos2x =3+ 4cosz + (2C082:)3 — 1) =2(1 —cosz)? = 0.

o > 1 esetén

3

¢ - [¢(o +at)|" - |¢(o + 2it)| = 1.

Bizonyitas.
3log ’((0)‘ + 4log ‘C(a + zt)| + log ‘C(O’ + zt)|

= 3Relog§( )+4Relog((a+it) Relog((a+it)

0
:3ReZZ o +4Re22k k(m +Re22k D
= P k=1 P k=1
— Zp]li p ; (3 + 4 cos(ktlogp) + cos(2kt logp)) > 0.

t # 0 esetén




Bizonyitas. Lattuk, hogy o > 1 esetén

C@) - [¢lo +it)[* - |¢(o + 2it) = 1

avagy
3 (4

t

(0 —1)-|(c—1)-C(o)] - C(;’j;)‘ -[¢(o + 2it)] = 1.
" Indirekt tegyiik fel, hogy (1 + it) = 0; akkor
't t) — (1 + ot
lim SO _ g SOF = CAHH) gy
o—1 og—1 o—1 o—1

véges szam.
A ((s)-nek els6rendii pélusa van s = 1-ben 1 reziduummal, ezért lim ((o — 1)@(0)) = 1.

o—1+0
Tehat a 0 — 1 + 0 hatardatmenetbdl

14
(c—1) - (0—1)'((0))3 : ‘W ((o +2it)] > 1
l l l l
0 1 I+t jca+2it)] = 14
Alkalmas A, a > 0 konstansokkal, o > 1 és [t| > 3 esetén |((o + it)| > ﬁ.

Bizonyitas. Valasztani fogunk egy oy = 0 + d szamot, 0 < d < 1.

| |

| |

| | |

| | |

| | |

| | |

! lo+it oy +it
| - ———o

| | |

| | |

| | |

| | J |

| | L >
1 o o1

Lattuk, hogy
3 N .
[C(o)]” - [Clor + it)|" - [C(or + 2it)| = 1.
“d 1 1 2
Triviélis,hogy((al)<1—i—f1 x:i:l—i—al_l <1+E<g'
Tudjuk, hogy ‘C(UO + 2it)‘ < Cyloglt| és ‘(’(0 + zt)‘ < C’g(log\t])2 (Cy,Cy > 0).

d3/4

3/4

Clor +it)] = [¢(o0)| "¢ (o + 2it) TV > (g) (Cylog )~ = cgw.
o1 /

‘C(a%—it)‘ > ‘C(al%—it)‘ —J ‘Q’(x+it)}dx>03 il

2
i W —Ogd(10g|t|) .

138



Feltételezhetjiik, hogy Cs = Cjs; egyébként Cs-t szabadon novelhetjiik.
A d-t ugy valasztjuk, hogy a masodik tag fele legyen az elsonek:

d3/4 (C3/2C)*

Cs———— = 2Cyd(log t|)*;  d= -2 .
(log #) " (o8 ] (log [¢])”
A
+it)| > Cod(log|t))? = ———.
C(o +it)| > Cad(log]t]) (g 1)

Kovetkezmény

o =1, |t| = 3 esetén
/

%(0 + zt)‘ < O(|logt[%).

Bizonyitas.

!

i(a L it) !

- rm il O((1oglt))*) - O((10gt1)?).
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52. Primszamtétel

Definici6

) Todt
ﬂ(x)zzél; liz = , Togt
W (z) = Z log p = log (H p) (Csebisev-féle ¥-fiiggvény)
psw P<T
Y(x) = Z A(n) = loglkkt(1,2,...,[z]) (Csebisev-féle ¢-fiiggvény)
n<T
> A(n) ha x nem egész szdm

Yo(r) = S A(n) + %A((I;) ha = egész szam

n<x

M(z) = Z pu(n)  (Mertens-féle M-fiiggvény)

n<T

Tétel (A primszamtétel néhany ekvivalens forméaja)

Ezek az allitasok ekvivalensek:
o m(x) ~ loza:; m(x) ~liz
« Hz)~az; P(@)~z; dolz) ~ 2
M
. M)
T

Egyiitthat6formula valtozatok

A

\/

Ha X > 0, 0y > 1, akkor ...
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Egyiitthat6formula, 0. valtozat
Az integralokat és szummaékat teljesen szabalytalanul, 6ssze-vissza csereberélve:

1 [ootiT 1 haX=1
i — X*ds = &
T—oo 277 0 ha X #1;

oo—iT

‘ 1 oo+iT CI . ) 1 oo+iT a0 X s @
o] (= F@)xeas = pm o [ (N aw(5) Jas®

o oo—iT n=1
@ 00 . 1 oo+iT X s =
= ;A(n) 7111_1)12130 2_7-'@ - E dS = A(X) S
Lemma (Egyiitthat6formula, 1. valtozat)
| X 1 haX>1
— —ds = % ha X =1
2mi Re s=o09 S
0 ha< X <1;
1 ¢’ ) X
— — =5 ds = A(n) =yP(X
) (-5w)3 3 4w = ()

El6énye: pontosan ¢ (X)-et dllitja el6. Hatranya: feltételesen konvergens improprius integréalt és
szummat kell felcserélni.

Lemma (egyiitthatéformula, 2. valtozat)

1 X? logx ha X >1,
- ds =
2t 52

omi 0 ha 0 < X < 1;

Re s=o09

1 ! X X
2mi Re s=0¢ (_ C_(S)> s° ds = Z A(n) . logg

271 b

El6énye: abszolit konvergens. Hatranya: Nem pontosan (X )-et, hanem egyfajta atlagat adja
meg.

Lemma (egyiitthat6formula, 3. valtozat)
Ha X > 0, oy > 0, akkor

1
1 X l—— haX>1
= ds = x @ ’
27 JRes=0p 5(5 + 1) 0 ha 0 < X < 1.

Bizonyitas. Egyenes szakasz helyett koriven integralunk.
Ha 0 < X < 1, akkor a jobb koriven

1 X d 1 X
- S = —— -
271 JResmoy S(5 4+ 1) 2mi Jy s(s+ 1)

ds = O(1/R).
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<110 a;

-~

Ha X > 1, akkor a bal koriven

1 X
2710 Jres—o, S(5 + 1)

X* X* 1 X° |
-R R | -2 ds=1- 2 1+ 0@/R).
S=GOSS(3+1)+s=(isls(s~|—1)+2m'JCs(s~l—1) ° x TOWER)

Ha X > 0, 0y > 1, akkor

=] (~20) - 2 (15 )2

Bizonyitas.

1 ¢ X1 S A\ XT
omi Res_go(‘<(S>)s<s+1>ds‘szm_m<2 e )s<s+1>ds‘

_ i (A(n) . ;MJR: if?fids) - gA(n) . {1 -5 haég >£,

Megjegyzés. Legyen ¢ (X) = Z A(n) - (1 — ﬁ). Ez a fiigguény éppen a (X)) figguény Cesaro-

n<X X
atlaga:
1 (X
— | Y(r)dr = f ( )dx— A(n f (z)de = A(n
XJ[; n<w nEX X n nEX

Tétel (Primszamtétel [Georg Friedrich Bernhard Riemann, Jacques Salomon Ha-
damard, Charles-Jean de la Vallée Poussin])

Bizonyitas. Tovabbra is legyen



el6szor azt a gyengébb allitast igazoljuk, hogy
X 1
lim Ll( ) = -

P e D, ¢ 2
Azt mar lattuk, hogy ha X > 0, o9 > 1, akkor

n<X

w1<X) B 1 C/ X1
0, (CC0)

Vegytink egy T > 3 szamot, és ehhez egy d = d(T')-t gy, hogy a |t| < T, 0 = 1 — d halmazon
¢ # 0. Ezen kiviil legyen U > T és X > 1 szintén tetszoleges.

X-szel elosztva,

A

v | !

+11

0 1 |00
] I G B

—iT

—iU ¢ {

Rogzitett T, d, X esetén a kék, lila és barna szakaszokon X* korlatos, %(S) = O((log t])*), az

integrandus nagysagrendje legfeljebb O( log 1th* ). Emiatt az integralok 1éteznek, s6t, ha U — oo, akkor

barna gorbéken vett integralok 0-hoz tartanak (mikozben konstansok), tehat a barna vonalakon az
integral 0.

A reziduumtétel miatt

L (L) X,

270 ¢ s(s+1)
(o) U Lo L L)
=Res | — = (s — .
s=1 C S(S + 1) 2m barna lila zold bordé
Az ((s)-nek elsérendii pélusa van az s = 1-ben, ezért Res > (s) = —1, és

C/ Xs—l 1
R - = =—.
T ( ¢ (5) s(s+1) 2

%)((X 27”<Jbama Jhla Lold Lordo( C/ >3()3(111>ds>'



A lila szakaszokon | . | < c {7 (lotg%)adt = O(M).
A z6ld szakaszokon [X*7 < 1, | . .| < Or(d) (az ordé-konstans fiigg T-t6l).
A bordé szakaszon | < Or4(X~%) (az ordé-konstans fiigg T-t61 és d-t8l is).

‘ wl (X) ; i L(’jld J;)ordé

X 2
.
I T g

’ Sbordo’

< f
lila

‘ h

_|_

< o(ﬂogf)a) + Or(d) + Opa(X™9).

Rogzitjik T, d-t és X — oo:

Most d — 0:
: n(X) 1 (logT)"
1 — - <
msup | e <O
Végil T — oo:
. (X)) 1
1 - =<0,
P Tx T2
vagyis
(X)L
N Ty
X 1
Most mar tudjuk, hogy )}im ?/11)(() =5
—00

0 < A < B-re vizsgdljuk A -1 (A) és B -11(B) kiilonbségét:

B-1(B) = A-4n(A) = Y (B-n)A(n) = Y (A —n)A(n) =

n<B n<A

= Y (B=AAn)+ >, (B-n)An).

n<A A<n<B

\S

0 A B

A A(n) egytitthatdja az elsé dsszegben B — A; a méasodik sszegben (B — A)-r6l indulva linedrisan
lecseng 0-ig. A A(n) kézben nemnegativ. Ezért,

Y (B=A)A(n) <B4 (B)— Ay (A) < ) (B~ A)A(n)

n<A n<B
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(B —A)p(A) < B-1h1(B) = A~ (A) < (B = A)p(B).

(B = A)p(A) < B-1h1(B) = A~ (A) < (B = A)h(B).
Legyen 0 < § < 1, és irjuk fel az el6bbi becslést az ((1 — 0)X, X) és az (X, (1 + 0)X) parral is:
X (X)—(1=6)X - wl((l — 5)X) <OX - YPp(X)< (1+90)X - wl((l + 5)X) — X (X)
Osszunk § X 2-tel:

1 (X) (1-97 ¥((1-6)X) _vX) _ 1+ 2 vi(1+0)X) 1 ¥i(X)

< < : - <
) X ) (1-0)X X ) (1+9)X ) X
Most X — oo:
11 (1= 1 .. U(X) ) P(X) (14462 1 1 1
- ———-z-<l f < < o= <
52§ 2SR e TX 5 26 2
o _ .o Y(X) »(X) 0
1—§<h)r(njO%f X <h§<nj;pT<1—l—§.
Végil 6 — +0:
(X)L »(X)
1<h}r{nﬁ1£f X Shg{njgp X <1,
vagyis
. P(X)
e T
KBSz, @

Ha igaz a Riemann-sejtés ...7

Jol ismert, hogy a (-fliggvénynek végtelen sok gyoke van a Res = % egyenesen. A Riemann-sejtés

szerint a nemtrividlis gyokok mind ezen az egyenesen vannak, és nincsenek tobbszoros gyokok. Ha
igaz a Riemann-sejtés, akkor a lila-zold-bord6 torottvonal helyett a Res = % + € egyenesen is integ-
ralhatunk, ahol az integral nagysagrendje O(X %”).

A

[
\/

L
5 T €

[

A primszamtétel néhany hibatagos alakja, ha a Riemann-sejtés igaz:

W(X) =X +0(VXlog? X);
m(X) =1iX+O0(vVXlog X).
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Es ha nem igaz a Riemann-sejtés ...7
Ahol ((s) = 0, ott %-nak elsérendii poélusa van. Ha az integracios utat attoljuk egy gyokon, az ottani

reziduum ad egy X-hatvany nagysagrendii plusz hibatagot.
Az Osszes reziduum 6szegébol kaphato az explicit” formula:

Yo(X) =X =) );p — log(27) — ;log(l — X2,

A szumma a 0 < 0 < 1 sdvba es0O, a képzetes rész szerint rendezett gyokokon fut végig.

!/ Xs
(- G0 ) -

Felismerhetjiik, hogy

és ha p gyoke ((s)-nek, akkor

A Riemann-sejtéstol fiiggetleniil?

e de la Vallée Poussin, 1899:
¢
log [¢|

o U(X) = X + O XemPEY)

o ((s)#0,hao>1-

o m(X) =liX+O<Xe_bvl0gX>
e ... Hardy, Littlewood, Weyl, Vinogradov, ...

e Vinogradov, 1958:

C
(log[t])?/3(loglog |t])'/3

o YX)=X+ O<Xe_“(1°gX)B/S(loglogX)1/5)

o ((s)#0,hac>1—

o mX)=lX+ O(Xe—b(logX>3/5(loglogX)1/5)

Bovebben:

o E. Landau: Handbuch Der Lehre Von Der Verteilung Der Primzahlen
o K. Prachar: Primzahlverteilung
o I. M. Vinogradov — A. A. Karatsuba: The method of trigonometric sums in number theory

e Analitikus szdmelmélet kurzus
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Tovabbi fejezetek, elokésziiletben

50. Gamma-fiiggvény

Szorzat- és integral alak
Fiiggvényegyenletek

Stirling-formula

30. Analitikus folytatas

35. Runge approximacios tétele
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40. Mittag—Lefler feladat
41. Welerstrass-feladat

45. Riemann-feliletek
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46. A Picard-tételek

Végig hasznélni fogjuk az R = C\{0, 1} Riemann-feliletet. Az egységkorlemezt (amit azonositunk a
Poincaré-féle kormodellel) kicsempézziik hdromoldald tartomanyokkal, ez a kicsempézett kormodell
lesz az R Riemann-feliilet univerzdlis fedése, pontosabban az univerzalis fedés egy lehetséges bedgya-
zasa a komplex sikba. Azért, hogy az univerzalis fedést kihangsilyozzuk, a kicsempézett kormodellt
U-val fogjuk jelolni.

Vegytink fel az egységkor (a kormodell) hataran harom pontot, és ezeket kossiik Ossze, az eg-
ségkorvonalra merdleges korivekkel. Legyen ¢ az az egyetlen konform megfeleltetés, amely a harom
koriv kozotti végtelen haromszoget megfelelteti a felso félsiknak tgy, hogy a harom csics képe a 0,
az 1 és a 0. Az illusztracié kedvéért a fels6 és az alsé félsikot, a 0, 1 és co-nek megfelel pontokat,
valamint az ezeket elvilaszté (—o0,0), (0,1) és (1, 0) valds intervallumokat is kiszinezhetjik egy-egy
szinnel.

C

A haromszoget mindegyik oldalivére tiikkrozzik, és a titkrozési elv segitségével a ¢ fliggvényt
kiterjesztjiik a szomszédos tiikorképekre. Ezt ismételjiik Gjra meg djra; ilyen moédon az egész komplex
egységkort kicsempézziik a kiindulé haromszog titkorképeivel, és a ¢ fliggvényt kiterjesztjik U — R
holomorf fiiggvénnyé.

A kiterjesztett ¢ fliggvény barmelyik két szomszédos haromszoget és a kozottik futd korivet
¢ megfelelteti egy olyan tartoméanynak, amely a két félsikbol és az egyik elvilaszto szakaszbdl (a
(—00,0), (0,1) és (1,00) intervallumok valamelyikébdl) &ll.

A o figgvény az U univerzalis fedofeliilet vetitése az R Riemann-feliiletre.

Kis Picard-tétel

Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden komplex értéket
felvesz.

Bizonyitas. Az f(z) helyett vehetiink egy A - f(z) + B alaku fiiggvényt is, ezért elég azt igazolni,
hogy minden olyan f egészfiiggvény, ami nem veszi fel a 0,1 értékeket, konstans.

Vegytink tehéat egy tetszbleges holomorf f : C — R fliggvényt; azt fogjuk igazolni, hogy f(2)
konstans.

A bizonyitashoz konstrualni fogunk egy holomorf F' : C — D fliggvényt azzal a tulajdonsaggal,
hogy po F' = f.

Jeloljiink ki egy zo € C pontot, és legyen a € D olyan pont a kérmodellben, amely az f(z)
folétt van, vagyis p(a) = f(z). Most barmely z pont esetén definidlni fogunk egy F(z) pontot az
egységkorben tgy, hogy ¢(F(2)) = f(z).

A C komplex sikon barmely két, zp-t és z-t Osszekoté vy és o gérbe homotép. Az f szerinti
képiik, f oy és f oy kezd6- és végpontja kozos (f(zo) és f(2)), és homotépok R-ben. Ezért az U
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fedéfeliiletben a f oy és f o, gorbék a kezdéponti felemeltjeinek a végpontja is megegyezik. A
felemelt gorbék végpontja mindig ugyanaz. Ezt a kézos végpontot valasszuk F'(z)-nek.

C (20) o% l‘-s

fom
2() . N
N 1)) o
M foxy

P f(2)

Az F(z) figgvény holomorf, mert f(z) és ¢ lokalis inverzeinek kompozicidéja. Tovdbba a ¢
visszavetiti a felememelt gorbéket R-be, tehat valoban ¢(F(2)) = f(z).

Az F : C — U egy korlatos egészfiiggvény, tehat konstans. Akkor viszont f = ¢ o I is konstans.
Ezzel bebizonyitottuk a kis Picard-tételt.

Nagy Picard-tétel

Tétel (nagy Picard-tétel)

Ha f(z)-nek lényeges szingularitdsa van a ¢ pontban, akkor a ¢ barmely pontozott kornyezeté-
ben, legfeljebb 1 kivétellel, minden komplex értéket végtelen sokszor felvesz.

1 1
—sin — a 0 kozelében
4 %

Bizonyitas. Legyen D = D\{0}. Indirekt tegyiik fel, hogy f : D — R holomorf, és lényeges
szingularitdsa van a O-ban; ebbdl fogunk ellentmonddsra jutni.

Ismét legyen zy € D olyan pont, hogy f(zo) a felsd félsikban van, és legyen a € D olyan pont a
kormodellben, amely az f(zg) folott van, vagyis ¢(a) = f(z0).

Prébalkozas. Tetszoleges z € D ponthoz megprébéalhatunk egy F'(z) pontot rendelni az U feliileten.
Kossiik 0ssze zg-t z-vel valamilyen folytonos v gérbével. Az f o~ gorbe dsszekoti az f(zg) pontot f(z)-vel,
és ezt a gorbét felemeljiik az egységkor csempézésébe. A felemelt gorbe végpontja lenne F(z).

A felemelt gérbe végpontja v homotépiaosztélydtél fiigg, ez pedig attdl, hogy a v goérbe hanyszor keriili
meg a 0-t. Emiatt nem feltétleniil kapunk szép, holomorf F' : D — D fiiggvényt.

Ezen a nehézségen tgy segitiink, hogy az U feliilet helyett egy faktorfeliiletét fogjuk hasznalni.
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Azt kell megvizsgalnunk, hogy a kiinduld D tartomanyban egy 0-t megkeriilé gorbe képe hogy
viselkedik a R feliileten. Tekintsiik tehat egy 0 koriili, w irdnyitott korvonalat D-ban.

1. eset: fow nullhomotdp R-ben.

Vegytlink egy tetszoleges z € I pontot, ehhez rendeliink egy — egyértelmiien meghatarozott —
F(z) € U pontot. .

Barmely két, zo-t és z-t D-ban 6sszekotd v, és v, gorbére o = 1 -wk valamilyen k egész szammal,
ezért foyy és fo~y, homotopok. Ezért a felemeltjeik végpontjai is egybeesnek, ezt a kozos végpontot
valasztjuk F'(z)-nek. Ezzel tehdt van egy F' : D — D holomorf fiiggvénytink, ami a ¢ o F' = f
fliggvényegyenletet is teljesiti.

Az F(z) fuggvény a D pontozott kornyezetet egy korlatos halmazba képezi, ezért a O-ban meg-
sziintethetd szingularitasa van.

(a) Ha az F'(0) érték az egységkor belsejében van, ahol a ¢ holomorf, akkor f = ¢ o F' is holomorf
lenne a 0-ban, holott feltettiik, hogy f-nbek lényeges szingularitdsa van a 0-ban.

(b) Ha F(0) az egységkor hataran van, az a maximum-elv miat csak ugy lehet, ha F'(z) konstans.
De ez nem lehetséges, mert F' felvesz értékeket az egységkor belsejében is.

2. eset: f o~ nem nullhomotép R-ben. '

Most is igaz, hogy barmely két, zo-t és z-t D-ban 6sszekdtd v; és v gorbére vo = v, -w* valamilyen
k egész szammal, de fov; és f o, nem homotdpok, ezért a felemeltjeik végpontjai nem esnek egybe.

Legyen T' a csempézésnek a kovetkezd transzformacioja: barmely b € D pontra vegytink egy olyan
z € D pontot, amelyre f(z) = p(b). A z-n keresztiil rajzoljunk egy pozitiv irdnyitdst w, korvonalat.
Az f ow, korvonalat emeljiik fel a csempézésbe b kezd6ponttal; ennek végpontja legyen T'(D).

Meg fogjuk konstrualni a R feliilet egy F fedését, ami persze az U univerzélis fedésnek egy faktora
lesz. A T transzforméacié a csempézésnek és vele egyiittt az egységkorlemeznek egy iranyitastarto
egybevagosaga, egyértelmiien meghatarozza, hogy a csempézés egy hatarold korivének mi a képe.
Legyen « egy koriv a csempézésben, a képe Ta.

2a. eset: «a és T'a diszjunktak.

Ez akkor fordul elo, amikor a T-t eldallitisahoz mindharom szint szakaszra tiikrozniink kell.
llyenkor a T' transzformécionak két fixpontja van az egységkor hatéran, ezek a T7(0) és T—"(0)
sorozatok limeszei.

Egy L(z) linearis tort fliggvényel a csempézést a fels6 félsikba (a félsikmodellbe) képezziik tgy,
hogy a két fixpont képe a 0 és a o0 legyen. Az LoT o L™! transzformécio is lineéris tort, fixpontja a
0 és az o0, tehat egy 0 kozépponti nagyitas.

Ezutén logaritmust vesziink, ezzel a félsikmodell képe egy vizszintes sav lesz, ebben az logoLoT o
L~ toexp egy eltolds. Végiil egy e“* alaku fiiggvénnyel egy 0 kozepti F korgytirtire képezziik a savot.
Ha a ¢ > 0 konstanst jol valasztjuk, éppen a sav egy periddusanak feleltetjiik meg a korgytirtit, és az
osszes T"« szakasz képe ugyanaz a gorbe lesz a korgytirtiben.
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Ezeknek a holomorf fiiggvényeknek a kompozicidja legyen ¢g; ez tehat az U univerzalis fedést az
F fedd feliiletbe képezi, amely az U-nak faktora, R-nek fedése; legyen ¢, : F — R a F vetitése az
R-re, igy tehat ¢ = @1 0 . _

Most maér felépithetiink egy F': D — U fiiggvényt, amelyre teljesiil, hogy ¢1(F'(2)) = f(2).

Barmely v gorbe, amely D-ben 6sszekoti a 2y pontot a z ponttal, felemelheté U-ba, a lehetséges
végpontokat a T valamelyik hatvanya viszi egymasba. A felemelt gorbét levetitjiik az F faktorfeli-
letbe, amelynek ezek utdn a végpontja mar egyértelmii. Ez a kozos végpont legyen F'(z).

Ismét csak az F(z) fiiggvény korlatos, ezért a 0-ban megsziintetheté szingularitdsa van. Ha
F(0) az F belsejében van, akkor f = ¢ o F' holomorf 0-ban, ez ellentmond annak, hogy f-nek
lényeges szingularitdsa van. Ha pedig F'(0) a U korgytirti hatdrdn van, az ellentmond a nyilt leképezés
tételének.

2b. eset: a és T'a eqyik végpontja kozos, ez a pont mondjuk h.

Képezziik egy L linearis tort fiiggvénnyel a csempézést a fels6 félsikba tugy, hogy a h pont képe
a o legyen; ekkor tehat T"« képei fiiggbleges félegyenesek, a tavolsaguk legyen 27. Ezutan az et
fiiggvénnyel a felso félsikot a F = D lyukas egységkorbe képezziik, ami faktora U-nak, R-nek pedig
fedése. A kompozicié legyen ¢, és legyen ¢, az F vetitése az R feliiletre.

Ezuttal is kapunk egy F : D — F holomorf fiiggvényt, ami teljesiti a p; o F' = f fiiggvényegyen-
letet. Az F' korlatos, igy megsziintethetd szingularitdsa van a 0-ban.
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(a) Ha F(0) az F belsejében van, akkor f = ¢; o F' holomorf a 0-ban, ellentmondas.
(b) Ha |F(0)| = 1, akkor ellentmondast kapunk a maximum-elvbol.

(c) A legeslegutolsé eset, ha F'(0) = 0, tehat az F' : D — D holomorf fiiggvény, amelynek a 0 — az
egyetlen — gyoke. A F feliiletnek 0 egy hatarpontja, ez felel meg a h pontnak.

A h pontban az F felilletbebn véges sok haromoldali tartomany (a csempék képei) talalkozik.
A véges sok haromszogre megszoritva ¢1-nek van véges vagy végtelen hatarértéke, a 0, az 1 vagy
a o0, attol fliggden, hogy ezek a csempeharomszogek melyik csticsukkal vannak Gsszeragasztva.
Ezért az f = 1 o F' fiiggvénynek is van hatérértéke a 0-ban, de ez ismét csak ellentmondas,
mert a feltevés szerint f(z)-nek lényeges szingularitdsa van a 0-ban.
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60. Folyadékaramlas sikban
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Végszo

— Akarsz egy analizist hallani?
— Mi?... Ez megint olyan, mint az alomkor.
— Az analizis aprélékos elemzése valaminek, amit csak részleteibdl érthetiink meg.
Valaki nyomban a fivérem téavozasa utan belépett Helena Aldingtonhoz. Ott talalta
Tom Leven kalapjat, és leszarta a not, tudva azt, hogy mindenki Tomot fogja
gyanusitani. Errol mi a véleményed?
— Szerintem az analizis olyan dolog, amit meg lehet fogni a gyilkos helyett, de nem
lehet felakasztani. Hogy én is mondjak egy analizist: kinek &allt érdekében elintézni
a fivéredet, és megolni a n6t? Talan annak az embernek, aki a né utjan a fivéredtol
ellopta a taldlmanyt.
— Bravé! Ez nagyon j6 analizis. Mindenesetre, ha tudnank, hogy ki nytjtotta be
azt a hasonlo talalmanyt, talan kézelebb jarnank az iigy megoldasdhoz. Ha nem is
6 Olte meg Helena Aldingtont, talan valaki, aki az 6 személyével Osszefiigg. Mi a
véleményed?
— Hogy elég mar az analizisen ragdédni, menjiink inkabb a biifébe.

(Rejt6: Elveszett cirklélo)
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