Meértékelmeélet

Koés Géza

“y, SR
Mertek-
e ot




Eloszo

Az a jegyzet a 2019. és 2024. kozotti Analizis-4 és Mértékelmélet eléadasok anyagéanak Ossze-
foglalasa.

A jegyzet alapja Petruska Gydérgy Analizis I1. cimi kézirata, ennek hidnyossagait igyekeztem
kiegésziteni. A kilonb6zo években sokan részt vettek kiilonbozo részek gépelésében, javitga-
tasaban és kiegészitésében: Buczolich Zoltan, Keleti Tamas, Hidy Gabor, Kovacs Jonatan,
Szemerédi Levente és Zahorsky Akos. (Ha esetleg véletleniil kihagytam valakit, kérem, hogy
jelezze.)


https://ewkiss.web.elte.hu/html/MatBSc2020/BSc/analiz4m0H.html
https://www.math.elte.hu/kepzesek/bsc-alapkepzes/bsc-matematika-tantervi-halo-tervezo/#desc_M%C3%A9rt%C3%A9kelm%C3%A9let

I. rész

Meértékek

1. Halmazstruktarak, Borel-halmazok

Nem létezik pozitiv, eltoldsinvaridns, normaélt, o-additiv fliggvény P(RP)-n.

Halmazrendszerek, megszoritas. Halmazalgebra, gytlri, modulus, félgyiirl, o-algebra, o-gytri.
Generalt struktiardk. Halmazstrukturdk megszoritasai. Borel-halmazok top. terekben. Mérhet6
tér. Halmazfiiggvények. Monoton, additiv, o-additiv és o-szubadditiv halmazfliggvények. Mérték.
Ha Ay < Ay < ..., akkor pu(ud,) = limu(A,). Ha 41 > Ay o ... és pu(A;) < oo, akkor
w(nA,) =limu(A,). [Petruska, 51-52, 55, 81-82. o.]

Az eddigi Jordan-mértéket és a tobbvaltozos Riemann-integralt szeretnénk kiterjeszteni mi-
nél tobbféle halmazra és figgvényre. A Jordan-mérheté halmazok rendszerét J vagy J(RP)
fogja jelolni; az A < RP halmaz Jordan-mértékét pedig (ha van) t(A), a kilsd és belsé mértékét
t(A), illetve t(A). (A k és b betiikkel takarékoskodunk.)

Rézsaszini dlom

Szeretnénk a Jordan-mértéket a tér minden részhalmazara kiterjeszteni; olyan p
P(RP) — [0, 0] fuggvényt, ami additiv, sét o-additiv, normélt és eltolasinvarians.

o-additiv tulajdonsag: ha A, As,... < RP paronként diszjunktak, akkor

M( |i| Ak> = i p(A).

k=1

A o-additivitds nagyon lényeges tulajdonsag lesz tobbféle matematikai tertileten, példaul
valészintiségszamitasban: ha Ay, A, ... egymast kizar6 események egy sorozata, akkor elvarjuk,
hogy

P(Al\/AQV...) =P(A1)+P(A2)+...

teljesiiljon.

c sz

mazzal valdé fedéseket is megengediink. Az igy kapott fiiggvény, amely R?P részhalmazaihoz
rendel [0, o0]-beli értékeket, a Lebesgue-féle kiils§ mérték:

Definicié (Lebesgue-féle kiilsé mérték (Henri Léon Lebesgue, 1875-1941))

Barmely A ¢ R?P halmaz Lebesque-féle kiilsé mértéke

a0 o0
MA) = inf { Z t(Rg) : Ry, Ry, ... tengelyparhuzamos téglak, A U Rk.}.
k=1 k=1




o Aegy P(RP) — [0, 0] fiiggvény. Korlatos halmazokra A(A) < #(A).
o Végtelen sok belso tégla nem ad 4j belsémérték-fogalmat.

o Rossz hir: Sajnos A nem additiv; az egységkockat fel lehet bontani két diszjunkt halmazra,
amelyek kiils6 mértékének 6sszege nagyobb, mint 1.

o A Jordan-mértékhez hasonléan csak bizonyos halmazokat fogunk Lebesgue-mérhetonek
hivni. Ezekre megszoritva a Lebesgue-mérték normalt, o-additiv és eltolasinvaridns lesz.

o A Lebesgue-féle kiilsé mérték tobbféle halmazra ad egy hasznalhaté mértékfogalmat,
mint a Jordan-mérték, példaul az 6sszes megszamlalhaté halmaz nullmértéki, és minden
nyilt és minden zart halmaz mérhet6 lesz (v.6. a kovér Cantor halmazok nem Jordan-
mérhetok).

» Probalkozhatndnk méas médokon, az egész P(R?) halmazon értelmes fliggvényt konstru-
alni (hajrd), de erre nincs sok esélytink, mert...

Tétel (dlomgyilkos tétel)

Nem létezik normadlt, eltoldsinvaridns, o-additiv u : P(RP) — [0, o0] fiiggvény.

Bizonyitas (Vitali-konstrukcid).
" Tegyiik fel, hogy mégis létezik egy ilyen y fiiggvény.
El6szor is jegyezzilk meg, hogy tetszoleges A ¢ B < RP esetén

u(A) < p(A) + n(B\A) = (AU (B\A)) = u(B).

Legyen H [O, 2] olyan halmaz, amely minden Q” minden eltoltjabol pontosan egy elemet
tartalmaz. Barmely r,s € QP, r # s esetén H +1r és H + s dlSZJuIlkt és az eltolasinvariancia
miatt p(H +r) = p(H +s) = p(H). Ezen kiviil barmely r € QP 1 [0, 5]7 esetén H +r < [0,1].

Vegyiik a Q7 n [0, %]p halmaz egy 71,79, ... felsoroldsat: ekkor

oe]

Sntr) = .ttt +m0 = o L+ 1)) < w(f0. 1) = 1.

k=1 k=1

ami csak gy lehetséges, ha u(H) = 0.
Most vegyiik a QP egy s1, S, ... felsorolasat. Ekkor

o0
|_| H—I—Sk
és

1= p([0,1]7) < p(R?) = (|_|H+sk)=iuH+sk =i,u i 0=0. "4

k=1 k=1

Ez ellentmondas, igy nincs ilyen p.



Tétel (Banach—Tarski paradoxon (Stefan Banach, 1892-1945; Alfred Tarski,

1901-1983))

A kivalasztasi axiéma segitségével, R3-ben a zart egységgdomb felbonthaté véges sok, pa-
ronként diszjunkt ponthalmaz unidjara gy, hogy ezekkel egybevagd halmazokbdl két zart
egységegdmbot lehet Osszerakni gy, hogy mindegyik darabot csak egyszer hasznaljuk.

https://hu.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski-paradoxon

Kovetkezmény

Az R? korldtos részhalmazain nem létezik nemnegativ, additiv, egybevigdsig-invarians,
normalt fiiggvény.

(

Halmazstrukturak és mérheto terek

Mindig lesz egy nemiires alaphalmazunk (tobbnyire X, esetleg R?). Az X-et és részhalmazait
nyomtatott nagy betiikkel fogjuk jelolni, halmazrendszereket frott nagy betfivel pl. P(X). Al-
taldban a kiilonb6z6 halmazrendszereknek mindig eleme lesz az tires halmaz. A valds/komplex
értéki halmazfiiggvényeket, amelyek X bizonyos részhalmazaihoz rendelnek valés vagy komplex
szamokat, kis gorog betiivel fogjuk jelolni.

Definicié (halmazgyirii)

Az R < P(X) halmazrendszer egy (halmaz)gyiri, ha
s JeR,
« Béarmely A,Be R esetén (Au B)eR, (An B)eR és (A\B) € R.

Példaul J(RP) egy halmazgytirii RP-ben. De barmely X esetén gytiri a teljes P(X) hat-
vanyhalmaz vagy a {(J} elemii gyfir{ is.

A szimmetrikus differenciaval, mint Osszeadédssal és a metszettel, mint szorzassal, a hal-
mazgylri egyben algebrai gytiri is. Ez az algebrai gytiri akkor egységelemes, ha gytriibeli
halmazok uniéja is gytriielem.

Definicié (halmazalgebra)

Az A < P(X) halmazrendszer egy (halmaz)algebra, ha olyan gy(ir(i, ami zart a komple-
menterképzésre is:

e JeAés X € A,
o Barmely A,Be Aesetén (AuB)e A, (AnB)e A, (A\B)e Aés (X\A) e A



https://hu.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski-paradoxon

Trivialis® példak a P(X) hatvanyhalmaz, az {2, X} kételemii algebra.

A P(X) hatvdnyhalmaz a szimmetrikus differenciaval és a metszettel pontosan ugyanaz,
mint Fo™: az X minden eleméhez vessziik a kételemti test egy példanyat, és ezek direkt szor-
zatat.

Definicié (o-gytirii)

Az R < P(X) halmazrendszer egy o-gytri, ha olyan gytir{i, ami a megszamlalhat6 uniéra

o]
is zart: barmely Aq, As,... € R esetén U AL eR.

k=1
Megjegyzés
A o-gytirtik a megszamlalhat6é metszetre is zartak, mert barmely A;, Ao, ... € R esetén
0 0
(A = A1\< U(Al\Ak)).
k=1 k=2

Definicié (o-algebra)

Az A < P(X) halmazrendszer egy o-algebra, ha olyan algebra, ami a megszamlalhato

a0
uniora is zart: barmely A;, A, ... € A esetén U Ay € A.
k=1

Megjegyzés

Az el6z6 szamolassal ellentétben most felhasznalhatjuk az X halmazt is, és az Ay halma-

zok komplementereit:
M= 2 Jxan)
k=1 k

=1

-

J

Altaldban olyan halmazfiiggvényekkel fogunk foglalkozni, amelyek valamilyen o-algebra,
esetleg o-gytirli elemeihez rendelnek szamokat. Az ilyen mértékjellegti fliggvények kiterjeszté-
sekor fogjuk hasznalni a kovetkezoket:

Definicié (halmazmodulus)

Az M < P(X) halmazrendszer egy (halmaz)modulus, ha
« JeM,
o Béarmely A, B e M esetén (An B) e M és (A\B) e M.




Megjegyzés

A metszetet nem lenne muszaj kikétni, mert kifejezhet6 a kiillonbséggel:
An B = (A\(A\B))

A modulusok hasznalatat teljesen ki fogjuk keriilni; a teljesség kedvéért irtam le.

Definicié (halmazfélgytirii)

Az F c P(X) halmazrendszer egy (halmaz)félgyiri, ha

« DeF;
o Barmely A, B € F esetén (A n B) € F;

o Barmely A, B € F esetén az A\B kilonbség felirhaté véges sok félgytiriielem
diszjunkt uni6jaként, tehat létezik olyan n pozitiv egész és paronként diszjunkt
Ci,...,Cp€ F,hogy AB=Cyu...uC,.

-

Félgytiriire a legfontosabb példa a szdmegyenes [a, b) alaki, balrdl zéart, jobbrél nyilt inter-
vallumainak rendszere (természetesen kiegészitve az tires halmazzal, mint elemmel). Magasabb
dimenziéban, RP-ben pedig az [a1,b1) X ... X [ap, b,) alakt félig nyilt téglak.

Altaldban a mértékeinket elé6bb valamilyen félgyfirtin fogjuk definidlni, majd a félgytiriirél
fogjuk kiterjeszteni a halmazfiiggvényt — vagy el6bb a generalt modulusra, vagy koézvetleniil —
a generalt gytlirtire, o-gytlirtire vagy o-algebrara.

Nyugodtan gondolhatunk a félgytirire, mint valamiféle téglaknak a rendszerére: a hal-
mazfiiggvényeink kiterjesztése mindig gy fog torténni, hogy a kiilonbo6z6 halmazokat lefedjiik
megszamlalhaté sok téglaval. (Ezért is jelolom inkdabb F-fel: F mint Félgyiir(, aminek az
elemeivel Fedni fogunk halmazokat.)

(a) Legyen F < P(X) félgytrii és B, Ay, As,..., Ay € F. Ekkor léteznek olyan
Cy,...,C, € F diszjunkt halmazok, hogy

B\(Aju...UA4y) =Ciu...uC,.

(b) Barmely A;, Ao, ... € F sorozat unidja atrendezhet6 diszjunkt halmazok unidjara:
léteznek olyan paronként diszjunkt By, Bs, ... € F halmazok és olyan 1 < ky < ko <
... indexsorozat, hogy barmely n-re

AlivAu...UA, =BiuByu...u By,

.

Bizonyitas. (a) Indukcié k szerint.
(b) Minden i > 2-re vegytink olyan C;1,...,C;,,, F gylirtielemeket, amelyekre
AZ\<A1 U... U Ai—l) = Ci,l [ Oi,mi) maJd legyen

(B1a327B3)"') = (A17 01,17‘--701,77117 02,17"‘702,77127 )



Tétel (generalt halmazstruktirik)

Barmely A < P(X) halmazrendszerhez létezik legsziikebb A-t tartalmazé halmazalgebra,
o-algebra, gytril, o-gytri, illetve modulus.

Bizonyitas. Halmazalgebrak, o-algebrak, gytrik, o-gytrik, illetve modulusok metszete is
halmazalgebra, o-algebra, gytird, o-gytr, illetve modulus. Vegytk az A-t tartalmazé halmaz-
algebrak, o-algebrak, gytriik, o-gyfirtik, illetve modulusok metszetét. (A metszetnek biztosan
van legalabb egy tagja: a P(X) hatvanyhalmaz.)

Megjegyzés

Generalt félgytirtt tobbnyire nincs, mert konnyen elhagyhatunk elemeket gy, hogy a
struktira még mindig félgyiri maradjon.
(A félgylirti nem algebrai struktira.)

Definicié (halmazrendszer megszoritasa)

Az A c P(X) megszoritdsa a H < X halmazra

A|H={AGH:AE¢4}.

Trivialitas'&

Algebra, gylir(i, modulus, félgylirii megszoritasa is algebra, gyiri, modulus, illetve fél-
gylr.




Borel-halmazok

Definicié (Borel-halmazok (Félix Edouard Justin Emile Borel, 1871-1956))

« Ha (X,7T) topologikus tér (tehdt 7 < P(X) a nyilt halmazok rendszere), akkor a
T altal generalt o-algebra elemei a tér Borel-halmazai. A generalt o-algebrat B(X)
vagy egyszeriien B fogja jelolni.

o Ezen beliil fontos halmaz kategoriak:

- Gs5(X) = { ﬂ Ap . Aq, As, ... nyiltak p:

a megszamlalhato sok nyilt halmaz metszeteként eloallé halmazok;

- F(X) = {UAk Ay, Ay, ... zértak p:

a megszamlalhato sok zart halmaz unidjaként eloallé halmazok;

— Gso(X) = {kL—JlAk : Ay Ay, € ga}:

a megszémlélﬁaté sok G5 halmaz uniéjaként el6allé halmazok;

*F {ﬂAk Al,AQ,.. E.IT"

a megszamlalhato sok F, halmaz metszeteként el6allé halmazok;

- g60'5( ) { ﬂ Ak A17A27” € géo’}'

a megszamlalhato sok Gs, halmaz metszeteként el6allé halmazok;

_faéa( ) {UAk A17A2>“ Efo'ti .

a megszamlalhato sok F,s halmaz unidjaként eloallé halmazok;

Példak
o A valés szamegyenesen Gs az 6sszes intervallum és minden zart halmaz.

o Minden megszamlalhaté halmaz F,, mert megszamlalhaté sok egypontu zart hal-
maz uniodja.

e Q € F,(R), de Q ¢ Gs(R). (J6 gyakorlat a Cantor-axiémara és a Baire-
kategériatételre.)

o A B generalasahoz nincs szitkség minden nyilt halmazra. Példaul a szamegyenesen
a raciondlis végpontu, (g, 00) félegyenesek vagy a raciondlis gombok generdljdk az
Osszes nyilt halmazt.

Hany Borel-halmaz van?

Jo kérdés, hogy a Gs,Gso, Usos, - - . sorozat mikor, melyik rendszamnal stabilizalodik, mikor
kapunk el0szor o-algebrat; onnan kezdve mar nem kapunk 1j Borel-halmazokat.

9



|B(RP)| = ¢ = 2™, avagy az R? térben kontinuum sok Borel-halmaz van.

Bizonyitas. Az egyponti halmazok is Borelek, tehat legaldbb kontinuum sok Borel-halmaz
van; a kérdés a fels6 becslés.

Kicsit formélisabban, definidljuk transzfinit rekurziéval a kévetkez6 sorozatot:
e By a nyilt téglak halmaza;

« Barmely o rendszdmra legyen B, ;; az olyan halmazok rendszere, amelyek el6allnak B,-
beli halmazok komplementere, kiillonbsége, véges metszete vagy megszamlalhatd unidja-
ként.

o Barmely o limeszrendszamra legyen B, = | Bs.
B<a

Vegyiik észre, hogy a sorozat monoton né, B, < B, ;.

Az allitjuk, hogy a B,,, rendszer mar o-algebra; (w; az elsé nem megszamlalhaté rendszam).
Ezt most csak a megszamlalhato uniéra ellenérizziik.

Legyen Ay, Ay... € B,,; azt kell ellendrizniink, hogy ezek uniéja is B,,-ben van. Az w,
egy limeszrendszam, tehat mindegyik A; benne van egy kordbbi B, osztalyban. Legyen [ =
sup a; = [Jay; ekkor Ay, Ay, ... mind Bg-beli, az unidjuk Bgy,-beli. A § megszamlalhaté sok
megszdmldlhaté rendszam unidja, maga is megszdmldlhato, ezért S+1 < wi, tehdt | JA; €
Bsi, < B,,. Ezzel megvan, hogy B, zart a megszamlalhat6 uniora.

A By generatorrendszer kontinuum szamossagi. Tudjuk, hogy kontinuum sok kontinuum
szamossagu halmaz unidja is kontinuum szamossagu, illetve egy kontinuum szamossagu halmaz
elemeibél 4116 sorozatok halmaza is kontinuum. Ennek felhasznaldsdval trivialis® transzfinit
indukcioval igazolhatjuk, hogy mindegyik B, osztaly kontinuum szamossagu.

10



2. Halmazfiiggvények, mértékek

Definici6

Jelolés: R = R U {o0, —o0}.

. J

Definicié (monoton halmazfiiggvény)

Legyen A < P(X) halmazrendszer, & € A, és o : A — [0, 0].
Az o halmazfiiggvény monoton, ha barmely A, B € A, A € B esetén a(A) < a(B).

Definicié (additiv és o-additiv halmazfiiggvények)

Legyen A < P(X) halmazrendszer, € A, a: A — R vagy a: A — C, és a() = 0.

o Az a halmazfiiggvény (végesen) additiv, ha barmely olyan, paronként diszjunkt
Ai, ..., A, € A halmazokra, amelyekre A; Li...u A, € A,

a<A> _ Zami).

Ebbe beleértjiik, hogy az dsszeqg mindig létezik, tehat a tagok kozott nem szerepelhet
a —o0 és a +0o0 érték is.

Ha A gytiri, akkor az additivitast elég n = 2-re megkovetelni.

o Az o halmazfiiggvény o-additiv, ha barmely olyan, paronként diszjunkt A, As,... €
A halmazokra, amelyekre A; L1 Ay L. .. € A,

o([14) - Sota

i=1

Ebbe beleértjik, hogy az dsszeg mindig létezik, és sorrendfiiggetlen is.

Trivialitas'&

A og-additivitasbol kovetkezik az additivitas, mert a véges uniéhoz hozzavehetiink végtelen
sok tires halmazt.

11



Definicié (szubadditiv és o-szubadditiv halmazfiiggvények)

Legyen A < P(X) halmazrendszer, @ € A, a : A — [0, 0], a() = 0.

o Az a halmazfiiggvény szubadditiv, ha barmely olyan Ay, ..., A,, B € A halmazokra,
amelyekre B < (A; u... U A,),

o Az a halmazfiiggvény o-szubadditiv, ha barmely olyan B, Ay, As, ... € A halmazok-
ra, amelyekre B (A3 U Ay U .. ),

Trivialitas'®&

A o-szubadditivitasbol kovetkezik a szubadditivitas, mert a véges uniéhoz hozzavehetiink
végtelen sok tires halmazt.

Definicié (Mérhet6 tér)

Mérhetd tér: (X, M), ahol X # ¢F a tér alaphalmaza, M < P(X) egy o-algebra, a
"mérhet6" halmazok rendszere.

Majd a mérhetd tereken értelmezni fogunk tobbféle "mértéket’...
Legyen (X, M) mérhet6 tér.

o A g-additiv pu: M — [0, 0] fiiggvényeket  (u(F) = 0) mértékeknek nevezziik.

o A g-additiv 9 : M — R fiiggvények (9(F) = 0) az eldjeles mértékek.

o A c-additiv ¥ : M — C fiiggvények (9(F) = 0) a komplex mértékek. Csak véges
értékeik lehetnek.

Definicié (mértéktér)
o (X, M, p) mértéktér, ha (X, M) mérheté tér, és p: M — [0, 0] mérték.
o (X, M,9) elbjeles mértéktér, ha (X, M) mérhet6 tér, és 9 : M — R el6jeles mérték.

o (X, M,¥) komplex mértéktér, ha (X, M) mérhet6 tér, és 9 : M — C komplex
mérték.




Példak

o Konstans nulla mérték:
0

0

o Konstans oo:

~J0 haA=¢g
M(A)_{oo ha A # &

o Tetszéleges X alaphalmaz esetén a p : P(X) — [0, 0] figgvény szamldlomérték
vagy szamossdagmérték, ha A < X esetén

Al ha |A| véges
p(ay = {14 Bl ve
oo ha |A] végtelen

o Tetszéleges X alaphalmaz és xg € X esetén u : P(X) — [0,00] Dirac-mérték vagy
xo-ra koncentralt mérték, ha A € X esetén

1 haxzge A
u(A) = ’
0 hazg¢ A

(Paul Adrien Maurice Dirac, 1902-1984)

Lemma

Legyen p el6jeles vagy komplex mérték.

e u additiv: ha Ay,..., A, paronként diszjunkt mérhetok, akkor “(I_lAi) =

=1

p(As).

i=1
o Ha p mérték, akkor monoton: ha A < B mérhet§ halmazok, akkor u(A) < u(B).
« Ha A c B és |u(A)| < o0 vagy |u(B)| < o0, akkor u(B\A) = pu(B) — u(A).

Bizonyitas. (a) A o-additivitasbol kévetkezik az additivitas.
(b) Ha A c B, akkor

#(A) < p(A) + n(B\A) = p(A L (B\A)) = u(B).

(c¢) Az additivitds miatt p(B) = p(B\A) + u(A). Ha pu(A) véges, akkor ki tudjuk vonni
mindkét oldalbdl. Ha p(B) véges, az csak ugy lehet, ha a jobboldalon mindkét tag véges.
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Lemma (a mértékek folytonossaga)

Legyen p el6jeles vagy komplex mérték.

o0
« Ha A; c Ay < ... mérhet6 halmazok, akkor ,u( U An) = lim p(A,).
=1

Q0
e Ha A, o Ay o ... mérheté halmazok, és }M(Alﬂ < o0, akkor ,u(ﬂAn) =

n=1
Lim 1i(Ap).
Megjegyzés
Egy Aj, A, ... halmazsorozat limesz inferiora és limesz szuperiora
[oe] e 0}
lim 4, = || ( N An) — {:p . yéges sok n kivételével 1 An}, illetve
k=1 n=k
o] e}
lim A, = ﬂ < An) = {x . végtelen sok n-re x € An}.
k=1 n=k

Példaul ha a sorozat novekvo vagy csokkend, akkor ezek megegyeznek, és a tétel azt allitja,
hogy

p(lim A4,) = lim w(Ay).

Bizonyitas. (a) Legyen Ay = & és B, = A,\A,_1, széval A, = By u ... U B,.

(b) Legyen B,, = A;\A,; ekkor & = By < By ...

() (0) o0 ) -t )

= p(Ay) — lim pu(B,) = lim (5(Ay) — pu(B,)) = lim (u(A\B,)) = lim (u(A,)).

A masodik allitasnél lényeges, hogy legyen legalabb egy véges mértékii halmaz a sorozat-
ban.

Ha A, = (n, ), és mondjuk p a szdmossdgmérték vagy az 1-dimenziés Lebesgue-mérték
vagy a konstans oo mérték, akkor u((A,) = () =0, de u(4,) = 0o » 0.




3. Lebesgue-mérték

A Lebesgue-féle kiilsé mérték, kétféle ekvivalens definici6. Monotonitds. Kompakt halmazok és
Jordan-mérhet6 halmazok kiilsé mértéke. Egybevigdsag és hasonlésag hatasa. o-szubadditivités.
A Dbelsé mérték lehetséges definicidja. Mérhetéség. A Lebesgue-mérheté halmazok o-algebrat
alkotnak, és ezen \ mérték (bizonyitas nélkiil). A Jordan-mérheté halmazok Lebesgue-mérheték
is (bizonyitds nélkiil). Nullmértékii halmazok. RP-ben. Minden pozitiv kiilsé mérték{i halmaz
tartalmaz nem mérhet6 részhalmazt. [Petruska, 69-70, 81-82. o.]

Definicié (Lebesgue-féle kiilsé mérték)

Barmely A c RP halmaz Lebesque-féle kiilsé mértéke

a0 a0
A(A) = inf { Z t(Ry) : Ry, Ry, ... tengelyparhuzamos téglak, A Rk.}.
k=1 1

k=

Valtozatok:

o csak nyilt téglak

o csak [a1,b1) X ... x [a,,b,) alakd félig nyilt téglak
o barmilyen téglak

Ezek ugyanazt az infimumot adjak, mert barmilyen fedésben megnévelhetjiik a téglakat ugy,
hogy mar az el6irt osztalyba tartozzanak, és az i-edik tégla mértékét legfeljebb E—Vel, Osszesen

legfeljebb e-nal néveljiik meg.

Definicié (Lebesgue-féle kiilsé mérték, alternativ definicid)

Barmely A ¢ R? halmaz Lebesque-féle kiilsé mértéke

0

MA) = inf{Zt(Mk) : My, M,,...e J(RP), Ac 6 Mk.}.

k=1 k=1

Megjegyzés

Sok tankonyv, cikk A\*-gal és nem A-sal jeloli a Lebesgue-féle kiilsé mértéket.

A kétféle definici6 tényleg ugyanaz.

Bizonyitas. Legyen A c RP tetszéleges, és a kétféle infimum

ee} e}
r= inf{ Z t(Ry) : Ri, Rs,... tengelyparhuzamos tégldk, A c U Rk.}
k=1

k=1

mzinf{Zt(Mk): My, M,,...€e J(RP), Ac UMk}
k=1

k=1
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Bizonyitas arra, hogy m < r: ha r = oo, akkor trivialis®™: mostantol r véges.

Vegyiink egy tetszéleges € > 0-t. Ehhez van az A-nak olyan | J Ry, fedése téglakkal, amelyekre
Mt(Rg) <71 +e.

Minden tégla Jordan-mérhetd, igy ugyanez az 6sszeg szerepel a masodik halmazban is. Ezért

m<2t(Rk)<7‘+£.

Most a ¢ — +0 hataratmenetbol m < r.

Bizonyitéas arra, hogy » < m: ha m = oo, akkor triviélisﬁ; mostantol m véges.

Vegytink egy tetsz6leges ¢ > 0-t. Ehhez van az A-nak olyan | J M fedése Jordan-mérhet6
halmazokkal, amelyekre > ¢(My) <m + .

Minden egyes M}, Jordan-mérhet6 halmazt lefedhetiink néhany téglaval, mondjuk Ry 1, . .., Rk n,-

val agy, hogy t(Ry1) + ... + t(Rgn,) < t(Mg) + % legyen. Az Osszes ilyen tégla egyiittesen
lefedi A-t, ezért

r< i <§:t(sz)> < i <t(Mk) + ;) = i t(My) +e < (m+e)+e.
k=1 ti=l k=1 k=1

[smét ¢ — +0-bdl r < m.

-« XN@)=0.

A monoton.

A egybevagdsaginvarians.

M- A) = [c]P - X(A).

Ha M e Hom(RP, RP) linearis transzformécio, akkor A(M(A)) = |det M| - X(A).

A ) fiiggvény szubadditiv.

A ) fiiggvény o-szubadditiv.

Bizonyitas.
e Ay lires fedés is fedi az tures halmazt.

« Ha A = B, akkor B minden fedése A-nak is fedése, ezért A\(A) egy bévebb halmaz
infimuma.

o Ha A c RP és B c R? egybevago, és azt a definiciot hasznéljuk, amikor Jordan-mérheto
halmazokkal fediink, akkor a fedések is egybevagok.

o Ugyanez volt a képlet téglédkra.
o Ugyanez volt a képlet Jordan-mérheté fedé halmazokra.
e A szubadditivitas kovetkezik a o-szubadditivitasbol.

o Allitas: a X figgvény o-szubadditiv.
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a0 0¢]

— Tegyiik fel, hogy B < U Ay az kell, hogy A(B) < Z AA,).
n=1 n=1

— Ha valamelyik A(A,) = o0, akkor az allitas trivialis®.

— Vegyiink egy tetszoleges € > 0-t.

e}
— Mindegyik A,-et fedjiik le R,1, Rz, ... téglakkal ugy, hogy Z t(Rur) < MA,) + 2%
k=1
— A fedések egyiitt lefedik B-t:
0] e} o]
Bc UAnc U (UR”k)
n=1 n=1 \Nk=1
ezért a A\(B) definiciéjabdl
0 e} o] c 6]
AB) < t(Ru) | < MA) + =) =) XA, +e.
B)< 3 (R1)) < 3 (S + 52) = S0
— Az ¢ — +0 hatardatmenetbol kapjuk, hogy
J— w J—
X(B) < ) AMAy).
n=1

« A<
« Ha K kompakt, akkor A\(K) = #(K).
« Ha A Jordan-mérhetd, akkor A\(A) = t(A).

Bizonyitas.

halmazzal.

o« Ha K kompakt, akkor vegyiik a kiilsé Lebesgue- és a kiilso Jordan-mértéknek azt a

RN

ezért a K kiilso Lebesgue- és a kiils6 Jordan-mértéke ugyanaz.

o Ha A Jordan-mérhetd, akkor

0 < M0A) <#(0A) =0, tehdt I(0A) =0,

t(A) = F(cl A) = Mcl A) < M(A) + MN0A) = A(A) < {(A) = t(A).
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Lebesgue-mérhetoség

Definicié (Lebesgue-féle bels6 mérték)

A Lebesgue-féle belsé mérték lehetne akar ez is: ha A < [0, 1]7, akkor
A(4) = 1= X([0,1]"\4)

Altalaban
AMA) = Z (1—X([a1,a1+1) X ... X [ap,ap+1)\A))

(V.6. Ha J Jordan-mérhetd és A < J, akkor t(A) = t(J) — t(J\A).)

Megjegyzés

A mérhetoséget a kiilsé és a belsé mértékek egyenloségével is lehetne definialni, de inkabb

« s

mértéket fogjuk hasznalni.

Definicié (Lebesgue-mérhetdség)

A < RP Lebesgue-mérhetd, ha "jol vag ketté", azaz barmely H < RP esetén
MH) = MH n A) + MH\A) = X(H n A) + \(H n A°).

(A szubadditivitds miatt < automatikus; a kérdés az, hogy = vagy <. Az A° = X\A az
A komplementere.)

Feladat

Jo gyakorlat bebizonyitani, hogy barmely korlitos A < RP halmaz akkor és csak akkor
Jordan-mérhetd, ha ha barmely korldtos H — RP halmaz esetén ¢(H) = t¢(HNA)+t(H\A).

Tétel

A Lebesgue-mérheté halmazok o-algebrat alkotnak, és ezen a kiilsé Lebesgue-mérték o-
additiv. (Bizonyitas a kovetkezd fejezetben).
A Lebesgue-mérhet$ halmazok o-algebrajat £ vagy L, jeloli; magat a mértéket A(...) vagy

M)

(
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e Minden Jordan-mérheté halmaz egyben Lebesgue-mérheté is, tehat a Lebesgue-
mérték tényleg kiterjesztése a Jordan-mértéknek. (Bizonyitds a kovetkezd fejezet-
ben).

o Minden Borel-halmaz Lebesgue-mérheto, tehat B < L.

Nullmértéku halmazok

Definicié (nullmértékii halmaz)

A < RP nullmértékii vagy Lebesque-nullmértéki, ha \(A) = 0.

Minden nullmértéki halmaz mérhetd.

Bizonyitas. Ha N nullmértékii, vagyis A(N) = 0 és H < RP tetszdleges, akkor
MH) < AMHNN)+MH\N) < XH) +XN) = \H),

tehat N jol vagja ketté a H halmazt.

Tétel

A nullmértékli halmazok N rendszere egy o-idedl:
« JeN;
o N minden elemének minden részhalmaza is N -beli;

o N zért a megszdmlalhat6 unidra.

Tétel
B# L.

Bizonyitas. Vegyiink egy kontinuum szamossagi, nullmértékii halmazt, példaul a Cantor-
halmazt. Ennek minden részhalmaza nullmértéki, tehat Lebesgue-mérhet6. De ilyen részhal-
mazbél 2¢ = 227 van; tobb, mint Borel-halmaz 6sszesen.

Példa

Q Lebesgue-mérheto, de nem Jordan-mérheto.

Tétel

Minden pozitiv kiilsé mértékii halmaz tartalmaz nem mérhet6é halmazt.

Bizonyitas. (A Vitali-konstrukcié médositésa)
Ha A nem mérhet6, akkor 6 maga egy sajat nem mérhetd részhalmaza.
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Legyen A € L pozitiv mértékii és mérheto. Feltehetd, hogy A korlatos, mert ha A-nak
minden korlatos részhalmaza nullmértéki, akkor minden n-re B(0,n) n A is, igy a mérték foly-
tonossaga miatt A(A N RP) = M\(A) = 0. Igy A-nak van pozitiv mértékii korldtos részhalmaza.
Vélasszunk egy olyan nagy R > 0 szdmot, amelyre A része a B(0, R) gdmbnek.

Vélasszunk egy olyan V' < A halmazt, amely QP minden eltoltjabdl legfeljebb egy elemet
tartalmaz, és csak akkor nem tartalmaz bel6le elemet, ha A diszjunkt attol az eltolt halmaztdl.
Mas széval, minden v € R? vektorra, ha a (QP + v) n A metszet nem tires, akkor kivilasztunk
beléle egyetlen elemet, és V' ezekbdl a kivalasztott elemekbdl all. Azt allitjuk, hogy V nem
lehet Lebesgue-mérhetd. I Indirekt tegyiik fel, hogy V' mégis mérhetd.

Legyen Q? n B(0,2R) = {ry,79,...}, tehat soroljuk fel a B(0,2R) gémb raciondlis koordi-
nataju pontjait. A Q egy korldtos, végtelen halmaz.

Tekintsiik a V halmaz Vi =V + 7, Vo =V + 1y, ... eltoltjait. Mivel V mérhetd, a Vi, Vs, ...
eltoltjai is mérhetdk, és mértékiik megegyezik V' mértékével.

Vegyiik észre, hogy a Vi, Vs, ... halmazok diszjunktak. Ha ugyanis valamelyik V;-nek és
Vj-nek lenne egy kozos x pontja, akkor x —r; € V—r; =V ésa—r; € V —r; = V is teljestilne,
de akkor x — r; és x — r; a V' halmaz két olyan pontja lenne, amely a QP-nek ugyanabban az
€ QP + x eltoltjaban van. Ez ellentmondana a V' halmaz véalasztasanak.

A kovetkez0 észrevétel, hogy Vi, Vs, .. . lefedi A-t, azaz A < | JV;. Tekintstink egy tetszéleges
a € A pontot; ehhez kell olyan V; halmazt taldlnunk, amely tartalmazza a-t. Az A halmaz bele-
metsz a QP + a halmazba (mert a egy kozos pontjuk), ezért a V konstrukciéjaban vélasztottunk
egy b e (QF +a)n A pontot, ami V-nek is eleme. Az a,be A < B(0,r)? miatt |a —b| < 2R. Az
a — b tehdt egy raciondlis vektor a B(0,2R) gombben, tehat a — b = r; valamilyen i-re; akkor
viszont a =b+r; e (V+r;) =V,

Végill, V< A < B(0, R) és r; € B(0,2R) miatt minden i-re V; =V +r; < B(0,3R).

Ezek utdn, ha V nullmértékii, akkor mindegyik V; eltoltja is nullmértékii, és az uni6juk,
Vi is nullmértékii. De ez a mérték monotonitdsa miatt nem lehet, mert az unié tartalmazza
a pozitiv mértékii A-t. 1

Ha V pozitiv mértékii, akkor mindegyik V; mértéke is ugyanaz. Mivel diszjunkt mérheto
halmazok, | J V; mértéke végtelen. De ez is ellentmondés, mert az uniét lefedi a véges mértéki
B(0,3R) gomb. 4

fgy V¢ L.
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4. Relativ kiilsO0 mértékek

Relativ kiilsé mértékbdl szarmazé kiilsé mérték. Nemnegativ halmazfiiggvényhez asszocidlt kiilsé
mérték. A mérhetd halmazok. A mérheté halmazok o-algebrat alkotnak. A Lebesgue-mérhetd
halmazok o-algebrat alkotnak. [Petruska, 61-63. o.]

Definicié (relativ kiils6 mérték)

Legyen X # ¢ tetszéleges alaphalmaz, A ¢ P(X), e Aés p: A— [0,0].
o A ¢ fluggvény relativ kilsé mérték, ha o-szubadditiv és ¢(F) = 0.

« Ha ¢ relativ kiils6 mérték és A = P(X), akkor ¢ kilsd mérték.

Példak
1 haH#J
0 haH=¢g

. A=P(X), p(H) = {

o A a Jordan-mérhet halmazok gytiriije, ¢ a Jordan-térfogat. (Ehhez sziikség van
arra, hogy a Jordan-térfogat o-szubadditiv.)

| (

Trivialitas'®&

Minden relativ kilso mérték monoton és szubadditiv.

.

Bizonyitas. Ha ¢ relativ kiils6é mérték, A, By,...,B,e M és Ac By u...uU B,, akkor

AcBiu...uB,ugud...,
a o-szubadditivitas miatt

p(A) < o(B1) + ...+ 9(By) + o(D) + (D) + ...,

h- -
v
0

tehat ¢ végesen szubadditiv.
Az n = 1 esetben ez éppen a monotonitas.

Minden mérték relativ kulsé mérték.

Bizonyitas. Legyen (X, M, u) mértéktér, H, Ay, Ay... € M, hogy H < | J Ay.
A By = Ay, B, = A,\(41 U ... U A,_1) halmazokkal

p(H) < p (U An) =H <|_| Bn) = Z 1(Bn) < Z 1(Ap).

n=1
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Definicié (asszocialt kiilsé mérték)

Tegyiik fel hogy X # (J tetszéleges alaphalmaz, A « P(X), e A, és a: A — [0,0]
olyan, hogy a(&) = 0.

Legyen H ¢ X esetén

1nf{i (Ag) : Ay € A, HcUAk}
k=1 k=1

ha H nem fedhet6 le megszamlalhaté sok A-beli halmazzal, akkor ¢,(H) = oo (mert
inf @& = +00).

Az igy definidlt ¢, : P(X) — [0, 0] fiiggvény az a-hoz asszocidlt kilsé mérték.

Példak

. A= PX), a(H) - {é e g. Ekkor 0, = a
a =

o A a p-dimenzidés téglak rendszere, és a a térfogat. Ekkor ¢, a kiilsé Lebesgue-
mérték.

o A a Jordan-mérheté halmazok gytirtije, o a Jordan-térfogat. Ekkor is ¢, a kiils6
Lebesgue-mérték.

Yo kiilsé mérték.

Bizonyitas. ¢.(J) =0 trivialis®™; a o-szubadditivitast kell bizonyitani.
0
Tegyiik fel, hogy H, Fy, I, ... € X és H c |J F,; Azt kell ellenérizniink, hogy

n=1
a0

H) < Z ©a(F,
n=1

va(F,) = o0, akkor az egyenl6tlenség triviélisﬁ; a tovabbiakban feltessziik, hogy

MS

Ha

n=1

MS

va(F,) véges, ekkor persze mindegyik ¢, (F},) véges.

n 1

Vegyiink egy tetszoleges ¢ > 0-t. Mindegyik F),-et fedjiik le A-beli halmazokkal 2% pon-

0
tossdggal, vagyis vegyiink olyan A,1, Ang, Ans, ... € A halmazokat, amelyekre F,, < | ) Anx és
k=1

0
> a(Ank) < pa(FL) + o . Az A, halmazok egytittesen a H-t is lefedik, ezért
e¢] 0 c 0
< o Fn)+ =) = ol
0= 8 (Feew) < B 5) - Bl

A e — 40 hataratmenettel kész vagyunk.
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Ha ¢ relativ kiils6 mérték valamilyen B > A halmazrendszeren, amire A € A esetén
©(A) < a(A), akkor barmely H € B halmazra o(H) < ¢, (H).
Vagyis, az a-nal nem nagyobb relativ kiilsé6 mértékek kozott ¢, maximalis.

Bizonyitas. Vegyiink egy tetszéleges H € B halmazt; azt kell igazolnunk, hogy ¢(H) <
vo(H). Ha @, (H) = o0, akkor ez trivialis®™. A tovdbbiakban feltessziik, hogy 0o (H) véges.

Bérmely e-hoz vannak olyan A;, Ay, ... € A halmazok, hogy H < (JA, és > a(4,) <
0o (H) + €; ekkor

p<a

¢ o-szubadd.
p(H) < ) p(An) < <D a(A) < palH) +5;

Az ¢ — +0 hataratmenttel megapjuk, hogy p(H) < ¢, (H)

Példak

Az el6bbi példakban az asszocialt kiils6 mértékek: 6 maga, illetve a kiilsé Lebesgue-
mérték.

Definicié (Kiils6 mérték szerint mérheté halmaz)

Legyen ¢ kiils6 mérték az X alaphalmazon. Az A < X halmaz ¢ szerint mérhetd vagy
p-mérhetd vagy csak mérhetd, ha

VHc X ¢(H)=9pHnA) +e(H\A).
A ¢-mérhet6é halmazok rendszere M,,.

Megjegyzés

A szubadditivitds miatt elég azt eléirni, hogy

p(H) = p(H 0 A) + ¢(H\A).
Ez trivialis®™ akkor, ha o(H) = oo, tehat elég véges kiilsé mértékd H-ra ellenérizni.

o A fenti jelolésekkel M., o-algebra, és (X, M., p|rq,) mértéktér.

+ S6t, tetszbleges Y < X halmazra ¢ mérték az M|y o-algebrén is.

Bizonyitas. 1. dllitas: Az X és (& mérhetld, avagy X, J € M.
Barmely H < X halmazra

o(H n &)+ o(H\@) = o(D) + o(H) =0+ o(H) = o(H);
e(H N X)+p(H\X) = o(H) + () = p(H) + 0 = p(H).

(Most hasznéltuk, hogy ¢(&¥) = 0.)

2. allitas: Az M, algebra, azaz ha A, B mérhetd, akkor A w B, An B és A\B is mérhetd.
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Legyen H — X tetszOleges; azt akarjuk ellenoOrizni, hogy a H-t az AU B, az A n B és az
A\B is jol vagja ketté.

Az A, B halmazok a H-t négy részre osztjak: H = Hou H, U Hyu H,, (az indexek azt jelzik,
hogy az adott részhalmaz az A és B koziil melyiknek része: Hy = H\(Au B), H, = (H n A)\B,
H,=(HnB\A, Hy =H nAn B. Az A és B mérhetésége miatt

p(H) = o(H n A) + p(H\A) =
— (2 ((H 0 A) 0 B) + 9((H 0 ANB)) + (((H\A) 0 B) + ((H\A)\B) ) =

- <g0(Hab) + @(Ha)> + <S0(Hb) + 90(H0)>-

Atcsoportositva és a szubadditivitast felhasznalva
p(H) < p(Hn(AvB))+p(H\(Au B)) <

)
((Ha) + 9(Ha) + @(HL) ) + 9(Ho) = o (H);
N(AnB))+e(H\(AN B)) <

VAN

p(H) < p(H
< @(Hap) + ((Ha) + (Hy) + o(Hy)
p(H) < @(H 0 (A\B)) + ¢(H\(A\B)) <
< o(Hy) + (o(Hy) + p(Ha) + p(Ho) ) = o(H).

Latjuk, hogy mindenhol egyenléség van, tehat A U B, A n B és A\B is jol vagja ketté a H
halmazt.

3. dllitas: Barmely Y < X esetén ¢ additiv M|y -n.
Ha A, B mérheték, és AnY és BnY diszjunktak, akkor A-val vagjuk ketté az (Au B)nY
halmazt:

P(AUB)nY) =¢(((AUB) nY) nA) +o((AUB) N Y)\A) =p(AnY) +4(BnY).
Indukciéval akarhany halmazra is igaz.

4. allitas: M, o-algebra.
A megszamlalhat6 sok halmaz unidjat kicserélhetjiikk paronként diszjunkt halmazok uni6ja-
ra: legyen B; = A\ |J A;, ekkor | J2, 4; = | ]2, B:.

7<t
o0 o0
Legyen U,, = Byu...u B, és Uy, = | | B; = |J Ai; azt akarjuk igazolni, hogy U, mérhetd.
i=1 i=1

¢ monoton

P(H) "M o(H AU+ o(H\U,) = @(HU,) + o(H\U,) 7 ="
_ S0(|_|(H A B,-)) +p(H\U,) # Ml N o(H A Bi) + o(H\Us).
i=1 i=1
Most n — o0, majd o-szubadditivitas:
o o-szubadditiv

p(H)= > p(HnB)+o(H\U,) >

i=1

> (LU 0 B)) + 0lf\02) = o(H 0 U2) + (V)
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Tehat Uy, jol vagja ketté H-t.

5. dllitas: ¢ o-additiv M|y -n.
Tegyiik fel, hogy A, Ay, ... € My, és az A; n'Y halmazok diszjunktak.

Z @(AZ A Y) ® additiV:M¢\y—0n 0 ( |—|(142 A Y)> ® mczoton
i=1 i=1
0 0
<|_| A mY ) gbzubaddltle(p A mY)
i=1 i=1
Most n — oo:
0 0 0
w(A;nY) (l_lA mY) e(A;nY).
=1 i=1 i=1
o) o0
Tehét gp< | J(A;n Y)> (A nY).
i=1 i=1
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5. Teljes mértékterek

Definicié (nullmértékii halmaz)

Legyen ¢ kilsé mérték az X alaphalmazon. Az N < X halmaz p-nullmértéki, ha
o(N) = 0.

A p-nullmértéki halmazok p-mérhetéek, avagy ¢(N) = 0 esetén N € M.,,.

Bizonyitas. Barmely H < X-re
©(HN N)+ p(H\N) <0+ ¢(H).

Definicié (teljes mértéktér)

Az (X, M, ) mértéktér teljes, ha a p-nullmértéki halmazok részhalmazai is mérhetéek,
tehat barmely N € M, u(N) = 0, Z < N, esetén Z € M. (A monotonitds miatt
trividlis®™, hogy w(Z)=0.)

Kovetkezmény

Béarmely Y < X halmazra (Y, M|y, ¢|am, )y ) teljes mértéktér.

Kovetkezmény

A Lebesgue-mérheté halmazok o-algebrét alkotnak, és ezen a \ egy teljes mérték.

Minden mértéktér teljessé teheto, vagyis:
Ha (X, M, ) mértéktér, akkor

o létezik egy egyértelmli minimalis M* < P(X) o-algebra
o és egy szintén egyértelmi p* : M* — [0, 0] mérték

o tgy hogy M = M*, ufy, = p és (X, M*, u*) teljes.

Bizonyitas. 1. Legyen
M ={A=MuZ: MeM; INe M u(N) =0, Z < N},

tehat azon A-k halmaza, amelyek el6allnak mint egy M mérhet6 halmaz plusz valami, null-
mértékli halmazzal lefedhet6 "zaj". Az ilyen A halmazoknak mindenképpen benne kell lennie a
keresett o-algebraban.

A bizonyitas soran M, M; mindig mérhet6, N és N; nullmértékit mérhetd, 7 és Z; az N,
illetve az N; valamilyen részhalmazat fogja jelenteni, A = M u Z, és A; = M; U Z;.

A M* rendszer egy o-algebra, mert
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e J, X eMc M

 zart a komplementumképzésre: X\(M v Z) = (X\(M u N)) u (N\M\Z) € M*;

o zart a megszamlalhato uniora: ha My, Ms, ... € M mérhetok, Ny, N, ... € M nullmérté-
kiiek, és Z; < N;, alkor |J(M; U Z;) = (UMi) O (UZi) e M*; itt |J M; mérhetd, és
| Z; része a nullmértéki (J N;-nek.

2. Legyen p*(M v Z) = p(M); csak ez a fuggvény lehetséges, mert
(M) = p*(M) < p*(M o Z) < p*(M o N) < p*(M) + p*(N) = p(M) + p(N) = p(M).

Sziikséges az, hogy ez az érték jol definialt legyen. Legyen A € M*, My, Ny, Z; és My, No, Zs
a definicié szerinti halmazok, hogy M, u Z; = My u Z, = A. Ekkor

M\My <« A\Msy © Zy © Ny, ezért p(M;\Msy) = 0;

M1 (@) M2 e Ml = (Ml N M2> L (Ml\M2>

p(My 0 M) < p(Mh) < p(My 0 M) + p(Mi\Ms),
0

amibdl ,U(Ml) = ,u(M1 M MQ)

Ugyanigy, (M) = pu(My n My), tehdt p(M) = p(Ms).
3. A p* fuggvény o-additiv: Legyenek A; = My U Z1, Ay = My U Zs,... € M™* paronként
diszjunkt halmazok, ahol M; € M és Z; lefedheté valamilyen N; € M nullmértékii halmazzal.
Az | J Z; halmazt lefedi a nullmértéki | N;, ezért

M*<|_|Az‘) = M*(<|_|Mz> v (UZ)) = M<|_|Mz> = Eﬂ(Mz) :ZM*(Ai)-

Most mar tudjuk, hogy (X, M*, u*) mértéktér.

4. A (X, M*, u*) mértéktér teljes: Tegytk fel, hogy A = M U Z € M* és u*(A) =0, tehat A
egy p*-nullmértéki halmaz, és B ¢ A. Az kell, hogy B € M*.

Vegyiik észre, hogy (M) = p*(A) = 0, tehat B felirhaté B = ¢J u B alakban, ahol ¢ € M
és B lefedhet6 a p-nullmértéki (M u N) halmazzal, tehdt B € M*.
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6. A mértékkiterjesztési tétel

Félgytrin additiv relativ kiilsé mérték kiterjesztheté a generdlt gytirtire. Példa arra, hogy a
kiterjesztés nem mindig egyértelmii. Mértékkiterjesztési tétel. A Kkiterjesztés egyértelmiisége o
térben. [Petruska, 64-66. o.]

Kérdés

o Igaz-e, hogy RP-ben minden Jordan-mérheté halmaz Lebesgue-mérheto, és a
Lebesgue-mértékiik ugyanaz, mint a Jordan-mértékiik?

« Altaldban, igaz-e, hogy ha « relativ kiils6 mérték az A rendszeren, akkor A elemei
mérhetok ¢, szerint, vagyis A < M., , és barmely A € A halmazra p,(A) = a(A)?

Az, hogy ¢ (A) = a(A), kovetkezik abbdl, hogy az « fuggvény relativ kiilsd mérték.

1 ha H# Y
e A=P(X), a(H) =
(X), a(H) {O s
°* Yo = Q.
e Haae Aésb¢ A, akkor

— A rosszul vagja ketté a H = {a, b} halmazt:
alH) =1, alHnA) +a(H\A) =1+ 1.
— Az alaphalmazt is rosszul vagja ketté:
a(X) =1, a(XnA)+a(X\A) =1+1.
o Csak ¢ és X mérheté.
o Hianyzik az additivitas.

o Kassiik ki, hogy o additiv az A rendszeren.

-




X=R, A={F}u{(c,»):ceR}, a() = 0; a((c,0)) = 1.

0 had=g
va(A) =<1 ha A+# &, de alulrél korlatos

o ha A nem korlatos alulrél
« Haae A ésbe X\A, akkor A rosszul vagja ketté a H = {a, b} halmazt:

Ca(H) =1,  @a(H nA)+ o (H\A) =1+ 1.

o Most is csak két mérheté halmaz van.
o Az additivitas igaz, csak semmitmondd: nincsenek nemiires, diszjunkt halmazaink.
o Van additivitas, de az A halmazrendszer tul sovany.

o Ki fogjuk kotni, hogy a fedésre haszndlt A halmazrendszer félgyiiri, és ezen az a
fiigguény additiv.

Legyen A c P(X) félgylirt, o : A — [0, 0],

o « relativ kiilso mérték, tovabba
o «a még additiv is.
Ekkor A c M, és pa|a = a, vagyis
o Minden A-beli halmaz mérhetd ¢, szerint, és

o Barmely A € A halmazra ¢,(A) = a(A).

Bizonyitas. A o-szubadditivitds miatt triviélisﬁ, hogy ¢va|a = «; azt kell igazolni, hogy
minden A € A mérhets. Legyen tehat A € A és H < X tetszbleges; a célunk p,(H n A) +
@a(H\A) < @o(H). Ha @o(H) = o0, akkor ez trivialis®; feltehetjiik tehat, hogy ¢, (H) véges.
Vegyiink egy tetszOleges e-t, és ehhez olyan By, B, ... € A halmazokat, amelyek ugy fedik
H-t, hogy > a(B,) < po(H) + .
Mindegyik B,-re B,nA € A, és a B,\ A halmaz felbomlik paronként diszjunkt Cy1, ..., Cphp, €
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A elemek unidjara: B, = (B, nA) u Cp u ... 1 Chy,. Az additivitds miatt

BaA
kn
a(By 0 A) + Y a(Cu) " E a(B,),
i=1
def [0e]
wo(H Z a(B, N A),
n=1
Pa O- szubadd Lpa def & kn
Ca(H\A) Z% BN\A) < (D G D) +a(D)+... ),
n=1 n=1 i=1

Vo(H N A) + oo (H\A) < i( B, n A) +Zn:oz m>=ia(3n)<g0a(H)+8.

Végiil € — 0 és kész.

A fenti tétel kiterjeszti az o halmazfliiggvényt mértékként egy, az A-t tartalmazéd o-
algebrara. Igaz-e, hogy a kiterjesztés egyértelmi?

Altaldban nem igaz:

Alljon A az R félig nyilt intervallumaibél, és legyen a(A) = o ha A nemiires. Ekkor
a kiterjeszthet6 a P(R) halmazrendszerre, de a kiterjesztés nem egyértelmii. Lehetséges
kiterjesztés példaul a konstans oo és a szamlalomérték is.

Viszont ha az o nem tul nagy, az egész tér felbomlik megszamlalhaté sok, véges mértéki da-
rabra (mint ahogy RP felbomlik megszamlalhaté sok korlatos téglara), akkor mér a kiterjesztés
egyértelmi.

Definicié (o-végesség)

o Legyen X tetszéleges alaphalmaz, A < P(X) és a : A — [0,00] relativ kiilsé
mérték. Azt mondjuk, hogy a H < X halmaz o-véges az o szerint, ha léteznek
olyan A, As... € A halmazok, amelyekre mindegyik a(A,,) véges, és

o)
c UA
k=1

o Az (X, M, 1) mértéktér, illetve a p mérték o-véges, ha X a u szerint o-véges, avagy
felbontaté megszamlalhato sok véges mértéki halmazra.
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o RP g-véges a Jordan-mérték szerint.

o R nem o-véges a szamossagmérték szerint. A szamossagmérték szerint o-véges
halmazok a megszamlalhaté halmazok.

6.1 Tétel

Legyen A < P(X) félgytirt, « : A — [0, 00] relativ kiilsé mérték, ami még additiv is, és
tegyiik fel, hogy X o-véges.

Ekkor barmely M olyan o-algebrara, amelyre 4 < M < M, , az a egyértelmtien
terjesztheté ki M-re, azaz ha p mérték M-en és py4 = a, akkor 1 = | pm.

Bizonyitas. Az X olyan Aj, As, ... € A halmazok uni6ja, amelyekre minden «(A,) vé-
ges. A 1.1 lemma miatt ezeket kicserélhetjiik olyan, paronként diszjunkt By, Bs,... € A hal-
mazokra, amelyek unidja szintén X, és mindegyik Bj részhalmaza valamelyik A,-nek, igy
a(By) < a(A,) < w.

A 4 lemma miatt p < @, igy barmely H € M halmazra

a(Bn) = p(Bn) = p(Bp 0 H) + p(Bo\H) < ¢a(Bn 0 H) + @a(Ba\H) = @a(B,) = a(By),

és itt minden véges volt, tehat példaul u(H n B,) = po(H N B,,). Osszegezve
0 o0
p(H) = Z u(H N By,) = Z Ya(H N By) = po(H).
n=1 n=1

Ko6vetkezmény (Caratheodory-féle mértékkiterjesztési tétel

(Kovotaviivog Kapadeodwper, 1873-1950))

Legyen X tetszOleges alaphalmaz, A félgytiri P(X)-en, a : A — [0, 0] additiv és o-
szubadditiv és a(f) = 0. Ekkor

o Az « fiiggvény kiterjeszthet6 az A altal generalt o-algebran mértékké.

o Ha X o-véges, akkor a kiterjesztés egyértelmi.

A Lebesgue-mérték befejezése

Az elébbi tételeket alkalmazhatjuk a Jordan-mérheté halmazok gytiriijére vagy a [a;,b1) X ... %
lap, b,) alaku félig nyilt téglak félgytrijére.

Lemma

e Minden dimenziéban, a félig nyilt téglak félgytiriijén a Jordan-mérték additiv relativ
kiils6 mérték.

e Minden dimenzidban, a Jordan-mérhet6 halmazok gytirtijén a Jordan-térfogat ad-
ditiv relativ kiils6 mérték.

Bizonyitas. A Jordan-mérték additivitasat tudjuk.
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o0
Tegytik fel, hogy A, By, By, ... € J(RP) és A < | B;; a o-szubadditivitashoz azt akarjuk
i=1

0
igazolni, hogy t(A) < >, t(B;).
i=1
Vegyiink egy tetszéleges ¢ > 0-t. Elég finom kockazassal az A belso kockai egy olyan K < A
kompakt halmazt alkotnak, amelyre ¢(K) > t(A) —e. Mindegyik B;-hez vegyiik a tér egy
kell6en finom kockézasat ugy, hogy a fedé kockak ossztérfogata kisebb legyen, mint ¢(B;) + £

20
A fedo kockakat kicsit meghizlalva kaphatunk olyan G; Jordan-mérheté nyilt halmazt, amelyre

B; < G; és t(Gy) < t(B;) + 223
A kompaktsag miatt a K halmazt véges sok G;, mondjuk az elsé n darab is lefedi. Ezek
utan a Jordan- mérték szubadditivitdsa miatt

n n

t(A) —e <t(K) <t(Giu...uG,) < Zt(Gi) < <t(Bi) + 2.> < Zt(BZ-) + 2¢.

i=1 i=
0
Most e — +0-bdl t(A) < 3. t(B;).
=1

Téglakra a bizonyitds ugyanez, de egyszeriibb: A, By, Bo, ... félig nyilt téglak; az A-t egy
nala kisebb K zart téglara cseréljiik, a B; halmazt pedig egy nala bévebb nyilt téglara.

Kovetkezmény
e J, < L,, avagy a Jordan-mérheté halmazok Lebesgue-mérhetdek is.

« B(RP) < L,, avagy minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhets. (A félig nyilt tégldk
Borel-halmazok, és generaljak B(RP)-t.)

o t, = Nz, vagyis a Lebesgue-mérték a Jordan-mérték kiterjesztése.
o A Lebesgue-mérték teljes.

« A L, o-algebran a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitiv, normalt, eltolasinvaridns
mérték.

o Az RP-n a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitiv, normalt, eltolasinvarians Borel-
mérték.
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7. Lebesgue—Stieltjes mértékek 1-dimenziéban

Lokalisan véges 1-dimenziés Borel-mérték eloszlasfiiggvénye. Az eloszlasfiiggvény balrdl folytonos.
A kulénbo6z6 tipusd intervallumok mértékének kifejezése az eloszlasfiiggvénnyel. Additiv inter-
vallumfiiggvények. Megengedett végpontok. Egydimenzios Lebesgue—Stieltjes mértékek. Minden
lokélisan véges Borel-mérték egy Lebesgue—Stieltjes mérték megszoritdsa a Borel-mérhet$ halma-
zokra. [Petruska, 69-75. o.]

Most egy darabig egy I < R nyilt intervallum lesz a vildg (az I lehet félegyenes vagy az
egész R is), és a (I, B(I), u) lokélisan véges Borel-mértékeket vizsgaljuk.

Definicié (Borel-mérték)

Ha X topologikus tér, p: B(X) — [0, 0] mérték, akkor az (X, B, u) egy Borel-mértéktér
és p egy Borel-mérték.

Vannak, akik a B(X)-nél bévebb o-algebrakon értelmezett mértékeket is "Borel-
mértéknek" nevezik.

Definicié (lokalisan véges Borel-mérték)

Az (RP, B(RP), u) mértéktér lokdlisan véges, ha

(a) Minden pontnak van véges mértékii kornyezete, azaz

VaeRP Ir >0 B(a,r) < RP, u(B(a,r)) < wo;

(b) Minden kompakt K < R? halmaz mértéke véges.

Ez a ketté ekvivens; (b) = (a) trivialis®™, mert minden pontnak van kompakt kor-
nyezete; (a) = (b) azért, mert K minden pontja koril vehetiink egy-egy véges mértéki
kornyezetet, és a kompaktsag miatt ezek koziil véges sok is fedi K-t.

Definicié (intervallumfiiggvény eloszlasfiiggvénye)

Legyen A = {&F} U {[a,b) :a,be [,a<b} ésa: A— R vagy a: A— C.
Az F : I — R fuggvény az a halmazfiiggvénynek eloszldsfigguvénye, ha barmely [a,b)
esetén

o([a,1) = F(8) - F(a).

o Az a-nak akkor és csak akkor létezik eloszlasfiiggvénye, ha additiv.

o Specialisan, minden lokalisan véges mértéknek létezik eloszlasfiiggvénye.

Bizonyitas.
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o =: Ha van eloszlasfuggvény, és [xo,z1) U [21,22) U ... U [Tp_1,T,) = [T0,T,), akkor
Ya([zior,zi) = Y (Flai) = F(ziz1)) = Fan) — Flao) = o[, 20)).
i=1 i=1

o «: Ha « additiv, akkor valasszunk egy xq € I kezdGpontot, és legyen
0 ha z = z¢
F(z) = < a([zg,z))  haxz > xg

—a([x,z0)) ha x < x.

— Ha a < b < g, akkor a([a,b)) = a([a,z0)) — a([b,z0)) = (—F(a)) — (—F(b))
— Ha a < zy < b, akkor a([a, b)) = a([a, z0)) + a([zo,b)) = (—F(a)) + F(b).
— Ha 9 < a < b, akkor a([a, b)) = o([z0,b)) — a([zo,a)) = F(b) — F(a)

Lemma

(a) Ha F a (I,B(I), ) mértéknek eloszlasfiiggvénye, akkor F' monoton né és balrdl
folytonos.

(b) A tovabbi intervallumtipusok mértéke F-fel kifejezve
b+0)— F(a) = F(b+0) — F(a—0), specidlisan
a +

0)— F(a) = F(a+0) — F(a— 0);
b) — F(a+0)=F(b—-0)— F(a+0),

=
—~
o
8
=
N~—
S— N
I
!

Bizonyitas.
« Bédrmely a < b esetén F(b) — F(a) = p([a,b)) = 0, tehét F(a) < F(b).

o Barmely z, / a sorozatra, az [z,, a) intervallumok metszete (J. A mérték folytonossaga
miatt

0=pn(P) = u(ﬂ[zzn,a)) = lim y([zn, a)) = lim (F(a) — F(z,)) = F(a) — F(a — 0),
tehat F(a —0) = F(a).

o Béarmely x, “\, a sorozatra az [a, x,) intervallumok metszete az {a} pont.

n({a}) = u(ﬂ[a,wn)> = limu([a, xn)) = lim (F(:cn) — F(a)) = F(a+0)— F(a).
o 1(l0,01) = 1([o0)) + u(10}) = (F(b) = F(@) + (F(b+0) = F(b)) = F(b+0) — F(a).
i) = u(la.0) = u(fa}) = (FO) - F(a) = (F(a+0) = F(a)) = F(b) ~ F(a+0).

Kérdés (Megforditas?)

Van egy monoton novo F': I — R fiiggvénytink. Létezik-e olyan p Borel-mérték, amely-
nek F' eloszlasfiiggvénye?
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o A megforditas ezek utan olyasmi lenne, hogy kapunk egy monoton névo F' : I — R fiigg-
vényt, a megvaltozasabol készitliink egy additiv intervallumfliggvényt, és ezt az additiv
fiiggvényt kiterjesztjitk mértékké. Ha F' nem minden pontban folytonos balrél, akkor baj
van. Ezen tobbféleképpen segithetiink. Két fontos lehetoséget érdemes megemliteni:

— Kikoéthetjiik, hogy csak balrél folytonos F-et engediink meg.  Vagy:

— Az intervallumaink A félgyiiriijében nem engediink meg minden végpontot.

x Csak az olyan végpontokat engedjiik meg, ahol F' balrdl folytonos.  Vagy:
x Csak az olyan végpontokat engedjiik meg, ahol F' folytonos.
— Szerencsére egy monoton fiiggvénynek legfeljebb csak megszamlalhaté sok szakadasi
pontja lehet (mert minden szakadasnal dtugrik raciondlis szdmokat, és egy raciona-

lis szamot legfeljebb csak egyszer ugorhat at), tehat F' folytonossagi pontjai siiriin
vannak /-ben.

Mostantél kezdve F': I — R monoton novo.

V < I egy sfirti halmaz (a megengedett Végpontok halmaza).

AV minden pontjaban F' balrél folytonos.

A={F}u{la,b):a,beV,a<b} (ami felgyiirt),
e () =06és ala,b)) = F(b) — F(a).
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Lemma

Legyen F': I — R monoton névo, V < [ stri halmaz gy, hogy V' minden pontjaban F
balrél folytonos,

A={2}u{la,b) :a,be V,a < b} a félig nyilt intervallumok félgytirtije,

a(F) =0 és a([a, b)) = F(b) — F(a).

Ekkor az o halmazfiiggvény additiv relativ kiilsé mérték.

Bizonyitas.
e Az triviélisﬁ, hogy a additiv.
o Megmutatjuk, hogy a szubadditiv. Tegyiik fel, hogy az A = [a, b) intervallumot lefedik a
C; = lci,d;) (i = 1,2,...n) intervallumok; az kell, hogy a(A) < > a(C).
i=1
o Az Aintervallumot a ¢;, d; pontok kis félig nyilt intervallumokra osztjak: A = Ay, . LAy

e Minden j = 1,2,...,k-ra legyen x(i,j) = 1, ha A; < Cj; egyébként A; n C; = J és

x(i,j) = 0.
Za(@) > ;a(q nA) = ga(@ mQAj) — ga<g(@ mAj)) —
=S (Da@nay) =3 (Saea-a4)) -
=LIEL ey o =1 ty=l
-y (Zw,j)) a(4) = 31 a(4) = a(A)

o Most megmutatjuk, hogy o o-szubadditiv.

o Tegytik fel, hogy az A = [a,b) € A intervallumot lefedik a C; = [¢;,d;)) € A (i = 1,2,...)
o0
intervallumok; azt kell igazolnunk, hogy a(A) < > a(C;).

i=1

o Terv: Az A = [a,b) halmazt egy picit kisebb, de kompakt [a, '] intervallumra sziikitjik,
a C; = [¢;,d;) fedé halmazokat pedig picit bévebb (¢}, d;), nyilt intervallumokra. Utédna
a kompaktsag miatt véges sok C; is lefed, és miikodik a szubadditivitas.

Cq Cs
T — [
C/l C1 a C/2 c9 dl A b b

e Vegyiink egy £ > 0-t.

« AV e AnV megengedett végpontot gy vélasztjuk, hogy «([a,V)) > a([a,b)) — ¢,
vagyis F(b') > F(b) — €; ilyen O 1étezik, mert F' balrol folytonos b-ben.
5

« A ¢} < ¢; megengedett végpontot tgy valasztjuk, hogy o([¢}, d;)) < a([c;, dy)) + 5

vagyis

F(c) > F(e) - ;; ilyen ¢, is 1étezik.
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o Tudjuk, hogy
0 e¢]
[a,V] < [a,b) = U[ci,di) c U(cg,di).

» az [a,l] intervallum kompakt, ezért lefedi az uniobol véges sok nyilt (¢}, d;) is, mondjuk
az els6 n darab.

[a,V) = [a,b] < O(cg,di) c D[cg,di).

o Végiil € — 0, kész.

Kovetkezmény

Az « additiv és relativ kiils6 mérték, I o-véges, és az A altal generélt o-algebra B(I),
ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint o egyértelmiien kiterjesztheté Borel-mértékké I-n.

Definicié (1-valtozés Lebesgue—Stieltjes mérték)

e Legyen G < R nyilt intervallum,

e F': G — R monoton novo,

V < G az F folytonossagi pontjainak halmaza,

A= { g} u {[a, b) :a,beV,a< b} a folytonossagi intervallumok félgytiriije,

a: A—[0,0), a([a,b)) = F(b) — F(a), az F megvaltozdsa a folytonossdgi inter-
vallumokon;

o Legyen i = p, az a-hoz asszocialt kiils6 mérték. A neve: az F megudltozdsdbol
szarmazo Lebesque—Stieltjes kiilsé mérték.

o Legyen p a  megszoritasa a [i szerint mérheté halmazokra. Neve: az F' megudlto-
2a8abol szarmazo Lebesgue—Stieltjes mérték. (Thomas Joannes Stieltjes 1856-1894)

Ha p az az I megvaltozasabodl szarmazd Lebesgue—Stieltjes mérték, akkor:

« Barmely folytonossagi intervallumra p([a,b)) = F(b) — F(a).
« Ha F balrdl folytonos, akkor minden intervallumra p([a,b)) = F(b) — F(a).
o Minden Borel-halmaz p-mérheto.

o 1 teljes.
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Barmely monoton névé F : I — R fiiggvény megvaltozasa indukal egy lokalisan véges
Lebesgue—Stieltjes mértéket, amelyre nézve minden Borel-halmaz mérhet6.

Minden lokalisan véges Borel-mérték egy Lebesgue—Stieltjes mérték megszoritasa a Borel-
halmazokra.
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8. Lebesgue—Stieltjes mértékek véges dimenziéban

Additiv téglafiiggvény. Eloszlasfiiggvény. Folytonossagi hipersik. A folytonossdgi hipersikok hal-
maza megszamlalhaté. Lebesgue—Stieltjes mérték véges dimenzidban. [Petruska, 69-72. o.]

Additiv intervallumfiiggvények

Most a vilag egy nyilt G < RP halmaz lesz. Téglanak vagy intervallumnak az [ai,by) X ... %
lap, b,) alaki félig nyilt szorzatokat fogjuk nevezni, amelyeknek a lezdrtja is része G-nek, vagyis
elég kis € > 0 esetén (a1 —e,by +¢) x ... x (a, —€,b, + £) < G. A téglak félgytirijét jeloljitk
mondjuk 7-vel.

A téglék félgytiriijén legyen « egy additiv, nemnegativ, véges fiiggvény, a: T — [0, 00). Ezt
az additiv intervallumfigguényt szeretnénk kiterjeszteni mértékkeé.

Eloszlasfiiggvény?

Tegyiik fel, hogy a : T — [0, 00) véges, additiv fiiggvény. (Kikéthetjik, hogy a(&F) = 0, de ez az
additivitasbol kovetkezik.) Milyen G — R fiiggvényt nevezhetnénk "o eloszlasfiiggvényének'?
2-dimenziéban azt varjuk el, hogy barmely [a,b) X [c,d) téglara

a([a,b) x [¢,d)) = F(b,d) — F(a,d) — F(b,c) + F(a,c),

p
altaldban pedig barmely T' = X [a;, b;) téglara
i=1

by haeg =1 b, haeg,=1
_ _1)e1t...tep 1 1 14 p
oT) = Z (=1) F<{a1 haesl:O}"”’{ap haa,,zO})’

€1,...,6p€{0,1}

tehat a tégla minden csticsaban vessziik az eloszlasfiiggvény értékét, ezeknek sakktablaszertien
pozitiv és negativ el6jeleket adunk (a legfelsé cstcs eldjele pozitiv), és dsszeadjuk.

Ha G vagy « elég szép, mondjuk G az egész tér, akkor tudunk az additiv téglafiiggvénytink-
bol viszonylag szép, pl. minden koordinataban monoton eloszlasfiiggvényt késziteni. Példaul,

ha a a Jordan-térfogat, akkor F(x) = x1 - ... x, egy jé eloszlasfiiggvény. Ha G = RP és
tetsz6leges, akkor lehet F(x) = +a([0,21) x...%[0,,)), ahol a negativ z; esetén [0, z;) helyett
az [x;,0) intervallumot vessziik, és az elGjel attol fiigg, hogy az x4, ..., z, koordinatdk kozott

hany negativ van.
Ha viszont G bonyolult, akkor — ... 666 ...

Folytonossagi hipersikok

Inkabb nem is fogunk eloszlasfiiggvényekkel bibelédni, csak vesziink egy véges, additiv o : T —
[0, 00) téglafiiggvényt, és az eloszlasfiiggvény folytonossiga helyett kozvetlentil az a "folytonos-
sagat" fogjuk vizsgalni.
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Definicié (Folytonossagi hipersik)

Az x1 = ¢ hipersik az a : T — R intervallumfiggvénynek folytonossdgi hipersikja, ha
minden olyan R,, € T csokkend téglasorozatra, amelyre

R, = [Uun,vn) X [ag,b2) X ... X [ap,b,), u, /¢ és v, \ ¢

teljestil, hogy a(R,) — 0.
A tobbi koordindtatengelyre merdlegesen hasonléan definidljuk az zo = ¢, ..., z, = ¢
alaku folytonossagi hipersikokat.

Lemma

Megszamlalhaté sok kivétellel minden, a tengelyekkel parhuzamos hipersik folytonossagi
hipersik.

.

Bizonyitas. Nyilvan elég az x; = ¢ alaku sikokra.

Vizsgaljunk egy olyan kivételes c-t, amire x1 = ¢ nem folytonossagi hipersik. A c-hez van
egy Ry = [tn,vy) X [a2,b2) X ... x [ap, b,) csokkend téglasorozat, amelyre lim a(R,,) > 0.

A (p— 1)-dimenzids [az, by) X ... X [ap, b,) téglat kicsit meghizlalhatjuk (ezzel a hatarérték
nem csokken), igy az as, bs, . . ., a,, b, koordinatakat raciondlis szdimoknak is valaszthatjuk. Ezek
utan valasszunk olyan a; < ¢ és by > c racionalis szamokat is, amelyekre [a1,b1) x ... x [a,,b,) €

T.

igy
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Végiil vilasszunk egy ¢ € ( fle=0), f(c+ O)) raciondlis szamot, amelyet az f(z) fiiggvény
a ¢ pontban atugrik. Ezzel minden kivételes c-hez rendeltiink egy racionalis szamokbol allé
(ay,by,...,a,, by, q), sorozatot.

A sorozatbdl visszafelé kovetkeztetve az f(z) fiiggvény egyértelmiien meghatarozott, és csak
az x; = c pontban ugorja at a ¢ értéket, tehat az (ay,bi,...,a,, by, q) sorozat egyértelmiien
meghatarozza c-t. Mivel racionalis sorozatbdl csak megszamlalhatd sok van, igy kivételes ¢
értékbdl is. ]

A nem folytonossagi hipersikokkal baj van, ezért ezeket a kivételes koordinataértékeket nem
fogjuk megengedni.

Legyen V < G az olyan (cq,...,c,) pontok halmaza, amelyekre mindegyik z; = ¢; sik
folytonossagi hipersikja a-nak, és legyen F az olyan téglak félgytiriije, amelyeknek minden
csucsa V-beli. Ekkor a « fliggvény o-szubadditiv a F félgytiriin.

Bizonyitas. (Ugyanaz, mint az 1-dimenziés Lebesgue—Stieltjes mértéknél.)

o FEloszor megmutatjuk, hogy a szubadditiv. Tegyiik fel, hogy az A téglat lefedik a C1, ... C,
téglak; az kell, hogy a(A) < > a(C).

i=1
o Az A téglat a fed6téglak lapsikjai kisebb téglakra bontjak: A = Ay ... 1 Ag.

e Minden j = 1,2,... k-ra legyen x(¢,j) = 1, ha A; < C;; egyébként A; n C; = & és

x(i,7) = 0.
Za@) >;a(cmA> :Z;a(cml;f@ =;a<g(om,4j)) =
S (Sa@nan) = 3 (Saea-a4)) -
=1 2=l Aj vagy & =1 ta=l
S (éw,j)) a(4) = 1 a(4) = a4)

o Most megmutatjuk, hogy a o-szubadditiv.

o Tegyiik fel, hogy az A € A téglat lefedik a C1, Cs, . .. € A tégldk; azt kell igazolnunk, hogy
0
alA) < D a(C).

i=1
o Vegylnk egy € > 0-t.

o Az A fels6 lapsikjait befelé toljuk ugy, hogy a kapott A’ téglara clA" < A, és a(A’) >
a(A) — e legyen. (Lehet, mert a lapsikok folytonosséagi hipersikok.)

o A C; alsé lapsikjat lefelé (kifelé) toljuk tgy, hogy az igy kapott C] téglara int C! > C; és
a(Cl) < a(C;) + % legyen.
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o Fzek utan
o0

A c Ac GCi c U(int Cl).

i=1 i=1

o A kompaktsag miatt valamilyen n-re

Alc dA c O(int c)) < UC(
=1

7

o Végiil € — 0, kész.

Kovetkezmény

Az « additiv és relativ kiilsé mérték, G o-véges, és az A éltal generdlt o-algebra B(G),
ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint o egyértelmiien kiterjesztheté Borel-mértékké G-n.

Definicié (p-dimenziés Lebesgue—Stieltjes mérték)

Legyen G' < RP nyilt, T azoknak a félig nyilt téglaknak a félgytirtije, amelyeknek a lezartja
is része G-nek, és legyen o : T — [0, o0) additiv.

Legyen V < G az olyan (cy,...,c,) pontok halmaza, amelyekre mindegyik x; = ¢; sik
folytonossagi hipersikja a-nak, és legyen F az olyan téglak félgytirtije, amelyeknek minden
csucsa V-beli.

Az a| z-hoz asszocidlt ¢ = @q 7 kiilsé mértéket az a-bol szdrmazo Lebesque—Stieltjes kiilsd
meértéknek nevezzik.

A p-mérheté halmazok M o-algebrajara megszoritva, u = @|ym az a-bol szarmazo
Lebesque—Stieltjes mérték, (G, M, ) a Lebesque—Stieltjes mértéktér.

Ha G = R? és a a Jordan-térfogat, akkor specidlis esetként a Lebesgue-mértéket kapjuk.

Minden lokalisan véges Borel-mérték egy Lebesgue—Stieltjes mérték megszoritasa a Borel-
halmazokra.

Bizonyitas.

o Legyen pg lokdlisan véges Borel-mérték G-n, azaz RP Borel halmazain értelmezett mérték.
Ezt szeretnénk Lebesgue—Stieltjes mértékként eloallitani.

o Legyen T a G belsejében fekvo, folytonossdgi hipersikokkal hatarolt téglak félgytriije.
Ezen po|7 egy additiv, o-szubadditiv téglafiggvény.

o A @ alaphalmaz o-véges |7 szerint, mert felbontaté megszamlalhaté sok folytonossagi
tégla unidjara.

o A mértékkiterjesztési tétel szerint po|r egyértelmiien kiterjesztheté egy u Lebesgue—
Stieltjes mértékké a téglak altal generalt o-algebrara, vagyis a Borel-halmazokra.

o Az egyértelmiiség miatt py = p.
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9. Lokalisan véges Borel-mértékek regularitasa

Mérhet6 halmaz kozelitése nyilt, zart, kompakt, G5 és F, halmazokkal. Regularitds. Mérhetd
halmazok "tavolsaga". Minden Lebesgue-mérheté halmazhoz van tetszélegesen kozeli halmaz, ami
véges sok (racionalis koordindtdja) téglalap unidja. [Petruska, 72-73. o.] [Petruska, 72-75., 59.
o.]

Legyen X < RP nyilt, M < P(X) o-algebra X-en, amely tartalmazza B(X)-et, és p
lokalisan véges mérték M-en.

(Specidlis esetek: (X, M, ) Lebesgue-Stieltjes mértéktér, vagy éppen az (RP, L, \)
Lebesgue-mértéktér, esetleg (R?, B, \).)

Ekkor tetszoleges H € M halmazra teljesiilnek a kovetkezok.

(la) Barmely € > 0-hoz van olyan
G < X nyilt halmaz, amelyre
Hc Gés pu(G\H) <e.

(2a) w(H) = inf{u(G)
G < X nyilt, H c G}.

(3a) Van olyan A € Gs(X) hal-
maz, amelyre Hc A és
u(A\H) = 0.

(1b) Bérmely ¢ > 0-hoz van olyan

F < H zart halmaz, amelyre
p(H\F) < e.

p(H) = sup {u(K
K kompakt, K < H}.

(2b)

(3b) Van olyan B € F,(X)
halmaz, amelyre B c H és
w(H\B) = 0.

A (2) tulajdonsagu, a Borel-halmazokat tartalmazé o-algebran értelmezett mértékeket
hivjuk reguldrisnak.

Bizonyitas.

(la) — Legyen T a félig zart téglak félgytiriije, a =

riije.

wlr, és A a folytonossagi téglak félgyi-

— A mértékkiterjesztés egyértelmiisége miatt u = pa|r; a mértéket eléallithatjuk A-
beli téglakkal vald fedéssel.

— Az alaphalmaz el6éll, mint megszamlalhat6 sok kompakt (pl. kockék) uniéja: X =
U K.
— Mindegyik H n K,, halmaz mérheto, a mértéke véges, és tetszoleges pontossaggal
lefedheto folytonossagi téglakkal.
— A félig nyilt fedd téglakat nyilt téglakra hizlalhatjuk. A meghizlalt fedd téglak
unidjaként létezik olyan G,, = X nyilt halmaz, amelyre K, n H c G,, és u(G,) <
w(H n K,) + o

— Legyen G = | J G,,; ekkor

0

J@G\H) = Cj (G\(H N K,))

n=1 n=1

G\H =

WG\H) < 3 u(Ga\(H 0 Kn)) = 3 (1(Ga) = pn(H 0 K)) < ) o = <.

n=1 n=1 n=1
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(1b) A komplementerekre attérve, létezik olyan F zart halmaz, amelyre H ¢ F < X és
p(F\H) < ¢, vagyis F < H és p(H\F) < ¢.
(2a) — Ha H < G, akkor u(G) = p(H), ezért inf {u(G)} = p(H).
— Az (la)-bol Ve > 0 inf {u(G)} < p(H) + <.
—Ve>0 p(H)<inf{u(G)}<u(H)+e e\, +0, kész.

(2b)  — (kompakt helyett zarttal ez is trivialis® lenne...)
— Ha K < H, akkor pu(K) < p(H), ezért sup {u(K)} < u(H).
— Minden m < p(H)-hoz keresiink olyan K < H kompakt halmazt, amire pu(K) > m.
— Az (1b) miatt van olyan F' ¢ H zart halmaz, amelyre u(F') > m.

— Minden pozitiv egész n-re legyen K,, = FnB(0,n). Mindegyik K,, kompakt, | J K,, =
F.

— A mérté¢k folytonossdga miatt lim u(Ky) = p(F) > m.
— Van olyan n, amelyre u(K,) > m.
— Tehdt Vm < u(H) m <sup{pu(K)} <p(H). m / p(H), kész.
(3a)  — Minden n-re legyen G,, € X olyan nyilt, amelyre H < G,, és u(G,\H) <
— Legyen A =[G, € Gs.

— H < A és minden n-re

1
n

pANH) < p(Go\H) <

SRS

— Az n — o hataratmenetbél u(A\H) = 0.

(3b) Ugyantigy, mint (3a), vagy attérve komplementerekre.

Kovetkezmény

Tetsz6leges (X, M, 1) Lebesgue—Stieltjes féle mértéktérben

M = B*.

(Az, hogy a csillag mit jelent, attdl figg, mi a mérték!)

Bizonyitas.
o Az el6z6 tétel (3b) szerint

M={MuZ: MeF,(X), wZ) =0}

A (3a) szerint van olyan N € Gs, hogy Z < N és pu(N) = 0.

M,N e B, u(N) = 0, tehat M < B*.

A Borel-halmazok mérhetok, ezért B < M.

A minimalis, B-t tartalmaz o-algebra, amelyen u teljes, a B*. Ezért B* < M.
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Kovetkezmény (lokalisan véges Borel-mértékek regularitasa)

Tetszbleges lokélisan véges Borel-mértékre igazak a fenti (1-3) allitasok (M = B-re).

Megjegyzés

A lokélis végesség nem hagyhaté el, ezt mutatja példaul a szdmossagmérték.

9.1 Lemma (kozelités szép halmazokkal)

A Lebesgue-Stieltjes-, specidlisan a Lebesgue-mérhetd halmazok kézel vannak szép Borel-
halmazokhoz: ha (X, M, 1) Lebesgue—Stieltjes mértéktér, A € M, és u(A) < oo, akkor
barmely € > 0-hoz van olyan B halmaz, ami véges sok, racionalis sarku tégla diszjunkt
unibja, és u(AAB) < e.

Bizonyitas. Fedjiik le A-t egy téglasorozattal £/2 pontossiggal:
0
Ac| R, D uRi) < p(A) +¢/2.
i=1

Legyen n olyan nagy, hogy >.2 | u(R;) < /2, és legyen

Ekkor

Megjegyzés

Lehetne a mérheté halmazok kozott egyfajta félmetrikat csinalni: az A és B halmazok
tavolsaga \(AAB).

A fenti tétel azt is mondja, hogy a Lebesgue—Stieltjes mérheté halmazok majdnem ugyan-
azok, mint a Borel-halmazok: minden mérheté halmaz egy Borel-halmaz (vagy csak F, halmaz)
plusz nullmértéki zaj. A lemma szerint pedig minden véges mértékit mérheté halmaz néhany
tégla unidja, plusz-minusz e-nyi zaj...
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I1. rész

Mérték szerinti integral

10. Mérheto fiiggvények

Meérhetd fiiggvények, a mérhetdség kiilonbozd ekvivalens feltételei félegyenesek &sképeivel. Mér-
het6ség és miiveletek (min, max, alapmiveletek, hatérérték, kompozici6), megszamlalhaté sok
mérhet6 fliggvény pontonkénti szuprémuma, infimuma, liminfje, limszupja, a konvergenciahalmaz
mérhetdsége. Luzin tétele. Jegorov tétele.

Emléksziink, egy f : R — R fliggvény akkor és csak akkor folytonos, ha barmely H < R
nyilt (zart) halmazra a H 6sképe, f~1(H) nyilt (zart). Az f: R — R fiiggvény akkor és csak
akkor monoton, ha minden (véges vagy végtelen) I < R intervallum 8sképe, f~!(H) is interval-
lum. A folytonossag és a monotonitéas is nagyon fontos tulajdonsag a Riemann-integralhatésag
vizsgalata soran, de ezek a tulajdonsagok torékenyek, egészen egyszerti miveletek elrontjak
oket.

Ugyanakkor az 0sképképzés egy nagyon kényelmes operacio, felcserélhet6 az 6sszes halmaz-
miivelettel: (véges vagy végtelen) unié &sképe az 6sképek unidja, metszet Gsképe az Esképek
metszete, komplementum 0Osképe az 6skép komplementuma stb.

A mérték szerinti integralok bevezetése elétt a folytonossag és a monotonitas egy kozos
altalanositasat targyaljuk meg.

Definici6

Legyen (X, M) és (Y, N) mérhetd terek és f: X — Y.

Az f leképezés (M, N)-mérhetd, ha minden A € N-re f~1(A) e M.

Ha N = B, akkor M-mérheté vagy csak mérheté.

Ha XY topologikus terek, M = B(X) és N = B(Y), akkor Borel-mérheté.
Ha M = L(R?) és N = B(Y), akkor Lebesque-mérhetd.

Sokszor nem a o-algebraval, hanem a mértékkel fejezziik ki: p-mérheto.

Lemma

Legyen (X, M), mérhet6 tér, Y valamilyen halmaz és f : X — Y. Ekkor
N={AcY:f1A)eM}

o-algebra Y-on.

Bizonyitas.

e JeN, mert f7HD) =T eM.
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e YeN, mert f[71(Y)=Xe M.

o N zirt a komplementumképzésre: ha A € N, akkor f~'(A4) € M, igy f1(Y\A) =
X\fH(A) e M, tehat (Y\A) e N.

o N zirt a megszdmlalhat6 uniéra: ha A, Ay, ... € N, akkor minden k indexre f~1(Ay) €

M, igy f71<U Ak Uf Ak) € M tehat UAk) eN.

Megjegyzés

A Lemma alapjan a mérhetéséget elég az N egy generdtorrendszerére ellendrizni. Pél-
ddul a Borel-halmazokat generdljdk a [—o0,c) vagy a [—0,c]| sth. félegyenesek, és a ¢
végpontokat elég egy stirti halmazbdl valasztani.

Legyen (X, M) mérheté tér, f: X — R, S R siirti. Ezek ekvivalesek:

« a f fiiggvény Borel-mérhetd.
[-0,0)) = {z: f(z) < c} e M;

[—o0,c) = {: f(z) <cteM;

(e;00]) = {z: f(z) > ¢} e M;

[c,0]) = {z: f(z) = c} e M.

« minden G < R nyilt halmazra f~(G) = {z : f(z) € G} € M.

 minden c € S-re f~}(
« minden c e S-re f~Y(
« minden c e S-re f~Y(

(

e minden c € S-re f~

o minden I c R intervallumra f~1(I) = {z : f(z) e [} € M.

Kovetkezmény

Specidlisan, minden folytonos R — R fiiggvény Borel-mérheto, és minden monoton R —
R fiiggvény mérheto.

Mérhetoség és miiveletek

Mérhetd fiiggvények kompozicidja mérheté: ha g : (X, M) — (Y,N) és f : (Y,N) —
(Z,K) mérhetd, akkor fog: (X, M) — (Z,K) is mérhetd.
Specidlisan, ha g mérhet6 és f folytonos, akkor f o g mérheto.

Bizonyitas.
e Bérmely A ¢ Z halmazra (f o g)~'(A) = g_l(f_l(A)).
« Ha Ae K, akkor f~'(A4) € NV, de akkor g7 (f~'(A)) e M.
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Ha f,g : X — R mérhet8, akkor cf, f + g, |f], max(f,g), min(f,g), f*, 1/f, fg. f/g is
mérheto.

Bizonyitas.
o c- f,|f| és f? egy-egy mérhetd és egy folytonos fliggvény kompozicidja.

{x:f(x)+g($)<c}= U ({x:f(x)<p}m{x:g(x)<q}).

P,q€Q
p+g<c
maax(f,g) = LIV = i g - L9V ol
[ ] 2_ ) 2
PO il et )

4

1/x mérhet6; 1/f két mérhetd fliggvény kompozicidja.

Ha fi, fo,...: X — R mérheto, akkor

(1) sup f, és inf f,, mérheto.

(2) limsup f,, és liminf f,, mérheté.

(3) Azon pontok halmaza, ahol lim f,, 1étezik, mérhetd, és a lim f,, figgvény is mérheté.

Bizonyitas.
{zsup fu(2) < e} =[x : fulz) < ¢}
{o:inf fo(z) < e} = Jw: fule) <} (1)
limsup f, = i%f (Tsnlgr)l fm>; liminf f, = sup (nllgf;1 fm> (2)
{z :liminf f,(z) < limsup f,(z)} =
= U ({x :liminf f,(z) < p} N {z : limsup f,(z) > q}) (3)
P,geQ
p<q
Ha f1, fo,...: X — R mérhet6 és X az A;, Ay, ... mérheté halmazok unidja, akkor az

f1<.27) ha z € Al
f(x) =< fo(z) haxe A,

fiiggvény is mérheto.
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Bizonyitas. Barmely B € B(R) Borel-halmazra f~'(B) = |, (/,'(B) n 4,).

Kérdés

o Az alapvet6 épitékoveink, az Osszes elemi figgvény Borel-mérhetd; az alapmiivele-
tek, beleértve az esetszétvalasztast és a pontonkénti hatarértéket, nem vezetnek ki
a Borel-halmazok és Borel-mérhet6 fiiggvények korébal.

o Egyiltalan tudunk nem Borel-mérhet6 R — R fiiggvényt konstrudini?

Tétel (Luzin ( , 1883-1950))

Ha (R?, M, 1) Lebesgue—Stieltjes-mérték, f : R? — R mérhet$ és ¢ > 0, akkor létezik
olyan folytonos g : RP — R fiiggvény, hogy

plle e R : f(2) # glo)}) <=

Avagy, a Lebesgue—Stieltjes mérhetd fiiggvények "kozel" vannak a folytonos fliggvények-
hez.

Bizonyitas. Az f-et kompondalhatjuk egy olyan fiiggvénnyel, amely folytonos bijekcié R és
t
(0,1) kozott (példaul y — 2 8Y

Minden n-re és 0 < k < n esetén legyen

+ 5), ezért elég az allitast R? — (0, 1) fuggvényekre igazolni.

k k+1) &k
An,k={xeRp:ﬁ<f(x)<T} és fn(x)=kzzg)ﬁ-x,4mk;

1
ekkor tehat < —, és fu(x) — f(x) egyenletesen.
n

f(@) = ful2)

Ay regularitdsa miatt minden n-re és k-ra léteznek olyan Z,, < A, zart halmazok,

amelyekre p(An, x\Znx) < L; legyen
n.n

9
n—1 0

7, = Uan bs 7 = ﬂZn
k=0 n=1

A Z, halmazok és a Z halmaz is zart.

Mindegyik n-re a f,(x) egy olyan egyszerti fuggvény, amely a Z,,...,Z, -1 diszjunkt
zart halmazok mindegyikén konstans, tehat f,(z) folytonos ezek uniéjan, Z,-en. A Z,-nek a
7 is része, tehdt az Osszes f,(x) figgvény folytonos Z-n. Az egyenletes konvergencia miatt
f =lim f,, is folytonos Z-n.

A Tietze féle kiterjesztési tétel szerint a zart Z-n folytonos f|; fiiggvény kiterjeszthetd egy
RP-n folytonos ¢ fliggvénnyé. Végiil,

(2R : f(z) # g(2)} € X\Z = U (X\Z,) — U A Za) = U U Ane\ Zun),
n=1 n=1 k=0 n=1 k=0
plfr e B : f() # 9(0)}) < D) D) nlAui\Zos) < 30 Y
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Tétel (Jegorov ( , 1869-1931))

Legyen (X, M, n) mértéktér, (Y, p) szeparabilis metrikus tér, A < X, u(A) < oo, és te-
gyiik fel, hogy f1, fa,... : X — Y mérhet6 fiiggvények egy py-m.m. pontonként konvergens
sorozata.

Ekkor minden & > 0-hoz van olyan mérheté B — A halmaz, amelyre u(B) < ¢, és az (f,)
figgvénysorozat egyenletesen konvergens (A\B)-n.

(Azaz, a pontonkénti konvergenciabdl "e-hiba" mellett kovetkezik az egyenletes konver-
gencia.)

Bizonyitas. Legyen g = lim f,,, és rogzitsiink egy tetszdleges ¢ > 0-t. Minden n,k € N-re
legyen

B = {xe A Imzn p(ful2),g(2) = ]t} - U {xe A p(fu(z),g(x) = }f}

mz=n

Ez a halmaz mérhet6 (erre még visszatériink), £y, < Eoy < ..., és a pontonként konvergencia
szerint minden k-ra

0
ﬂ En,k: = @
n=1

A mérték folytonossidga miatt minden k-ra lim w(Enx) = 0, igy van egy olyan ny, amelyre

Legyen

0
B = U Enk = {x cA: 3k Im=n p(fin(z),9(x)) =
k=1

=
——

A mérték szubadditivitdsa miatt
o0 0 c
p(B) < Y u(Bua) < Y o =<
k=1 k=1
A B halmazon kivil

VkeN Vm>=n, Ve (A\B) p(fm(a:),g(x)) < ]t,

vagyis f,, — ¢ egyenletesen.

Mér csak az hidnyzik, hogy E, , mérhet6. Elég azt bizonyitani, hogy ha f,g : X — Y
mérheto fliggvények és n > 0, akkor a

H={zeX: p(f(z),g(x) <n}

halmaz mérheto.
Legyen S egy megszamlalhatd, stri részhalmaza Y-nak. Azt allitjuk, hogy barmilyen
Y1, Y2 € Y pontokra

p(y1,92) <n < 3Jq,reQ 3IseS (q,r>0, p+aqg<mn, py,s)<gq, p(y2,8)<7“>-
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Az odafelé irdnyhoz tegytk fel, hogy p(y1,y2) < n. Vélasszunk olyan pozitiv, raciondlis ¢, r
szamokat, amelyekre p(y1,y2) + 29 < és o(y1,y2) + ¢ < r < n — ¢, majd valasszunk ki egy
s € S pontot, amelyre p(y1, s) < ¢q. Erre a pontra p(ys, s) < p(y1, s)+p(y1,y2) < ¢+ (r—q) =r.

A visszafelé irany a haromszog-egyenlotlenséghbol trivialis®™: ha q,r, s teljesiti a feltételeket,

akkor p(y1,v2) < p(y1,8) + p(ye,8) <q+7r<mn.
Ezek utan

H={zeX: p(f(2),9(x)) <n}
—{reX:30,7€QI€S (pg>0, pra<n, plf(x).s) <q, plgle)s) <)}
— {xeX: J,reQIseS (pg>0, p+qg<n, ze f(Bs q), xeg_l(B(s,r))}
- U U Be0) ng ' (Bsm) e

q,reQ ses
P,4>0,
p+q<n
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11. Nemnegativ fiiggvények integralja

Egyszeri fiiggvények. Nemnegativ mérhetd fliggvény mint egyszerii fiiggvények monoton noévd
limesze. Egyszeril fliggvény integralja. Nemnegativ mérheté fliggvény integralja. Miiveletek.
[Petruska, 52-57. o.]

Ebben a fejezetben lesz egy kozos, rogzitett (X, M, ) mértéktér; minden figgvény az X-
en vagy egy részhalmazan értelmes, és R-be képez. Szeretnénk az eddigi integralfogalmakat
kiterjeszteni mértékterekre.

Megallapodas: most, és a tovabbiakban is

0-c0o=00-0=0.

Alséo és fels6 integralkozelité osszegek?

Most is probalkozhatnank azzal, hogy az integralt also és felsé Osszegekkel definialjuk. Az X
halmaz felosztésa azt jelentené, hogy az X-et felbontjuk megszamlalhato sok diszjunkt mérhetd
halmazra: X = | |A;. A felosztdshoz tartozé alsé és felsd dsszeg s = .7, (infa, f) - p(A),
illetve S = Y7 (supy, f) - u(A).

Ha a fiiggvény pozitiv és negativ értékeket is felvehet, akkor az als6 és a fels6 6sszeg nem
feltétlentil létezik, mert +o00 — co alakt Gsszegek is el6fordulhatnak. Ezért egyelore csak nemne-
gativ értéki fiigguényeket fogunk integrdlni. Az alsé integral ezek utan lehetne az als6 Osszegek
szuprémuma, a felso integral a felso Osszegek infimuma; az integral akkor létezik, ha az als6 és
a felsé integral megegyezik.

Vegyiik azonban észre, hogy az alsé és a felsé integral barmilyen nemnegativ, mérheto
fliggvény esetén megegyezik. Vegyiink egy ¢ > 1 szamot, és legyen

Av =f71({0}) = {z: f(=) = 0},
Ag) = ([d"d™) ={z: ¢ < flx) < ¢} (i€eZU{N})

flz)

A felosztashoz tartozo alsé és felsé 6sszeg legyen s(q), illetve S(q); ekkor

Zq" - 1(A;) < s(q) < S(g) < Zq’“ u(A;) = qz g - u(A)

és emiatt

ffdﬁb<ffd/i<3(q) <q-slq) <Qdeu.
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Ha g-val tartunk 1-hez, azt kapjuk, hogy {fdu = f fdu. Ezek utdn sziikségtelen alsé és felso
integralokkal és integralkozelits sszegekkel foglalkozni. Csak az alsé integrdlt fogjuk haszndlni.

Az alsé Osszegek esetében pedig elég az OsszeghOl véges sok tagot megtartani, mert az
ilyen részletosszegek szuprémuma is kiadja a teljes sor Osszegét. Tehat: nemnegativ mérhetd
fiigguényekre csak also integrdl lesz, véges sok tagiu also dsszegekkel.

Egyszeru fiiggvények integralja

A véges sok tagu also Osszegek maguk is egy-egy specidlis, csak véges sok értéket felvevo fligg-
vénynek egy, intuitivan integralnak tekintheté mennyisége.

Definicié (egyszerii fiiggvény)

Legyen (X, M) mérhetd tér.
Az f: X — R egyszeri fiigguvény, ha mérhetd, és az értékkészlete véges.
Masképpen: f akkor mérhetd, ha vannak olyan Ay, ..., A, diszjunkt, mérheté halmazok

és cy,...,c, szamok, hogy
n
f = 2 Ci " XA;-
i=1

Definicié (egyszerii fiiggvény integralja)

Az f = > ¢ - xa, egyszeri figgvény p szerinti integrdlja
=1

ici p(As),  jele L fdu= L f(z)dp(x).

Az f p szerinti integrdlja a H € M halmazon

| rau- 2; W 0 A) = | (- x)

Ugyanannak a fliggvénynek tobbféle felirasa is lehet, mert a ¢; értékek kozott egyenldk is
lehetnek, de a képlet minden felirdsra ugyanazt az értéket adja.

Ha X = {1,2,...,n}, és p a szamlalomérték, akkor a {1,2,...,n} — R fiiggvények az n
hosszt szamsorozatok, minden fiiggvény egyszerti, és az integral a sorozat Osszege.




Lemma

Nemnegativ egyszeri fiiggvényekre
(1) Ha f < g, akkor §, fdu <§, gdu;

(2) Ha u(A) =0, akkor §, fdu =0

(3) Ac Besetén {, fdu=§,xafdu

(@) §ycdu = culA)

()

5 §(f+9)=§f+§g

.

Bizonyités. (1) Legyen X = | |;A; = | |; B, f =2 ¢ xa, és g =2;d; - XB;-
JXf:ZCz Zcz (Z/L(AimBj>>
J
=ZZCZ~ (A; N Bj) ZZd],uA N Bj)
:Zdj'(ZuAﬂB) Zd]u fg

J i

(5)
JX(f+g)du=Z(ci+d (Ai 0 B;) ZQZ/LAF\B +Zd2uAmB

7:7‘7‘

Nemnegativ fiiggvények integralja

Definicié (nemnegativ mérhetd fiiggvény integralja)

Legyen (X, M, i) mértéktér.
Ha f: X — [0,00] mérhetd (a oo értéket is megengedjiik), és H mérhet6é halmaz, akkor
az f fuggvény u szerinti integralja

sup {J hdp = h egyszeri fiiggvény, 0 < h < f} .
H

L fdp = L £(#) du(z).

Jele

Ha f nemnegativ egyszeri fiiggvény, akkor a kétféle integral-definicié ugyanazt az ered-
ményt adja.
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Bizonyitas. Trivialis®™ a Lemma (1) pontjabol.

Ha X = N, és p a szamlalomérték, akkor az N — R mérheto fiiggvények a végtelen
szamsorozatok, és (egyeldre csak nemnegativ tagi sorozatokra) az integral a sor Osszege.

Legyenek f, g > 0 mérheto fiiggvények.
(1) Ha f < g, akkor §, fdu < § gdy;
(2) §,cdp = cpu(A)

(3) Ha pu(A) = 0, akkor §, fdu =0
(4) Ac Besetén §, fdu = §, xafdu
(5) ¢ = 0 esetén {cf =c( f;
6)§(f+9)=5f+§g

Bizonyitas. (1-5) trivialis®; az utolsé bizonyitdsa késSbb.
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12. Nemnegativ fiiggvénysorozatok integralja

Monoton konvergencia tétel. A MKT. nem igaz csokkend sorozatra. Osszeg integralja. Beppo
Levi tétele. Végtelen tdblazat dsszege mint a BLT specidlis esete. Fatou-lemma. Példak, amikor a
Fatou-lemméban nincs egyenléség, illetve limszuppal egyik irdnyban sem igaz. [Petruska, 57-60.
o.]

Tétel (monoton konvergencia tétel, MKT)

Ha (X, M, p) mértéktér, 0 < fi < fo... nemnegativ mérhet6ek X-en és E € M, akkor

| i poci = iy, |

(Es mindkét hatérérték létezik.)

Bizonyitas. Feltehetd, hogy F = X, mert attérhetiink az (E, M|g, u) mértéktérre vagy X\E
pontjaiban a fiiggvényeket a konstans nullanak definialhatjuk.

Vegyiik észre, hogy az allitasban szerepld hatarértékek és integralok mind 1éteznek, és f,, < f
miatt lim, o §y fudpe < §y fdp trivialis®™. A masik irdnyn egyenlétlenséget kell bizonyita-
nunk.

Vegytlink egy olyan, egyszeri fiiggvényekbdl allé ¢q, go, ... sorozatot, amelyre g, < f és
§x gmdp — §x fdp.

Most egy idore rogzitsiik m-et, és vegyiink még egy 0 < € < 1 szdmot is.

A g, egyszerti fiiggvény, tehat g, = Z,’;:l cixa, valamilyen ¢; > 0 szamokkal és paronként
diszjunkt, mérheté A; halmazokkal. Minden n-re legyen A;,, = {x € A; : fo(z) > (1 —¢)c;}. A
monotonitas, azaz f,+1 = f, miatt A;,41 D Ai,.

Az A; halmazon lim f,(z) = f(x) = ¢; > (1—¢€)c¢;, ebbél kovetkezik, hogy minden x € A;-hez
van olyan n, hogy f.(z) > (1 —¢€)c;, tehdt x € A, ,; ezért | J_| A;,, = A, és gy

Lim p(An) = p(As).

Ah, = Zle(l —€)ci - Xa,, egyszerii figgvény és h, < f,, ezért

an > Jhn = 2(1 —e)ei - w(Ain).

Az n — oo hatardtmenetbdl

lim an > 2(1 —&)ei - w(Ay) = (1 —¢)

lmfh>f%;
1imffn>ff_

i i) = (1) [ g

)
-
i

Most ¢ — 0:

végill m — oo:

Csokkend sorozatra a MKT nem igaz, pl. R-en f,(z) = & vagy (0,1)-en g, = ——

nx
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Kérdés

Vajon van olyan ellenpélda is, amikor { f,, véges?

Ha f,g > 0 mérhetéek, akkor {(f +g) = { f + { g.

Bizonyitas. Minden pozitiv egész n-re legyen

k

fo(z) = max{z—n ckelZ, 0< 2% < min(f(a:),n)}

k k
gn(x) = max{z—n keZ, 0< o < min(g(x),n)}

Ezek nemnegativ egyszert fiiggvények, f, / f és g, / g; a MKT miatt

f(f +g)du = limf( fo + gn)dp = lim (f Fodps + J gndu> -
_ limJ Fodp+ limJ gndy — f Fdp+ J gl

Tétel ( (1875-1961), BLT)

Ha fi, fo,... = 0 mérhetok, akkor

| (i fn> dji - i | g

Bizonyitas.

Ha X = N és u a szamlalémérték, akkor visszakapjuk azt, hogy ha egy végtelen tablazatban
nemnegativ szamok vannak, akkor az oszloposszegek Gsszege egyenld a sorosszegek Osszegével:

Kovetkezmény

an = 0 esetén
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Tétel (Fatou-lemma, (1878-1929))

Ha f1, fa,... = 0 mérhetdk, akkor

f (liminf f,)dp < lim inff fndp.
b be

Bizonyitas. A g,(z) = igf fm(x) fiiggvénysorozat pontonként monoton né, igy

L{(lim inf f,)dp = JX ( lim ( inf fm)> mkt i ( inf fm)du —

n—o ‘\m=n n—0 m=n

= lim inf J ( inf fm hm mf J fndp.
X

n—00 m=n

Példak

1. Lehetséges, hogy a Fatou-lemméaban a két oldal nem egyenls, pl. legyen a [0,2)

intervallumon
£, - X([O, 1)) ha n paros
! x([1,2)) ha n paratlan.

Barmely z € [0,2)-re az fi(x), fo(z), ... sorozat felvaltva 0 és 1, ezért liminf f,(z) = 0.
Ugyanakkor S[o 2 fndA = 1 minden n-re, ezért

J (liminf f,)dA =0 < lim inff fodA = 1.
[0.2) X

2. A Fatou-lemma lim inf helyett lim sup-pal egyik irdnyban sem igaz.

(2a) Az el6z6 példaban limsup f,,(x) =1 és

J (limsup f,)dA =2 > lim supj fodX = 1.
[0:2) X

(2b) Az X =R, f,, = =x(0,n) fliggvénysorozatra lim f,, = 0 és { f,, = 1, ezért
J (limsup f,)dA =0 < lim supf fndA = 1.
R R

Egy masik példa: X = [0,1], f, = n- x©0,1/n)-

A Fatou-lemmat is érdekes felirni akar csak kéttagu Osszegekre: tetszoleges aq, as, . . .
és by, b, ... = 0 szamokra

WV
o

lim inf a,, + lim inf b,, < liminf(a,, + b,).
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12.1 Tétel

Legyen f > 0 mérhet6 figgvény a (X, M, u) téren, Ekkor a

o M= [0,], w(A)=Lfdu

fiiggvény mérték M-en.

Bizonyitas. Az tr1v1ahsm hogy ¢ = 0 és () = 0, ezért elég azt igazolni, hogy a ¢

halmazfiggvény o-additiv.
0 0
Tegyiik fel, hogy A = | | B,, akkor x4 = > xg,, és
n=1 n=1

ffdu fo 1) dp = L@m-f) dji -
BERZJ xp, - f)dp = Zf fdp iw(Bn)
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13. Valés és komplex értékii fiiggvények integralja

Elgjeles és komplex fliggvények integralja. Rogzitett fiiggvény integralja, mint eléjeles/komplex
mérték.

Definici6

o Val6s értékii mérheto fiiggvényekre

Lfdu=fxf+du—fxf_du

ha kivonhaték egymésbdl, vagyis ha §, fi dp és §, f- du koziil legaldbb az egyik
véges.

« Az f mérhetd fiiggvény a p mérték szerint integrdlhatd, ha §, fidp és §, f-dp is
véges. (Lebesgue-mérték esetén Lebesgue-integralhato stb.)

o Komplex értékli mérheto fliggvényre

| rau=[ repausi | mpan

X

és csak akkor értelmezziik, ha mindkettd véges. (Tehat, egy komplex értéki fiigg-
vény integralja nem lehet végtelen).

Tegyiik fel, hogy SX fdu és SX gdp is értelmes.

(1) §y fdu véges < §, | f|du véges.

(2)
J cf du = CJ fdu. (komplexre is).
X X

(3) Ha {, fdu és §, gdp létezik és dsszeadhatok, akkor §, (f + g) dpu is 1étezik, és

L(f+g)du = Lfdwfxgdﬂ-

Lfd“’ < L | fldp.

Bizonyitas.

1)
|ran=| rean=| raw & [ 1na=] rans | fan

(3) Elég a val6s eset igazolni, uténa a komplex eset trivialis®.
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Az osszeadhatosag miatt (§, fidp és § g4 dp is véges), vagy (§, f-dp és §, g dp, is
véges).
Néhéany specialis eset:
— Ha A, B diszjunktak, és f >0, akkor §, . fdu=7§, fdu+§, fdu.  (Mér volt.)
— Ha f,g =0, akkor {,(f+g)du =1, fdu+7§,9du.  (Mér volt.)

—Ha f>g>0¢s{,gdu véges, akkor §,(f —g)dp =15, fdu—1§,9du.  (Az eléz8
atrendezése. )

Szétbontjuk az alaphalmazt 6 részre f, g és f + g el6jele szerint:

Al ={reX:f=>0,9g=0} Ay={xeX:f<0,g<0}
A2={w€X:f>0,g<0 f=1gl}; As={re X :f>0,9<0,|g| > f};
As;={reX:9=20,f<0,9=|f} Ag={reX:9=20,f<0,|f] > g}
f(f+g)+du=J (f+9)+

X A1UAUA3

(f+ —g-) + J (9+ — f-)

Az

=Ly¢wg+M
— ( A1f++ng+)+( A2f+—L29—)+(L3g+—L3f-)-

J‘f+g du=f (f +9)
X Ay UA5UAg

ﬂ+g+L5-ﬁ+~&¢—m)

(J o] o] oo | rre(] 5] 0

Mindketto6 1étezik, legalabb az egyik véges.

L(f +g)dp = L(f +9)+dp —L(f +g)_dp

N (JAI f+ +JA1 I +JA2 f+ _JAQ 9 +JA3 g _JAg f_)
R e e IS MR D

=((&ﬁ+Ljyﬁ¥ﬁ>—(Mf+Aj-ﬁ¥f»
(R N O L € e W )
() (L) Lo
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(2a) valds esetben:

e« Ha ¢ > 0, akkor

Jer=[etr=fen-=c[ro-c| s - <Jﬁrifﬁ>=cjf

Jer = Jeetre= een-= [tr = [ulr == ([ £~ [£-) =< [

(2b) A komplex esetben kibontjuk valds és képzetes részekre: legyen u = Re f, v = Im f,
d = Rec, e =Imc;

fcfzf(d—kei)(u—kiv)=J<(du—ev)+(dv+eu)i) :J(du—ev)ﬂf(dweu)

=dfu*ejv+dijv+eiju=(d+ez’)(Ju+z’fv)=cff.

(4) A valds esetben

du—J;ﬁJM

<Lﬁw+Lﬂw

S KR SLTE W

fdﬂ' =
X

o A komplex esetben el6szor elforgatjuk f-et ugy, hogy Sx f dup nemnegativ valés legyen.

 Egy alkalmas egységnyi w komplex szdmmal w - § « f dp nemnegativ valds.

el ) )
- | Rendu< [ If1au

Az integral, mint el6jeles mérték

et

Legyen f valds vagy komplex értékii figgvény az (X, M, u) téren, amelyre SX f dp létezik.
Ekkor az

¢: M—[0,0], ¢(A) =Lfdﬂ

fiiggvény elojeles, illetve komplex mérték M-en.
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Bizonyitas. Elég a valds esetet igazolni; komplex mérték esetén kiilon-kiilon igaz a tétel a
valos és a képzetes részre.
Ismét csak p(F) = 0, és azt kell igazolni, hogy a ¢ fliggvény o-additiv.
Legyen ¢, (A) = §, frdu és ¢_(A) = §, f-dp; a 12 tétel szerint ezek mértékek, és § f
definicidja miatt p = o, — p_.
o)
Ha A = | | B,, akkor

n=1

ni%(Bn) = ¢+<an) = ¢+(A) = L fedp  és is@—(Bn) = L fodu

koziil legalabb az egyik véges, ezért a két sor tagonként kivonhatd egymasbol:

o0

¢(Bn)

|
78
°
=
N
||

(‘P+<Bn) - ‘P—(Bn)) = Z ¢+ (Bn

I
M8

i
—
3
I
—_
3
I
—_

n

||
+
=
|
°
=
||
pS}
=

Kozelités szép fiiggvényekkel

Legyen G < RP nyilt, (G, B, u) Lebesgue—Stieltjes mérték, f integrdalhatd és e > 0 tet-
szOleges. Ekkor létezik olyan h fiiggvény, amely véges sok folytonossagi téglan konstans,
azokon kiviil 0, és §,|f — h|du < e.

Avagy, az integralhato fliggvények vektorterében stiriin vannak az olyan "szép" fiiggvények,
amelyek véges sok téglan konstansok, azokon kiviil az értékiik 0.

Bizonyitas.
o A program:

— Elég G — [0, 0] fuggvényekre bizonyitanunk, utédna kiilon-kiilon kereshetiink meg-
felel6 fiiggvényeket a (Re f),, (Re f)_, (Im f), (Im f)_ fiiggvényekhez és ¢/4-hez.

— Az f: G — [0, 0] fiiggvényt egy g = >, ¢ - x4, egyszerl fuggvényre cseréljiik.
k=1
— Az Aj, halmazokat véges sok folytonossagi tégla uniéjaval helyettesitjiik.

o Legyen tehat f: G — [0, 0], u-integralhato.
« Van olyan g = 3] ¢ - xa, egyszerii fiiggvény, amelyre 0 < g < f és §,(f —g)du < /2.
k=1

o Az f integralhatosdga miatt mindegyik p(Ay) véges.
e A 9 Lemma miatt Mindegyik Ag-hoz vannak olyan By "szép' halmazok, amelyek véges

sok folytonossagi tégla unioi, és u(ARABy) < ﬁ
n|Ck

o Legyen h = > ¢t - xB,-
k=1
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o Azt allitjuk, hogy A h egy "szép" fuggvény. Ez triviélisﬁ, ha a By halmazok diszjunktak.
Altaldban, a tégldkat az 6sszes felhasznalt lapsikkal kisebb téglékra tovabb bonthatjuk.
gy mér csak annyi térténhet, hogy néhany tégla tébb By, halmazban is szerepel, de ettél
még a figgvény "szép" marad.

n

o Az f és g tavolsaga:
Z Ck (XAk - XBk)

g
| r=mdns |1 =g+ | o= mian =5+ |
G G GlE=1

< = + Z ’Ck| AkABk + Z| k| on ’C ’

dup <
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14. Fiuggvénysorozatok integralja

Fatou-Lebesgue tétel. Korlatos konvergencia tétel. Dominalt konvergencia tétel. Az integral kiter-
jesztése majdnem mérhetd fiiggvényekre. Ha Y| || f,||1 konvergens, akkor f, — 0 m.m. [Petruska,
57-60. o.]

Definicio

Legyen X tetszéleges halmaz, fi, fa,...: X — Rvagy fi,fo,...: X - C,és¢g: X —
[0, o0].

o Ha minden x € X-re és n € N-re ‘fn(x)‘ < g(x), akkor azt mondjuk, hogy

o a g fiiggvény domindlja az f1, fs, ... fliggvénysorozatot.

dominans vs. majorans Q

Egyszer valaki megkérdezte az Analizis 4 el6addson, hogy mi a kiilonbség domindns és a
sorokra vonatkozd Weierstrass-kritériumban szereplé majordins kozott.

o dominans (latin): uralkodé

o dominus (latin): ar, Ur isten, uralkodd, csaszar, kényur, zsarnok, parancsold, igaz-
gato, intézo, rendezo, tisztelendo tr, tulajdonos, gazda, hazigazda, haziar, kedves,
szereto

« maior (latin): nagyobb, tébb, nagykort, dicsekvébb, erésebb, fontosabb, hatalma-
sabb, hevesebb, idésebb, jelentésebb, magasabb, stlyosabb, tagasabb, tekintélye-
sebb, tulzottabb, viharosabb

o dominant (angol): uralkodd, kiemelkedd, tilstlyban levé

« mayor (angol): polgarmester, varosbird

Lemma (Fatou—Lebesgue tétel)

e Ha fi,fs,...: X > Rés g: X — [0, 0] mérhetd fiiggvények az (X, M, u1) mérték-
téren,

e ¢ dominalja az fi, fo, ... fliggvényeket, és SX g véges, akkor

n—0a0 n—0a0 6D

f (liminf f,) dp < lim infj fodp < lim supf fadu < J (lim sup f,) du.
X X n—o Jx X

\

Bizonyitas.

« Mivel |f,| < g, az is igaz, hogy |liminf f,| < g és |limsup f,| < g, ezért §, |fal,
§x [liminf f,| és { [limsup f,| mind véges, az értékiik legfeljebb {g.

o Tehat: Az allitasban szerepld integralok mind léteznek és végesek.
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o A g a o értéket is felveheti, de csak egy nullmértékii halmazon.

o Ezt a halmazt elhagyjuk X-bol, és a maradékon bizonyitunk, ahol g és az Osszes f,
fliggvény értéke véges.

o A nullmértékii halmaz elhagyasa nem valtoztatja meg az integralok értékét.

o Az els6 egyenldtlenség bizonyitdsa: Fatou-lemma a g + f, > 0 fliggvényre.

J (liminf f,) dp = f (liminf(g + f.) —g) dp
X X

- J (liminf(g + fn)) dp — J gduFaguliminff (g + fn)dp — J gdu
x " X e Ux X
= lim inf (J (g + fn)dp ~J gd,u) = liminff fr dpt.
o A kozépsé egyenlGtlenség trivialis®™.

o Az utolsé egyenlétlenség bizonyitasa: Fatou-lemma a g — f,, = 0 fiiggvényre.

n—o0

J (limsup f,,) dp = J (9 —liminf(g — f,)) dp
X X n—ao0
Fatou
~ | oau— | (imintto— £) 4" | gap—tmint | (- £
X X n—o0 X n—0o0 X
= lim sup <J gdp — J (9—fn) d,u) = limsupj fndp.
n—00 X X n—00 X

Tétel (dominalt konvergencia tétel, DKT; nagy Lebesgue-tétel; Lebesgue do-

minalt konvergencia tétel ...))

e Ha fi,fo,... : X —» Rvagy fi,f2,... : X — C, és g : X — [0,00] mérhetd
fuggvények az (X, M, i) mértéktéren,

« g dominélja az f1, fo,. .. figgvényeket, és {, g véges, és

e f, — f pontonként, akkor

J fdu = limj frdp, avagy J (lim f,,) dp = limf fr dpe.
X X X X

Bizonyitas.

e A valds esetben

J fdu= f (liminf f,) dg < lim ian fadpu

n—0o0 n—00

< lim supf fadp < f (limsup f,) dp = f fdp.
X X X

o A komplex esetben kiilon-kilon alkalmazzuk ugyanezt a valds és a képzetes részre.
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Példa (Tannery tétele; Jules Tannery (1848-1910))

o Legyen minden k,n € N-re ai(n) valés vagy komplex szdm 1gy, hogy
0
>} ax(n) konvergens minden n-re

o Minden k-ra a(1),ax(2), ... konvergens;

o My, My, ... > 0olyan sorozat, hogy minden k, n esetén ‘ak(n)‘ < My, és >, My, < 0.

Ekkor
0 T 0
Y, 3, an(n) "= 3, g ax(r).

Az utolsé feltétel nélkiil nem igaz:

a;(1) =1 ag(1) =0 a3(l) =0 ay(1)=0 a5(1)=0 =1
a1(2) =0 ax(2)=1 a3(2) =0 a(2)=0 as(2)=0 Y=1
CL1(3) =0 CLQ(B) =0 CL3< ) =1 CL4<3) =0 a5(3) =0 Y=1
a1(4) =0 a2(4) =0 a3( ) =0 CL4(4) =1 CL5(4) =0 x=1
lim := 0 lim := 0 lim ‘= 0 lim‘= 0 lim:= 0 > lim 7& lim >

Tétel (korlatos konvergencia tétel, KKT; kis Lebesgue-tétel)

o Ha (X, M, p) véges mértéktér, vagyis pu(X) véges,

e fi,fo,... : X — R vagy fi,fo,... : X — C mérhet6 fiiggvények, egyenletesen
korlatosak, és

e f, — f pontonként, akkor

J fdu = limj frdp, avagy J (lim f,,) dp = limf frdpe.
X X X X

Bizonyitas. Kovetkezik a DKT-b6l: ha |f,,| < M minden n-re, akkor ¢ = M j6 dominéns.

Ha 1 < k < K esetén ag(1),ax(2),... konvergens szamsorozat, akkor
K K
iy, 0, () 55 ) Jig an(n

Sorozat helyett fiiggvény hatarérték?

A konvergenciatételeinket (MKT, BL, Fl, KKT, DKT) csak sorozatos formaban mondtuk ki.
Az atviteli elvek segitségével atirhatjuk paraméteres integralokra.
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o Legyen (X, M, u) véges mértéktér, I — R intervallum, f: X x I — R, dgy, hogy
o Minden t € [ esetén az x — f(z,t) szekcidfiiggvény mérhetd,

e Minden x € X esetén a t — f(x,t) szekcitfiiggvény folytonos.

o Ha f korlatos, akkor az

F(t) = Lf(x,t)du

paraméteres integral folytonos.

\

Bizonyitas.

o A folytonossagra vonatkozd atviteli elv miatt a folytonossag bizonyitasahoz elég azt el-
lenérizni, hogy ha a,ty,ts,... € I, és t,, — a, akkor F(t,) — F(a).

o Legyen g,(z) = f(z,t,) és g(z) = f(x,a); ekkor g,(z) — g(a) pontonként.

lim F(t,) = lim | gndp "E" f gdp = F(a).
X X

Példa (ugyanez dominalt konvergenciatétellel)

o Legyen (X, M, u) véges mértéktér, I € R intervallum, f : X x I — R, dgy, hogy
e Minden t € I esetén az x — f(x,t) szekcidfiiggvény mérhetd,
e Minden x € X esetén a t — f(x,t) szekcitfiiggvény folytonos.

o Ha van egy integralhaté g : X — [0,00] fiiggvény, amire barmely x,¢ esetén
f|($7t)| < g(x), akkor az

F) = | 1.0

paraméteres integral folytonos.

Félre: Latjuk mar, hogy a paraméteres integralokrol szold tovabbi tételeink atirdsahoz az
X x I szorzaton kell majd integralni...

Majdnem mindenhol mérheto fiiggvények

Definicié (majdnem mindeniitt teljesiilé tulajdonsag)

Legyen (X, M, p) mértéktér és T : X — {igaz, hamis}. A T tulajdonsig az A halma-
zon p-majdnem mindendtt, roviditve p-m.m. vagy csak m.m. teljestl, ha van olyan N
nullmértékii halmaz, hogy A\N-en T konstans igaz.

Teljes mértéktéren a definicidé egyszeriibb: az a halmaz, ahol T" hamis, y-nullmértékii.
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Definicié (majdnem mérheté fiiggvény)

Legyen (X, M, ) mértéktér. Az f fuggvény p-majdnem mérhetd, ha egy nullmértéki
halmazon megvaltoztathatjuk/definidlhatjuk gy, hogy mérhetd legyen.

Lemma

Ha f és g mérhetSk az (X, M, p) téren és f = g p-m.m., akkor {, f = §, g. (Ha az egyik
létezik, akkor a masik is.)

Kovetkezmény

| (

Az eddigi integralfogalmakat egyértelmiien kiterjeszthetjik majdnem mérhetd fiiggvé-
nyekre.

A kiilonb6z6 konvergenciatételeink igazak maradnak majdnem mérheto fliggvényekre is.

Példa

Van, amikor egy allitas csak m.m. igaz:
(1) Ha f > 0 mérhetd figgvény az (X, M, ) téren, és §, fdu = 0, akkor f = 0 p-m.m.

Q0
(2) Ha fi, fo, ... mérhetd fuggvények az (X, M, ) téren, és >} §, |fu|dp < oo, akkor
n=1

o0
>} fu(x) p-m.m. z-re konvergens.
n=1

Bizonyités. (1) Minden n-re p(f > +) = 0, killonben az integral pozitiv lenne, ezért
u(f > 0) = Timp(f > 1) = 0.
(2) Legyen g = >.|fn|- A Beppo Levi tétel miatt

JX gdp = ZL | faldpe < o,

ezért g < oo m.m.. Akkor viszont > f,(z) m.m. z-re abszolit konvergens, tehat konvergens.



15. A Riemann-integral 1étezésének feltételei

Fiiggvény alsé és felsé burkoldja. A burkold figgvények félig folytonosak, ezért Borel-mérhetdk.
A Riemann-integralhat6sag Lebesgue-féle ekvivalens feltétele. [Petruska, 76-80. o.]

A célunk annak a bizonyitasa, hogy egy korlatos fiiggvény akkor és csak akkor Riemann-
integralhato, ha a szakadasi helyeinek halmaza Lebesgue-nullmértékii.

Félig folytonos fiiggvények

Definicié (félig folytonos fiiggvények)

Legyen A az R vagy R vagy egy mas metrikus tér részhalmaza és f : A — R.
o Az f fuggvény felilrdl félig folytonos (f.£.£.) az a € A pontban, ha

Ve> f(a) 30 >0 Vre B(a,0)nA f(z) <ec

o Az f fuggvény alulrdl félig folytonos (a.f.f.) az a € A pontban, ha

Ve < f(a) 30 >0 Yz e B(a,0) n A f(z) > c

Megjegyzés

Ha f(a) véges, akkor ¢ helyett f(a) + e-t is {frhatunk:

o fIff aban < Ve>0 3>0 Vre B(a,0)nA f(z)< f(a)+e,

o faff aban < Ve>0 36>0 VreB(a,0)nA f(z)> f(a)—e.

Lemma

Legyen f: A — R és a € A. Ezek ekvivalensek:

(la) f f.ff. az a pontban.
(1b) Bérmely ¢ > f(a)-ra a relativ belsé pontja f~*([—c0, ¢))-nek.

(1c) limsup f(x) < f(a).

r—a, rEA

Hasonléan, ezek is ekvivalensek:
(2a) f a.f.f. az a pontban.
(2b) Bérmely ¢ < f(a)-ra a relativ belsé pontja f~*((c, c0])-nek.

(2¢) liminf f(z) > f(a).

r—a, €A
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Bizonyitas. (1la) és (1b) ugyanaz, csak mas nyelven. Mindkett6 azt mondja, hogy
Ve> f(a) Ir>0 VreB(a,r)nA f(x)<c (%)
(x) =(1c): minden ¢ > f(a)-hoz van olyan r > 0, hogy
Vre Bla,r)n A f(x) <c,
igy az x — a hataratmenetbdl

Ve > f(a) limsup f(z) < e,

r—a, teEA

A ¢ — f(a) + 0 hatardtmenetbdl limsup f(x) < f(a),

r—a, rEA

(lc)= (*): a limsup alaptulajdonsdga, hogy

Ve > limsup f(x) Ir>0 VYreB(a,r)nA f(z)<ec

r—a, TEA

A feltevés szerint f(a) = limsup, ,, ,ea f(2); ha valami minden ¢ > limsup, ,, ,ca f(2)-re
igaz, akkor minden ¢ > f(a)-ra is igaz.

Kovetkezmény

(1) f:A— R akkor és csak akkor f..f., ha barmely ¢ € R-re f~*([—00, ¢)) relativ nyilt
A-ban.

(2) f: A — R akkor és csak akkor a.f.f., ha barmely ¢ € R-re f~((c, 0]) relativ nyilt
A-ban.

(3) A félig folytonos fliiggvények Borel-mérheték.

Bizonyitas. (1) = Ha f f.ff és ce R, akkor
—1(7_ . —1(r_
ze fH([-w,0) = fl@)<c = =ze€ int f ([—o0,0))

tehdt f~([—o0,c)) minden pontja belsé pont, tehat f~*([—o0,c)) relativ nyilt.
(1) «<: Barmely a € A-ra

Ve> fla) = aeintf_l([—OO,C»a

tehat f f.f.f. az a pontban.
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Alsé és fels6 burkoloéfiiggvény

Definicié (fiiggvény alsé és fels6 burkoldja)

Legyen A az R vagy R vagy egy mdas metrikus tér részhalmaza és f : A — R.
Az f figgvény felso és also burkoldja

fla) = 112% (sup f(B(a,r) N A)) = rlirfrlo (sup f(Bla,r) n A))
= max (liriljyp f(z), f(a)),

illetve
fla) = §1>l}3 (inff(B(a, r) N A)) = Tlir}rlo (inff(B(a, )N A))
= min (liminff(x),f(a)>.

r—a

Ezek mind ugyanazt adjak:

e Az r— sup f(B(a, )N A) fiiggvény monoton nd, ezért inf sup ( . ) = lim sup ( . );

Tl_ig_lo sup f(B(a,r) n A) = Tl_i}rf_lo max (supf(B(a, r)n A), f(a))

max(z,y) folytonos

L max (Tl_ierlO supf(B(a,T) N 4), lim f(a))

r—+40

— max ( limsup f(z), f(a)).

r—a, xEA

(a) = f(a) akkor és csak akkor, ha f folytonos a-ban (a folytonossigot ki kell
erjesztentink a +oo értékekre).

(2) f
t

Bizonyitas.
(1) trivialis®™, mert

f(a) = min <lign_)i£1ff(x), f(a)) < f(a) < max (hmsup f(z), f(a)) = f(a).

- T—a

(2) Ha f(a) = f(a), akkor az (1) miatt f(a) értéke is ugyanez, és

limsup f(z) < max (lim sup f(x), f(a)) = f(a) = f(a) = f(a) =

r—a r—a

= min (lim inf f(x), f(a)) < hrxn_}glff(x) < limsup f(x);

T—a T—a

ezeknek mind egyenlSknek kell lenni, tehat lim inf f (x) =limsup f(x) = f(a), tehat f folytonos

a-ban.
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Megforditva, ha f folytonos a-ban, akkor lim inf f (x) = limsup f(x) = f(a), ezért

r—a

Fla) = max (limsup f(2), f(a)) = f(a) & f(a) = min (Tminf f(2), f(a)) = f(a).

T—a -

A fels6 burkol6 f.f.f., az alsé burkold a.f.f..

Bizonyitas.
o Az igazoljuk, hogy f f.ff.

o Legyen c € R tetszbleges; azt kell igazolni, hogy 771 ([<90,¢)) relativ nyilt.

o Vegylink egy tetszoleges a € f_l([—oo,c)) pontot; az kell, hogy a ennek relativ belso
pontja.

o A feltétel szerint f(a) < c. Vélasszunk egy c; szamot is, amelyre f(a) < ¢; < c.

o A fels6 burkolé definiciéja miatt van olyan r > 0, hogy sup f(B(a,r)) < ¢, tehdt barmely
x € B(a,r) n A esetén f(x) < ¢;.

o Barmely b € B(a,r) n A pontban f(b) < c¢; és limsup f(x) < ¢, tehat f(b) < ¢ < ¢,
z—b
tehdt b e f~([—0,¢)).

« Ez minden b-re igaz, tehét B(a,r) n A < f~([-,¢)).

Kovetkezmény

Az alsé és a felsd burkold is Borel-mérheto.

A Riemann-integral 1étezésének feltételei

Legyen f : [a,b] — R korlatos fuggvény. Ha Iy, I, ... < [a,b] intervallumsorozat, ame-
lyeknek ¢ kézos relativ belsé pontja, és |1,| — 0, akkor

inf f — f(e) & sup f — f(c).

Bizonyitas. Legyen
R, =min{r>0:B(c,r) > L} + =, 1, =max{r>0:(B(c,r)n|ab]) < I,}

Ezek 0-hoz tartanak.

A tartalmazds miatt

sup f(B(c, rn)) < sup f([n) < supf(B(c, Rn))

Végiil renddr-elv: az alsé és a fels6 becslés is f(c)-hez tart.
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Lemma

Legyen [a,b] R zart intervallum, és f : [a,b] — R korldtos figgvény; ekkor

[a,b] - [a,b]

alsé Riemann-integral  alsé burkolé L-integralja  felsé Riemann-integrdl  felsg burkolé L-integralja

fbfdx — FdA  és IZfdx = FdA.

Bizonyitas.
o Az integrélok léteznek, mert a burkolok korlatosak és Borel-mérhetok.

« Minden pozitiv egész n-re, osszuk fel az intervallumot n egyenld részre az a = z,0 <
Tpi1 < ...< Tpy, = b pontokkal.

o Legyen
inflp, , en]f  haze (Tnio1,7n)
Oén(:E) _ lnf[xn,mxn,l] f ha z = Tn0 .
lnf[xn,i—hwn,iﬂ] J haz= Tng, 0 <i<mn
infle, 1 wnn]f  ha 2 =2,
és
SUP[2,, i 1,0,5] f ha x € (l'n,i—l, xn,i)
Bn(z) = SUP[z,,.0,2n,1] f ha z =z,

SUP[1, 1 aniea] ] DAT =1Tn; 0<i<mn
Sup[wn,n_l,wn,n] f ha z = Tnon-

o A felosztashoz tartozé alsé és felsé6 Riemann-integralkozelito osszegeket az o, és 3, integ-
raljaként is felirhatjuk:

b b
Sy = J ay(z)de = f vy, dA, Sy = f Bn(z)dz = B dA.
[a,b] a

a [a,b]

« Az el6z8 Lemma miatt a,(z) — f(z) és B,(z) — f(x) pontonként.
o A KKT miatt

b
f fde = lim s, = lim an dx FET f és

n—0o0
[a,b

ffdx— th = hmf ﬁnd)\KKTJ
a,b]
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Legyen f : [a,b] — R korlatos.

b
(1) Az | fdz Riemann-integral akkor és csak akkor létezik, ha az [a, b] intervallumon

az f afiiggvény A-m.m. folytonos.

b b
(2) Ha az J f dz Riemann-integral 1étezik, akkor f Lebesgue-mérhetd, és | f(z)dx =

a

fdA.
[a.b]
Bizonyitas.
(1) A Riemann-integrél létezik < J fdu = f fdu < fdx = fdx
[a,b] [a,b]
= J - f)d < f—-f=0 nm < f=flmm < flmmn
a,b]

folytonos
(2) Ha a Riemann-integral létezik, akkor f = f A-m.m., tehat f A-majdnem Borel-mérhetd
és

b b
f f(m)dxzjf(x)dx: fdx= fdA.
a Ja [a,b] [a,b]

Megjegyzés

Abbdl, hogy az SZ f Riemann-integral létezik, nem kovetkezik, hogy f Borel-mérheto.
Példaul a Jordan-nullmértékii Cantor-halmaznak létezik nem Borel-mérheté N részhal-
maza (mert csak kontinuum sok Borel-halmaz létezik).

A xy figgvény Riemann-integralhato, de nem Borel-mérheto.

Megjegyzés

A bizonyitdasok dtvihetdk példaul a tobbdimenzids Jordan-mérték szerinti integralokra.
Ha A < R? Jordan-mérheté és f : A — R korldtos, akkor az § . J Riemann-integral akkor
és csak akkor létezik, ha f az A A-m.m. pontjaban folytonos.

Ilyenkor f Lebesgue-mérheté is, és a Riemann- és a Lebesgue-integral értéke ugyanaz.

(Az datvihetd azt jelenti, hogy hézi feladat végiggondolni. @)
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I11. rész

Meértékek differencialasa

Mértékek differencialasa???
Legyen (X, M, ) rogzitett mértéktér.

e Minden f: X — R vagy f : X — C integralhat6 fiiggvényhez a M o-algebran definidl-
tunk egy ¢(A) — §, fdu eldjeles vagy komplex mértéket.

o Az f fliggvényt nevezhetjik a ¢ mérték siriségfigguényének.
o Ilyen moédon az integraldas fiigguényekhez rendel eldjeles, illetve komplexr mértékeket.

o Ennek megforditasa az, hogy a ¢ eldjeles vagy komplex mértékhez kerestink olyan f
fliggvényt, aminek ¢ az integralja.

o Bizonyos értelemben a ¢ eldjeles vagy komplex mértéket kell differencidlni a p mérték
szerint.

o Ha (X, M, ) az 1-dimenziés Lebesgue mérték egy intervallumon, akkor a ¢ mértéket
azonosithatjuk az eloszlasfiiggvényével.

o Tehat a o derivalasa helyett probalkozhatunk az eloszldsfigguvény hagyomdnyos értelemben
vett differencidldsdval is.

o Kérdés, hogy az eloszlasfliggvény differencidlasaval visszakapjuk-e a stirtiségfiiggvényt.

o Azt is meg lehet kérdezni, hogy egy altalanos monoton fiiggvényt van-e értelme differen-
cialni. . .
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16. El6jeles mértékek variacioi

El6jeles és komplex mértékek. ElGjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent. Majorans mérték.
Pozitiv, negativ és totalis varidcié. A totalis varidcié majordlja a pozitiv és a negativ varidciot.
[Petruska, 85-89. o.]

Eddig olyan mértékekkel foglalkoztunk, amelyeknek minden értéke nemnegativ. Most egy
kicsit az olyan c-additiv halmazfiiggvényeket fogjunk megvizsgalni, amelyek negativak (s6t,
komplexek) is lehetnek, mint példaul a gazdasigi novekedés vagy az intelligencia.

— Két rendér taldlkozik az utcan.
. — Hat te meg hol jartal?

% — Intelligenciateszten voltam.

— Es milyen lett?

— Szerencsére negativ.

A negativ ndvekedés is novekedés - megszolalt
a Bliedrs képviseld

Mindig ugyanazon az (X, M) mérhet6 téren fogunk jatszani.

Definicié (elGjeles és komplex mérték, ujra)

¥ : M — R el6jeles mérték, ha 9(F) = 0 és a 9 fiiggvény o-additiv.
v : M — C komplex mérték, ha J(J) = 0 és a ¢ fuggvény o-additiv. (Az értéke csak
véges lehet.)

Példak

Hogy gyarthatunk el6jeles és komplex mértékeket?

Pl. elojeles mértéket készithetiink gy, hogy vessziik két mérték kiillonbségét: @ = pq — ps.
Fontos, hogy p1(X) és o (X) koziil legaldbb az egyik véges legyen, hogy mindig el lehessen
végezni a kivonast.

A komplex mértékeknek a valds és a képzetes része is egy-egy véges eldjeles mérték. Ennek
a mintajara gyarthatunk vektorértékii mértékeket is: minden koordinata egy-egy eldjeles
mérték...

Egy masik, nagyon fontos lehetdség, ha egy fiiggvényt integralunk: vegytink egy f mérheto
fiiggvényt, egy p mértéket, és legyen 9(A) = §, fdu.

Elojeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.

Bizonyitas. Ha (X, M, 9) el6jeles mérték, és felveszi a +oo értéket, tehat J(P) = oo valamilyen
P c X halmazra, akkor az additivitds miatt ¥(X) = 9(P) + J(X\P) = o (a jobboldalon csak
osszeadhaté mennyiségek lehetnek.)

Ha pedig ¥(N) = —oo valamilyen N < X halmazra, akkor az additivitds miatt ¥(X) =
Y(N) + X \N) = —0.
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Definicié (majorans mérték)

Az (X, M, p) mérték majordlja az (X, M, 1) el6jeles/komplex mértéket, ha minden A €
M-re [9(A)] < p(A).

Variacidok

o A 9 totalis varidcicja T : M — [0, 0], )

7(A) =sup{ |[9(B)| + |9(C)| : B,Cc A, BnC =}
—sup{i (Br)|: neN, Byc A, Byn B, = @}
o
—Sup{z (By)|: Be< A, Byn By = @}
(Ezek egyenl6k, mert az azonos el6jelii tagokat Osszevonhatjuk.)
o A ¥ pozitiv varidcidja
T: M — [0, 0], m(A) = sup{ ¥(B) : B < A}.

o A ¥ negativ varidcioja

v: M — [0, ], v(A) = sup{ —9(B) : Bc A}
= —inf{ ¥(B) : B < A}.

Legyen (X, M, ) komplex mérték. A O totdlis varidcidja

7: M — [0,0], T(A)zsup{ZW(BkH: neN, B,c A, BkmBg:@}

k=1

= sup{z |9(By)|: Bx < A, By n By = @}.

k=1

A kétféle definici6 ugyanazt az értéket adja:

o A véges Osszegeket kiegészithetjiik iires halmazokkal, és

o A végtelen 6sszegekhez tarthatunk véges 6sszegekkel.
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.....

a pozitiv és negativ variacioi r, 111etve V.
1. 7, m, v mértékek.
2. T majoralja v-t.
3. Ha ¥ el6jeles mérték, akkor 7 majoralja m-t és v-t.

4. A 7 a legkisebb mérték, ami majoralja -t.

Bizonyitas. (la) = mérték: trivialis®, hogy m(A) > 9(F) = 0, tehdt 7 > 0. Az is
trivialis®™, hogy m(g) = 0. Azt kell bizonyitani, hogy 7 o-additiv. Tegytk fel, hogy
Ay, Ay, ... e M diszjunktak és A = | | A,,. Azt kell igazolnunk, hogy 7(A) = > 7(A4,).

Mindegyik n-hez vegyiink egy olyan B, 1, By, ... © A, sorozatot, amelyre 0 < (B, k) —
7(A,). Ekkor minden k-ra és N-re

S o {j)

Most k — o0, majd N — oo hataratmenet:

Megforditva, legyen Ci, Cy, ... < A olyan sorozat, amelyre J(Cy) — m(A), és legyen C,,j =

A, n C). Ekkor
o0 0 o0
= 19( | | Cn,k) = > 9(Cop) < ) (A
n=1 n=1 n=1

0

7(A) = lim 9(Cy) < (%)

k—00

A k — oo hatdrdatmenetbdl

n=1

Az () és (*=) egyutt azt adja, hogy m(A) = >, 7(A4,).

(1b) 7 mérték: 7(F) = 0, és trivialis®, hogy 7(A) = () = 0; most is a o-additivitds
kell; Legyen megint A = | | A,,.
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Mindegyik A,-hez és mindegyik k-hoz vegyiik 7(B,)-nek egy kozelité Osszegét tgy, hogy
ezek k — o0 esetén 7(B,,)-hez tartsanak, vagyis vegyik B, < A, halmazok sorozatdnak
egy sorozatat gy, hogy mindegyik n, k-ra a B, k1, Buko,... © A, halmazok diszjunktak, és
limg oo Doy [0(Bure)| = T(Ay). Rogzitett k-ra a B, halmazok diszjunkt részei A-nak, ezért

minden N-re N
> (Z \ﬂ(Bn,k,w\) <7(A).
n=1

/=1
k — o0
N
> 7(Ay) < T(A).
n=1
N —

A g w4, A A Ay A o A

A megforditashoz vegytik 7(A) kozelité dsszegeinek egy sorozatat, vagyis Cy, < A halmazo-
kat tgy, hogy rogzitett k-ra Cy 1, Ca, . . . diszjunktak, és limg o >0, [9(Cre)| = T(A). Legyen
Cn,k,z =A,n Ck,£~

D I(Cro)l = )] ﬁ( | | OW>‘ = > D, (Co)| <
DINCIIES HOWTCHPIES TS
f=1n=1 n=1 \¢=1 n=1

(2) 7 majoralja ¥-t, mert:
o Minden A € M-re |9(A)| a 7(A) egyik kozelits osszege, tehat 7(A) = [9(A)].
(3) 7 majoralja 7-t és v-t, mert:

« Minden B ¢ A-ra 9(B) < |[9(B)| < 7(A), ezért w(A) = sup {J(B) : B < A} < 7(A).

(4) A 7 a legkisebb mérték, ami majoralja ¥-t, mert:
o Tegyiik fel, hogy valamilyen p mérték majoralja v-t, akkor
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o Barmely By,..., B, < A diszjunkt halmazokra

3 0B < 3 u(By) < u(A),

k=1

o és ilyen Osszegekkel tarthatunk 7(A)-hoz,
o tehat 7(A) < u(A).
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17. ElGjeles mértékek felbontasi tételei

El6jeles mérték szerint 1étezik maximalis és minimélis mértékd halmaz. Hahn-felbontas. Jordan-
felbontds. 7 = 7 + v. [Petruska, 85-89. o.]

Célunk a kovetkezdk bemutatasa.

o Minden el6jeles mérték el6all, mint két mérték kiilonbsége: ha (X, M, ) eléjeles mérték-
tér, a variacioi T, 7 és v, akkor

— ¥ = m — v (Jordan-felbontas)
—T=7m+V

— X =PuN, r=9|p, v=—19|y (Hahn-felbontas)
» Minden el6jeles vagy komplex mérték el6all integral alakban.

Lemma

Minden elgjeles mértéknek van maximuma és minimuma, avagy:

Ha (X, M, ¥) el6jeles mértéktér, akkor
« —v(X) <Y< 7(X).
o Létezik olyan A € M halmaz, amelyre 9(A) = 7(X).
o Létezik olyan B € M halmaz, amelyre ¥(B) = —v(X).

.

Bizonyitas.
(1) Barmely H € M esetén

o m(X) =sup{d(P): Pe M} =9(H) és
v(X) =sup{—9(N): N e M} = —9(H).

Az a kérdés, hogy ¥ felveszi-e a w(X) és —v(X) értékeket.

Elég a maximum létezését igazolni.

1. eset: w(X) = oo, azaz ¥ nem korldtos felulrél. Olyan A halmazt keresiink, amelyre
Y(A) = o0.

Nevezziink egy V' € M halmazt "végtelennek', ha 7(V) = o, és egy végtelen V' halmazt
"bonthaténak" (v.6. "Rontom-bontom, kisnyulacska!'!), ha vannak olyan E és W diszjunkt
részhalmazai, amelyekre J(E) > 1 és m(W) = co.

Vegyiik észre, hogy nem bonthaté végtelen halmaznak a végtelen részhalmazai sem bontha-
tok.

la. eset: Minden végtelen halmaz bonthaté, beleértve az X-et is. Ekkor bontva és tovabb
bontva

X o BiuVi o Biu(BauVy) o Byu(Byu (BzuVs)) o L

'Ez a fenyegetés kb. annyit tesz, mint "Agyonverlek és kibelezlek, nyuszikam"; inkabb ne mondjuk a gyere-
kiinknek. (Pet6fi sem a sajat gyerekének mondta, hanem — Arany Janos gyerekének. 9
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de akkor Ey, Es, ... diszjunkt halmazok, mindegyikre ¥(E,) > 1, igy az A = | J E,, halmazra
V(A) =X ¥(E,) = o =7(X).

ol

W

1b. eset: Van nem bonthaté végtelen halmaz. Legyen V| egy ilyen.

" Indirekt tegyiik fel, hogy ¥ értéke soha sem oo.

Készitiink egy Vo o Vi © V4 o ... sorozatot nem bonthaté végtelen halmazokbdl. V, méar
megvan.

Ha V,, mar megvan, akkor vdlasszunk egy olyan V, .1 < V,, halmazt, amelyre ¥(V,1) >
max(¥(V,,) + 1,1); ilyen halmaz biztosan létezik, mert ¥(V},) véges és n(V},) = .

AV, halmaz két fele a V11 és V,\V,,.1. Mivel 7 additiv, valamelyik fél halmaz végtelen.
Az els6 felére ¥(V,41) = 1. Mivel a V,, nem bonthatd, a mésik fél nem lehet végtelen. Tehét
V11 is végtelen halmaz, rdadasul része a nem bonthat6 V,,-nek, tehat 6 sem bonthaté.

VD l,l V*Q - h

S V3

I(l [(Q

\ /
\ J
. J

Most legyen K, = V,,\V,,41; ekkor
ﬁ(Kn) = ﬁ(vn) - ﬁ(vn-i-l) < _17

az N = |J_, K,, halmazra ezért J(N) = Y 9(K,) = —0. Az N és V; halmazokra N < Vi,
Y(N) = —0 és 9(V}) > 0, de az lehetetlen, hogy a pozitiv mértékii Vp-nak legyen egy —oo
mértékii részhalmaza, ellentmondés. %

2. eset: m(X) véges, azaz 0 felilrdl korlatos.
Sziikségiink lesz a kovetkezd becslésre: ha 9(H) = 7(X) — ¢, és R < H, akkor

9(R) = 0(H) — 9(H\R) > (r(X) — ) — 1(X) = —¢.

Vegyiink minden n pozitiv egészhez egy P, € M halmazt, amire ¥(P,) = max(w(X)——,0).

Legyen Qi = |, P (a @, sorozat csokkend) és A = (,_; Q. >
Barmely k-ra

Qr="D1 v (Pk+1\Pk> v (Pk+2\(Pk v Pk+1)> v <Pk+3\(Pk U Py U Pk+2)> U ...

2A limsup P, = ﬂzozl (Ufzk Pn) halmazt hivjuk a P, halmazsorozat limesz szuperiordnak: azokbdl a
pontokbdl all, amelyek végtelen sok P, halmaznak elemei.

A sorozat limesz inferiora liminf P, = U,il (HZD:,C Pn), ez azokbdl a pontokbdl &ll, amelyek véges sok
kivétellel minden P, halmaznak elemei.
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Ezek utan

0<

3

(X) —0(A) (ﬁ(Qk) + 3) —9(A) = 9(Qi\A) + 2 _

(Qn\Qn+1)) . D (9(@Qn) = N Q) + 2.

:19<n©

Qk

Kovetkezmény

m(X) és v(X) kozil legalabb az egyik véges.

Bizonyitas. A 17 lemma szerint 7(X) és —v(X) is értéke ¥-nak, de a 16 tétel szerint nem
lehet mindketto végtelen.

Tétel (Hahn-felbontas (

Ha ¢ el8jeles mérték az (X, M) mérhetd téren, akkor X felbonthaté két diszjunkt részre:
X = Pu N 1gy, hogy a P mérhet6 részhalmazain 9 > 0, és az N mérhet6 részhalmazain
¥ <0.

Avagy, ha a 9 pozitiv és negativ varidcioi 7 és v, akkor m(N) = 0 és v(P) = 0.

Bizonyitas. 1. eset: 7(X) < 0.

Legyen P < X olyan halmaz, amelyre ¥(P) = 7(X) és legyen N = X\P.

Tetszéleges H < P esetén J(H) = J9(P) — I(P\H) = n(X) — n(X) = 0, igy valoban
v(P) = 0.

Tetszéleges H < N esetén ¥(H) = H(P u H) — 9¥(P) < n(X) — n(X) = 0, igy valoban
m(N)=0.

2. eset: m(X) = oo. Ekkor v(X) véges, felcseréljitk P és N definicidjat.

Egyértelmii-e a Hahn-felbontas?

Nem, de 7-majdnem: ha X = P, u Ny = P, u Ny két Hahn-felbontas, akkor a
PIAP, = NJAN; = (P, U Py) n (N7 U Ny) halmazon 7 = v = 0, vagyis 7(PLAP,) = 0; a
szimmetrikus differencia részhalmazain ¢ konstans 0.

Kovetkezmény

7(A) = 9(A n P) és v(A) = —9(A n N).

Bizonyitas. Barmilyen B < A-ra

V(B)=9(BnP)+Id(BnN)<IBnP)+I(A\B)nP)+0=9(AnP).
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Ha B = A n P, akkor egyenl6ség van. Tehat

T(A) = max {J(B) : B < A} = 9(An P).

Ko6vetkezmény (Jordan-felbontas (

)))

Ha ¢ el6jeles mérték, a pozitiv és negativ variacioi m és v, akkor

V=7 —v.

Bizonyitas. Legyen a Hahn-felbontas X = P 1y N. Barmilyen H mérhet6 halmazra

I(H) = 9(H A P) + 9(H n N) = n(H) — v(H).

Kovetkezmény

Ha ¢ el6jeles mérték, a pozitiv, negativ és totalis variacioi w, v és 7, akkor

T=m++U.

Bizonyitas. Legyen a Hahn-felbontas X = P u N. Barmilyen H mérheto halmazra és barmi-
lyen A, B ¢ H diszjunkt részeire

()] + [9(B)| < (|04~ P)| + [9(A 0 N)[) + (|9(B ~ P)| +[9(B A N)]) =
= (7(A) + v(A4)) + (7(B) + v(B)) = 7(Au B) + (AU B) < n(H) + v(H);
példaul ha A= H n P és B = H n N, akkor egyenloség van. Ezért

7(H) = max {|9(A)| + [¢(B)| : A, B < H diszjunktak} = w(H) + v(H).

Kovetkezmény

Y(X) akkor és csak akkor véges, ha 7(X) és v(X) véges.

.....

Tegyiik fel, hogy f mérhet6 az (X, M, u) mértéktéren és minden A € M esetén J(A) =
§ 4 fdp. Ekkor

e (X, M, ) Hahn-felbontésa P = {z : f(z) >0}, N = {z : f(z) < 0}.
e m(A) =(,frdu & w(A) =, fdu |

o 7(A) = §,[fldu = §,(f+ + f-) du = w(A) + v(A),

o W(A)=§,fdu=75,(fy = f)du=m(A) —v(A).
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Az elGjeles mérték, mint integral

Kovetkezmény

Ha 9 el6jeles mérték, a pozitiv, negativ és totalis variaciéi w, v és 7, akkor barmely A € M
mérhetd halmazra

9(4) = Lup ) dr.

Tehat, minden elojeles mérték eléall, mint egy fliggvény integralja valamilyen mérték
szerint.

Kérdés

Vajon igaz-e valami hasonl6 6sszefiiggés komplex mértékekre? Avagy, ha ¢ komplex mér-
ték, akkor létezik-e olyan mérheté f fiiggvény, amelyre |f| = 1, és barmely A mérhetd
halmazra

9(A) = L fdr?




18. Lebesgue-felbontas

Meérték tartdja. Abszolit folytonos és szinguldris mértékek. Adott mértéknél nem nagyobb maxi-
mélis szinguldris mérték. Lebesgue-felbontds. Egyértelmiiség. [Petruska, 90-91. o.]

A kovetkezd fejezetekben azt fogjuk vizsgalni, hogy milyen elGjeles és komplex mértékek
irhaték fel, mint valamilyen fiiggvény integralja egy megadott mérték szerint.

Vegyiik el6 tjra azt az esetet, amikor mértéket valamilyen fliggvény integraljaként defini-
altunk: mondjuk (X, M, ) mértéktér, f olyan mérhetd fiiggvény, amelynek létezik integrélja
X-en, és barmely A € M-re 9(A) = §, fdu. Specidlisan, ha f : R — R Borel-mérhetd, és
létezik a Lebesgue-integralja, akkor ¥(A) = § 4 fdA egy eléjeles Borel-mértek.

Konnyl mutatni olyan mértéket, amely nem all el6 Lebesgue-integral alakban, pl. a szam-
lalomérték, vagy a Dirac-delta (6(A) = 1, ha 0 € A, egyébként 0). Nincs olyan Borel- vagy
Lebesgue-mérheté f fiiggvény, amelyre §, fdA = |A] vagy §, fd\ = 6(A) teljesiilhetne.

Mindkét példankban kozos, hogy van egy olyan A-nullmértékii A halmaz, amelyben ¥(A) #
0. Méarpedig nullmértéki halmazon az integral is nulla.

Abszolat folytonos és szingularis mértékek

o Most is egy kozos (X, M) mérhetd téren fogunk dolgozni.

« Csak mérhet6 (M-beli) halmazok lesznek.

Definicié (el6jeles/komplex mérték tartdja)

Az A e M halmaz a ¥ eldjeles/komplex mértéknek tartdja, ha (ezek ekvivalensek):

« az X\A halmazon ¥ konstans 0

» barmely H € M halmazra ¥(H) = J(H n A).

Példaul az X = P u N Hahn-felbontasban m-nek a P, a v-nek N egy tartoja.
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Definicié (abszolut folytonos és szingularis mértékek)

Legyen « és ( két mérték az (X, M) mérheté téren.

(1) Az « abszolit folytonos a f-ra nézve, ha barmely H € M esetén, ha G(H) = 0,
akkor a(H) = 0. Jele: o « f.

(2) Az « és a 8 szinguldris egymésra nézve, ha (ezek ekvivalensek):

— a-nak van g-nullmértéki tartoja
— [-nak van a-nullmértéki tartoja

— X felbomlik két diszjunkt halmazra, X = A u B gy, hogy az a-nak A, a
f-nak B tartéja, vagyis a|p = 0 és 5|4 = 0.

Jele: o 1L .

(3) Ha el6jeles vagy komplex mértékekrdl van sz6, akkor azt koveteljik meg, hogy az o

----------
.....

Példak

« Ha f : X — R mérheté fiiggvény, és p mérték, akkor a ¢(A) = §, fdu elGjeles
mérték abszolat folytonos p-re nézve.

o Ha p majorédlja a 1 elojeles mértéket, akkor v « p.

o Ha 1 el6jeles mérték, és a variacioi 7, m és v, akkor

—T&U¥és VKT,
— T KTéS VKT,

—mT<«VVés v«

-7l uw.

Lemma

1. Ha o < § és a L 3, akkor oo = 0.

2. Ha a « 8 és B < 7, akkor a « 7. (« egy tranzitiv relacié, mint példdul az osztdja,
a részhalmaza vagy a —megette.)

3. Ha a1, as, ... = 0 mértékek, akkor a; « D] ay.
4. Ha aq,9,... < B és ) = ZZOZI ay, el6jeles mértékek, akkor v « .
5. Ha oo « 8 és 8 L ~, akkor a L .

6. Ha aq, ... L B és 9 =37 | ay elbjeles mértékek, akkor ¥ L 3.
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Bizonyitas. 1. Legyen « és ( egy-egy, diszjunkt tartdja A, illetve B. Barmely H-ra a(H\A) =
0, mert az A halmaz tartdja a-nak; tovabba S(H n A) = 0, mert A diszjunkt g tartojatél. De
o « ( miatt ebbdl kovetkezik, hogy a(H n A) = 0. Igy a(H) = a(H\A) + a(H n A) = 0.

2. Ha v(H) = 0, akkor S(H) = 0, de akkor a(H) = 0.

3. A tagot majoralja az Osszeg.

4. Ha B(H) = 0, akkor minden k-ra ay(H) = 0, de akkor ezek 6sszege is 0.

5. Legyen [ és v egy-egy diszjunkt tartoja B, illetve C'. A B-n kiviil 8 konstans 0, de akkor
a is. Ezért B az a mértéknek is tartéja.

6. Mindegyik a,-nek van egy 7g-nullmértéki A, tartéja. Az A = | J A, halmaz tartéja a
> oy, mértéknek, és S-nullmértékii.

Lebesgue-felbontas

Tétel (Lebesgue-felbontas)

Legyen ¢ o-véges el6jeles vagy komplex mérték, p = 0 mérték a kozos (X, M) mérhetd
téren.

Ekkor ¢ egyértelmiien felbonthatd egy p-re nézve abszolut folytonos és egy p-re nézve
szingularis elOjeles, illetve komplex mérték Osszegére, azaz egyértelmiien vannak olyan «
és (3 elojeles, illetve komplex mértékek tgy, hogy

Y=a+p, a<p é (Lo

Megjegyzés

A tételben azt is ki szoktak kotni, hogy p o-véges, de erre nem lesz sziikségiink.

Bizonyitas.
1. eset: 1 véges.

Konstrualunk egy maximalis szingularis mértéket; ez lesz 3, a maradék pedig .

gylrije, és legyen

s =sup{r(N): N e N}.
A jobboldalon a halmazban szerepel a 0 = 7(¥), igy a definicié értelmes, és s > 0. Az is igaz,
hogy barmely N € N-re 7(N) < 7(X), {gy s < 7(X), ami véges.

A szuprémumot tetszoleges pontossaggal megkozelithetjiik: minden pozitiv egész n-hez van
egy olyan Z, € N halmaz, amelyre 7(Z,) > s — =. Legyen Z = |J Z,; ez megszamlalhat6 sok
p-nullmértékii halmaz unidja, ez is p-nullmértékii: Z e N

Barmely n-re Z,, € Z; a 7 monotonitasa miatt

1
Vn o s——<17(Z,) <7(Z) <5,
n
az n — o0 hataratmenetbdl
7(Z) = s.
Tehat a szuprémum val6jadban maximum.
Ezek utan legyen H € M esetén

a(H) =9(H\Z),  B(H)=9(H n Z),
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Az vilagos, hogy a(H) + (H) = J(H).

A Z halmaz a § mértéknek p-nullmértékii tartdja, tehat g L p.

Annak igazolasahoz, hogy o <« p, vegyiink egy tetszéleges p-nullmértékt N halmazt és
ennek egy tetszoleges M mérhetd részhalmazat. Az N U Z is p-nullmértéki, és

0< |a(M)|=(M\2)|<7(M\Z)<T(N\Z)=7(NUZ)—7(Z) <s—s=0.

Tehat, ha p(N) = 0, akkor az N részhalmazain o = 0; tényleg o < p.

Az egyértelmiiség bizonyitasa:

Tegyiik fel, hogy kétféle Lebesgue-felbontas is van:

U =ai+ B =ay+ P
Ekkor az
ar—ag =By —

mérték egyszerre abszolit folytonos és szingularis, vagyis konstans 0.

2. eset: ¥ o-véges.
Bontsuk fel az alaphalmazt megszamlalhaté sok, paronként diszjunkt ¥-véges cellara: X =
U, X,.. Mindegyik X,, celldn a ﬁ‘ X, mérték véges, igy van egy egyértelmii Lebesgue-felbontasa:

19’ x, = 0t Bn. Ezeket probéljuk — kell6 6vatossaggal — Osszeadni.

Az «, és (B,-nek diszjunkt tartdja is létezik: legyen «, tartdja A, c X,, a [, tartdja
B, < X, ekkor tehdt H < X, esetén o, (H) = 9(H n A,) és B,(H) = 9(H n B,,).

Ezek utan legyen A = JA,,, B = B,

a(H)—z?(HmA)—ifz?(HmA i (Hn X,),

o0 o0
B(H) = 9(H n B) Z (HBy) =) Bu(Hn X,).
Vildgos hogy ez a definicié értelmes, a + B =, a< pués B L pu.

Az egyértelmiiséghez tegyilk fel, hogy a; + (1 és as + [ is Lebesgue-felbontas; ekkor
mindegyik X,-re megszoritva a 19| «. mértéknek Lebesgue-felbontdsa a a1| x t 61| . ©6s

OéQ‘X + 52|X . A véges esetben a felbontas egyértelmii, ezért oz1|X = O@‘X és Bl‘x = 52‘)( ;
de ezeket Osszeadva visszakapjuk az eredeti mértékeket.

Megjegyzés

Ha ¢ nem o-véges, akkor nem biztos, hogy létezik Lebesgue-felbontas.

o Legyen példaul X = R, M = B, u = X és ¢ a szamlaléomérték, és tegyiik fel, hogy
|.| = a+ B, a § egy tartdja a B halmaz.

o A szinguldris rész tartéja csak Lebesgue-nullmértéki lehet, tehat A\(B) = 0.
« Béarmely a € R\B pontra

- a{a}) + B({a}) = [{a}] = 1.

— AM{a}) = 0; a « X\ miatt a({a}) =

- B({a}) = 1.

— De akkor a € B, ellentmondas.
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19. Radon—Nikodym derivalt

Radon—Nikodym derivalt. Radon—Nikodym tétel. Helyettesitéses integrdlas. A totdalis varidcié
szerinti RN derivélt. Elgjeles és komplex mérték szerinti integrél definicii. [Petruska, 91-95. o.]

Definicié (Radon—Nikodym derivalt)

Legyen p > 0 mérték, és legyen o el6jeles vagy komplex mérték az (X, M) mérhetd
téren. Az f : X — R, illetve f : X — C mérhetd fiiggvényt a 9 mérték p szerinti
Radon-Nikodym derivdltjinak nevezzik, ha barmely H € M-re 9(H) = §, fdpu.

dd d}
Hasznalatos az f = an jelolés is: § @du = §, dv.

-
\

Megjegyzés

A Radon—Nikodym-derivalt 1étezésének triviélisﬁszﬁkséges feltétele, hogy ¥ « u legyen,
mert nullmértékii halmazokon az integral is mindig nulla.

Ugyanakkor az abszolut folytonossag onmagaban nem elég. Pl. R Borel-halmazain nem
létezik a Lebesgue-mértéknek Radon—Nikodym-derivaltja a szamlalomérték szerint, mert

Lfdl-l = 3 f(@),

és az egyelemii halmazokra ez azt adja, hogy f konstans 0, de a konstans 0 integralja
minden halmazon 0.

Tétel (Radon—Nikodym)

Legyen (X, M, p) szigma-véges mérték, és legyen « eljeles vagy komplex mérték az
(X, M) mérheté téren, és tegyiik fel, hogy o « p.

Ekkor létezik a g—z Radon-Nikodym derivélt, vagyis létezik olyan f : X — R, illetve
X — C p-mérhetd fiiggvény, amelyre barmely H € M esetén a(H) = SH fdu.

A Radon—Nikodym derivalt p-majdnem egyértelmii, vagyis ha f és g is Radon—Nikodym
derivalt, akkor f = g p-m.m.

Bizonyitas. I.a eset: o > 0, mindkét mérték véges.
Legyen

@z{f:X—»[O,oo] mérhet6, f >0, VH e M J fduéa(H)}
H

a sehol sem tul nagy fiiggvények halmaza, és

SZSUp{Jdeu:feq)}

Vildgos, hogy 0 < s < a(X).
(1) 0€ ® (trivialis®).
(2) Ha g, h € ®, akkor m = max(g, h) € .



Biz. Legyen A = X (g > h) és B = X(g < h). Barmely H-ra
f mduzf gd,u+f hdp < o(H nA)+ o(H n B) = a(H).
H HnA HnB

(3) Ha g1,¢2,...€ P és g1 < g2 < ..., akkor h = limg, € ®.
Biz. Barmely H € M-re és n-re

J gndp < a(H);
H

A monoton konvergencia tételbol
J hdp " limf gndp < a(H).
H H

(4) Van olyan f € ®, amelyre SX fdp = s. Avagy, a szuprémum maximum is.

Biz. Vegyiink egy olyan g1, ga, ... € ® sorozatot, amelyre §, g,du — s, és legyen
fo = max(gi,...,g,) € ®. Ekkor 0 < g, < fp < fog1; legyen f = lim f,,. Ekkor {, g,dp <
§x fadp < s; a rendér-elv miatt §, f,dpu — s. A monoton konvergencia tétel miatt §, fdu =
lim SX fodp = s.

(5) s = a(X).

Biz: indirekt. tegyiik fel, hogy s < a(X). Ekkor van olyan ¢ > 0 amire e-pu(X) < a(X)—s =

a(X) = fdp.
Legyen

PUH) = aH) ~ | (74 = al) = [ fdp—c-uh)

Ekkor ¢ el6jeles mérték, ¢ « p és p(X) > 0.
Legyen ¢ Hahn-felbontasa X = Py N. Ekkor tehat barmely H — P esetén ¢(H) = 0, azaz

§(f + )i < alH).
Mivel ¢(X) > 0, ezért o(P) > 0; viszont ¢ « pu miatt ebb6l kovetkezik, hogy p(P) > 0.
Legyen most g = f + ¢ - xp. Ez a fliggvény ®-beli, mert barmely H € M-re

JH gdy = JHHN Fdu+ mePu’ e)dp < a(H A N) + a(H A P) — a(H).

Ugyanakkor
J gdu=f fdp+e - p(P) >J fdp = s,
X X X

ellentmondas.
(6) Ha {, fdu = s, akkor minden H-ra o(H) = {,, fdp.
Biz. ¢(H) = a(H) — §,; fdp = 0 mérték, de p(X) = 0, tehat ¢ = 0.
Lb eset: a véges el6jeles mérték.

Vegyiik a Jordan-felbontasat: a = m — v, végesek. Mivel 7, v € a € i, a pozitiv és negativ
variacionak is létezik Radon—Nikodym derivaltja.

[.c eset: a véges komplex mérték.
Az « valds és képzetes része is véges, abszolit folytonos mérték, van Radon—Nikodym deri-
valtjuk.

Egyértelmiiség:
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Elég a valds esetre. Ha f és g is Radon—Nikodym derivélt, akkor legyen A = X (f > g) és
B = X(f <g). Ekkor

JA(f —g)dp = JA fdu— L gdp = a(A) — a(A) = 0;

A baloldalon az integrandus pozitiv; az integral csak ugy lehet 0, ha u(A) = 0. Hasonléan
latjuk, hogy p(B) = 0. Igy hat f = g p-m.m.

IT.a eset: « elbjeles, és o-véges.

Legyen o Jordan-felbontasa oo = m — v.

Osszuk fel a teret diszjunkt cellakra: X = ) X,, gy, hogy minden celldn « és p is véges.
Mindegyik X, cellan van m-nek és v-nek is Radon-Nikodym derivaltja; legyenek ezek

dﬂ*xn , deXn
= €8 hp = ;
dplx, d plx,

n

ezekbol készitsiink egy-egy nagy kozos g, illetve h fliggvényt, amelynek a celldkra vett megszo-
ritdsai a RND-k:

g(x) = gp(x) haxe X,; h(z) = hy(x) haxe X,.

Azt allitjuk, hogy f = g — h jo lesz.
Barmely H-ra

o0 o0 o0
m(H) = m(HnX,) = f gndp = f gd,uzjgd,u
( ) 22 ( ) 23 HnX, ;Z% HnX, H

n=1 n=1

és ugyanigy
v(H) = J hdp.
H

A 7(X) és v(X) kozil az egyik véges, ezért g és h kozil valamelyik p-m.m. véges, ezért
a(H) = a(H) = () = | gdn— [ bap= | (9= mdu= | sau
H H H H

Egyértelmiiség: az f p-majdnem egyértelmii mindegyik cellan, tehat a megszamlalhaté sok
cellan egytitt is.

II.b eset: a komplex, o-véges.
Kiilon-kiilon 1étezik és m. egyértelmii a valés és a képzetes rész Radon—Nikodym derivaltja.

II1. eset: o nem o-véges.

Feltehetjiik, hogy a(X) = oo (a masik eset a —co lenne). Azt allitjuk, hogy X felbonthaté
két részre: X = S u V 1gy, hogy S-en a o-véges, a V részhalmazain pedig a(H) = o ha
u(H) > 0.

A teret felcellazzuk olyan cellakra, amelyeken p véges; vegyiik észre, hogy az allitasunkat
elég egy cellara igazolni. Tehat azt is feltehetjiik, hogy pu(X) véges.

Minden n-re legyen ¢, = a—n-pu; ez elojeles mérték, a Hahn-felbontasa legyen X = P, UN,,.
A definicié miatt p,41 < @©p, {8y Poy1 © P, és Nyp1 D Ny,. Legyen S =N, és V = P,.

Mivel 0 = ¢,,(N,,) = a(Ny,) —n - (1(Ny,), ezért —oo < a(N,,) < n - pu(N,) < o vagyis a(N,)
véges. Ezért a valoban o-véges S-en.
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Ha H ¢V = ()P, és u(H) > 0, akkor minden n-re H < P,; akkor ¢,(H) = 0, a(H)
n - uw(H). Ez minden n-re igaz, tehat a(H) = oo.

Ezek utan a Radon—Nikodym derivaltat el6allithatjuk a o-véges S részen gy mint eddig, a
V' halmazon pedig legyen f = oo.

\%

Egyértelmiiség: az S-en az egyértelmiiséget mar tudjuk; azt kell igazolni, hogy a V' halmazon
csak a (p-m.m.) konstans oo lehet a RND. Legyen tehat f RND a V' halmazra megszoritva;
ekkor tehdt minden H < V és ,u(H) > O esetén §, fdp = 0.

Legyen V,, = V(f < n). Mivel o Sv fdu < pu(Vy,)-n < oo véges, ez csak gy lehet, ha
(V) = 0. De ekkor a V(f < w0) = U V halmaz p-nullmértéki. Tehat a V' halmazon f = o«

f-T.m.

.
|

19.1 Tétel

Legyenek a « (8 (pozitiv) mértékek (X, M)-en, g = és f integralhaté X-en. Ekkor

d,B’

Lfda _ L fads.

Bizonyitas. Ha f egyszeri fiiggvény, akkor triviélisﬁ, majd monoton konvergencia.

.
|

Megjegyzés

A Radon-Nikodym derivalt formuldjanak megjegyzési médja ugyanaz, mint a Riemann—
Stieltjes integralok atirasanal:
| raa=| 55508

Lemma

Legyen (X M, 1) mérték, f mérhet6 fi'lggvény, amelyre létezik §, fdu. Ekkor a 9(H) =

.....

= L\f|du-

Bizonyitas. Triviélis‘f‘??, hogy barmely H < X-re

H)| - | JHfdu‘ < L\f\du-

A masik iranyhoz vegyiink egy n > 4 egészt, és k = 1,...,n esetén legyen

Ak:{er.W\argﬂ) %}
Lk fdu‘=i f fdu| = Z < Lk fdu> -

" i 2 21 ¢ 2
:ZJ Re (e~ - ZJ |f|cos7rd,u=cos7TZJ |f|du=cos7TJ | fldp.
Ap Ay n no = Ja n Ju

n

T(H) > zn] [9(A)] = >

k=1
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Igy hét

és n — oo-vel kész.

amelyre |f| =1 és

Bizonyitas. Legyen g = &2, avagy J(H) = §,, gdr. Az eléz8 lemma szerint 7(H) = {,, [g|dr,
vagyis {,(lg| — 1)d7 = 0 minden H-ra, ami azt jelenti, hogy [g] = 1 7-mm. Ahol g nem
egységnyi, ott tetszés szerint megvaltoztathatjuk...

Definicié (el6jeles/komplex mérték szerinti integral)

L fdo = L fgdr

Alternativ definicié: Ha ¢ eldjeles mérték és a variaciéi «, v, akkor

L fdo = L fdr — L fdv.
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IV. rész

Borel-mértékek differencialasa

Most RP-beli lokalisan véges el6jeles Borel-mértékeket fogunk derivalni.

20. Differencialbazisok; elgjeles Borel-mértékek de-
rivaltja
Differencidlbazis. Alsé és fels derivaltak. Szimmetrikus, kdzonséges és erds derivalt.

Tegyiik fel, hogy ¥ egy Lebesgue—Stieltjes mérték R-en, egy eloszlasfiiggvénye F. Az F
jobb-, bal- és kétoldali oldali derivaltjat a v mértékkel kifejezhetjiik:

Fla+r)—F(a)

e« F'(a+0)= lim

r—+0 r r—+0 )\([CL, o 7’)) )
_ _ dHla—s,a)
o F'(a—0)= lim Fla) = Fla=s) _ lim <>,
s—+0 S s—+0 )\([a — s, a))
F(a+71)—F(a—s) ﬁ([a—s,a+r)>
e F'(a)= lim = lim .
r,5—+0 r—+s r,s—+0 /\<[CL —s,a + 70))

dv
Kérdés, hogy ezeknek mi a kapcsolata a E3\ Radon—Nikodym derivalttal.

2- vagy magasabb dimenziéban egy pont koré sokféle halmazt rajzolhatunk (kocka, gdmb
stb.), igy még tébbféle "derivaltat" definidlhatunk.

Definicié (differencialbazis)

Legyen G < RP nyilt, B = B(G). A D < G x B halmaz differencidlbdzis, ha minden
(a, A) € D esetén A korlatos, A(A) > 0, és a € G és € > 0 esetén létezik olyan (a, A) € D,
amelyre A c B(a,¢).

A D differenciélbazis reguldris, ha minden a € G-hez van olyan g(a) > 0 stirtiség, hogy
minden (a, A)-ra van olyan r, hogy A\B(a,r) nullmértékii és \(A) = o(a) - A(B(a,r)),
vagyis ha vessziik a legkisebb, az A-t majdnem tartalmazd gombot, akkor az A a gombnek
legaldbb a p(a) részét kitolti.

A D differenciélbazis egyenletesen reguldris, ha a o(z) figgvény konstans.
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Definicié (differencialbazis szerinti derivalt)

Legyen 9 el6jeles Borel-mérték G-n, D differencialbazis.

o A U D szerinti alsé derivdltja az a € G pontban
(A
Dpi(a) = lim inf {() :(a,A)e D, Ac B(a,r)} ,

illetve

e a1 D szerinti felso derivdltja az a € G pontban

Dpi(a) = rlir&sup {m : (a,A) e D, A c Bla, 7’)} .

o Azt mondjuk, hogy a D bdzis differencidlja ¥-t az a pontban, ha az also és a fels6
derivélt egyenld és véges. Ilyenkor Dpid(a)-val is jeloljiik. Ezzel ekvivalensen, a D
bézis differenciélja ¥-t az a pontban, és a derivalt értéke Dpi(a) = b e R, ha

J(A

Ve>0 3Ir>0 V(a,A)eD,Ac B(a,r) ‘)\(A;—b’<€.

o Egy ¥ komplex mérték akkor differencidlhato, ha a valés és a képzetes része is
differencialhato, és persze Dpi(a) = Dp(Red(a)) + ¢ - Dp(Imd(a)). A komplex

« /o2

Példak

1. Legyen ¢ egydimenzios Lebesgue-Stieltjes mérték, aminek az eloszlasfiiggvénye F'.
A D, ={(a,[a,a+ 7)) :aeG,r >0} bazis szerinti derivalt

L ﬁ([a,a—l—r))* . Fla+r)—F(a) _, ‘
Dp,d(a) = Tl_l)f_{lom = lim " = F'(a+0);

a Dy ={(a,[a—r,a)):aeG,r> 0} bazis szerinti derivalt

_ i Pe=ra@) L Fle) = Fla—r)
Do.(a) = M, ST o)) ~ A :

= F'(a —0);

a D3 = D; u D, bézis szerinti derivalt F'(a).

2. Szimmetrikus bazis: D = {(a, B(a,r)) : v > 0}, a szimmetrikus bazis szerinti derivalt
a szimmetrikus derivdlt.

3. Kockabézis: D = {(a,Q) : @ 3 a tengelyparhuzamos, zart kocka}, ebbdl lesz a kozion-
séges derivdlt.

4. Téglabazis: D = {(z,T) : T 3 x tengelyparhuzamos, zart tégla}, ebbél lesz az erds
derivdlt.

A szimmetrikus és a kockabazis egyenletesen regularis, a téglabédzis nem regularis.
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Megjegyzés

e sz

benne legyen a halmazban; példaul a Dy = {a, [a—r, a) : a € G,r > 0} differencidlbazisban
a halmazok nem tartalmazzak az a pontot.

. J

Lemma

D(V; + 95) < DYy + DV,
D(V + V3) = DYy + Dy

Ha ¢, és 1, is differencialhat6 a D bazisban, akkor

Dy + ¥3) = DOy + Do,

Bizonyitas. A limszup szub-, illetve a liminf szuperadditivitasabol kovetkezik.

A tovabbiakban D a szimmetrikus bézis, a legtobb helyen nem is fogjuk kiirni. S6ét, egy

.....

A szimmetrikus bazisban

L O(Blar) 9(B(a,r))
Qﬁ(a)*hrrgéilfm és Dﬁ(a)*hﬂggpm,

Eloszor is azt fogjuk megmutatni, hogy Borel-mértékek derivaltjai Borel-mérheto fiiggvé-
nyek.

Lemma

Ha p > 0 Borel-mérték G-n, és 0 <t < oo rogzitett, akkor az

fi(z) = sup 20<7’<t}

fiiggvény a.f.f., az
, B(z,r))
"(z) = inf wB(z, 1)) :0 t
) i {A(B(ﬂf,r)) =T

figgvény f.f.f., ezért mindketté Borel-mérheto.

Bizonyitas. (a) Rogzitsiink egy a € G pontot és egy ¢ < f'(a) szamot tetsz6legesen.
Vegytink egy olyan ci-et, amelyre ¢ < ¢; < f'(a). Ehhez létezik olyan A = B(a,r) tgy,

1(A)

A(4)

hogy r <t és > (.
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Ha § < 5% és x € B(a,9), akkor B(a,r) < B(x,r +d) < B(a,r + 20) < B(a,t),

yoo_ p(B@r ) p(Bla,r) Ty
T2 N B+ 0) = () ABlar) <T+5> ho

az utolsé egyenlotlenség akkor igaz, ha 0 elég kicsi.
Tehat barmely ¢ < f!(a) esetén van olyan kicsi § > 0, hogy a B(a,d) kornyezetben f*' > c.
Vagyis az f! fliggvény a.f.f.

(b) Ugyanigy, vegyiink egy a € G pontot és egy ¢ > ¢'(a) szdmot tetszélegesen, majd
ezekhez egy cp-et, amelyre ¢ > ¢; > ¢'(a). Ehhez létezik olyan A = B(a,r) ugy, hogy r <t és

1(A)
m < C1.

Ha § <r és xz € B(a,0), akkor B(xz,r — ) < B(a,r) < Bla,t), és

p(B(x,r = 0)) pu(B(a,r)) r\?
NBlar =) = (557 AB@) (r—é) “se

g'(x) <

az utolsé egyenlotlenség most is csak elég kicsi § esetén igaz.
Tehat barmely ¢ > ¢'(a) esetén van olyan kicsi § > 0, hogy a B(a,d) kornyezetben ¢* < c.
Vagyis a ¢' figgvény f.f.1.

Ha g = 0 Borel-mérték G-n, akkor Dy és Dy Borel-mérhetd.

Bizonyitas. Az el6z6 lemma jeloléseivel

Dp(w) = lim f'(z) = lim f"(z) & Du(z) = lim ¢'(x) = lim ¢""(z),

t—+0 n—0oo n—00

ahol f'(z) illetve ¢'(z) az el6z8 lemma szerint a.f.f. illetve f.L.1., tehdt Borel-mérhetdek, és
Borel-mérhetok pontonkénti limesze is Borel-mérheto.
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21. A maximalis operator tétele

Maximalis operdtor. A maximaélis operdtor, az alsé és a felsé derivalt mérhetdsége. A maximélis
operator tétele. Lokalisan véges mérték alsé és felsd derivaltja m.m. véges.

Definicié (maximalis operator, maximalis fiiggvény)

Ekkor legyen
7(B(z,r))

A(B(z,7))
Ha t = oo, akkor a jel6lésbdl elhagyhatjuk a ¢ indexet: M. Ha 9 az f fliggvény integrélja,

x,r fd)\
—SB(’)H 0<r

Mtﬁ(x)=sup{ :O<r<t}‘

ANB(z,r))
Az M" neve mazimdlis operdtor (mert mértékhez vagy fliggvényhez rendel fiiggvényt), az
M a mazimdlis fiigguény.

akkor {rhatjuk azt is, hogy M'f vagy M f. Vagyis M f(z) = sup {

Triviélisﬁ, hogy ha 9 eléjeles mérték, akkor —MvY < DY < DY < MY (liminf és limsup
az inf és sup kozott van).

Az M9 maximalis fiiggvény a.f.f., tehdt Borel-mérhetd.

Bizonyitas. A 20 lemma elso fele a 7 mértékre.

Véges sok gomb koziil kivalaszthatéak paronként diszjunktak gy, hogy a haromszorosuk
az Osszes gombot fedje (A B(a,r) gomb haromszorosa 3B(a,r) = B(a,3r)).

Bizonyitas. Legyen a gombok By, ..., B, sorrendje olyan, hogy ry > ... > r, > 0

A gombok kozil kivalasztunk néhanyat, amelyek paronként diszjunktak. Mohon, a gombok
mindegyikét sorban vagy kivalasztjuk, vagy nem. A Bj-et kivalasztjuk. A Bs-t akkor valasztjuk
ki, ha nem metszi Bi-et. Ha a By, ..., By_1 gombokrol mar eldontottik, hogy kivalasztjuk-e:
a By gombot akkor valasztjuk ki, ha nem metszi egyik korabban kivalasztott gombot sem.

Legyenek a kivalasztott gombok B, , ..., B;,; ezek paronként diszjunktak. Azt allitjuk,
hogy a 3-szorosra nagyitott B(z;,,3r4,), ..., B(ziy, 3ri,) gombok lefedik | J , B;-t. Vegytnk
egy tetszOleges x € | J;_, B; pontot; ezt valamelyik By gomb lefedi. Ha By, kivalasztott gomb,
akkor ennek 3-szoros nagyitasa is fedi z-et. Ha By nem kivédlasztott, akkor belemetsz egy néla
korabban kivalasztott, tehat egy nala nem kisebb kivalasztott gombbe: legyen ez Bj, és legyen
y a By és B; gombok egy kozos pontja. Ekkor |z — x| < |o — xg| + |zp — y| + |y — 24| <
Ty + 1k + 15 < 3rj, gy x € B(x;, 3r;).
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Lemma (A maximaélis operator tétele)

Ha o véges el6jeles vagy komplex mérték a G < RP halmazon, és ¢t > 0, akkor

37 (G)

MMV >t) < -

Bizonyitas. Ha K < G(M9 > t) kompakt, akkor minden x € K-hoz van olyan r = r(z) sugér,
amelyre ;Eggi:gg > t. U er Bz, 7(x)) lefedi K-t; a kompaktsag miatt kivdlaszthat6 kozilik
egy véges fedés, tehat vannak olyan zi,...,z, € K pontok és ri,...,r, > 0 sugarak, avagy
By, = B(x, 1)) gombok, amelyek fedik K-t.

Ezek utan alkalmazzuk az el6z6 lemméat a gombokre, kapunk olyan diszjunkt B;,,..., B
gobmboket, amelyekre K < UkN:1 3B, . Tehat

iN

)\(K) < Z )\(B(-Tik’grik)) _ 3172 )\(B(g;ik,rik)) < 3P Z T<B($;’“7nk)> < 3p7't(G),

Ez minden kompakt K < G-re igaz, tehat a Lebesgue-mérték regularitdsa miatt a G(MJ >
t) halmazra is.

Kovetkezmény

Ha 9 lokalisan véges, akkor Di) és Dv is A-m.m. véges.

Bizonyitas. A G lefedhet6 megszamlalhaté sok olyan Gy, Gs, ... gdbmbbel, amelyen 7 véges.
Legyen 0,,(H) = 9(H n G,); ez egy véges eldjeles mérték; az G,, gbmbon belill 9 és 9, also és
fels6 derivaltja megegyezik.

Mivel —M9,, < DV,, < DY,, < MY, barmely ¢t > 0 esetén

37, (Q)

A(|mn| _ oo) < A(Mﬁn — oo) < )\((Mfz?n > t) <=

Az t — oo hatdrdatmenetbdl

A(]Eﬁn\ - oo) ~ 0.

A G, belsejében tehat DY m.m. véges, tehat a gombok uniéjan is.

101



22. Borel-mértékek differencialasa

Lokéalisan véges Borel-mérték akkor és csak akkor szingularis, ha a derivaltja m.m. 0. Lebesgue-
pont. Abszoliat folytonos mérték m.m. differencidlhatd, és a derivaltja megegyezik a Radon—
Nikodym derivalttal. Mérhets burok. Alsé és felsd siirfiség. Stirtiségi tétel. [Petruska, 100-105.
o.]

Lebesgue-pontok

Definici6

Legyen H ¢ RP, f : H — R vagy f : H — C mérhet6. Az zy € int H pont az f
figgvénynek Lebesgue-pontja, ha

lim $Bon 1f = fzo)ldX
r—0+ /\(B(ZL'(), T)) =

Triviélisﬁ, hogy minden folytonossagi pont Lebesgue-pont.

Definici6

Az f fiiggvényt lokalisan integralhaténak nevezziik H-n, ha minden pontnak van olyan
kornyezete, amelyen az integral véges, vagy ezzel ekvivalensen, minden K < H kompakt
halmazon az integral véges.

Tétel
Ha f lokélisan integralhaté H-n, akkor H m.m. bels6 pontja Lebesgue-pontja H-nak.

Bizonyitas. A H-t lefedhetjiik olyan gombokkel, amelyeken f integralhato, igy elég integral-
haté f-re bizonyitani, vagyis f € L esetén.

Rogzitstiink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Az integralhato fliggvények terében stirtin vannak az olyan "szép" fiiggvények, amelyek véges
sok téglalapon konstansok, azokon kiviil az értékiik 0. Legyen g egy olyan szép fiiggvény,
amelyre §, |f — g|d\ < 1, és legyen h = f — g; ekkor tehat §, |hldA < <.

Ha egy x pont nem esik egyik téglalap hatarara sem, akkor z egy kis kornyezetében g
konstans, és igy

— f(z)|dx = h— h(z)|dX < hl + |h(z)])dA,
L@yf /(@) L@m! (@)l f (8] + (z)])

B(z,r)

SB(W) |f = f(x)|dA
AN B(zx,r))

SB($,7‘) |h|d)\
M B(x,r))
o I~ F@l)

o A(B(x,r)

SB(?:,T) [f—f(z)|dA
A(B(z,r))

< |h(z)| + < |h(z)| + Mh(x),

< |h(z)| + Mh(z).

Ha az = pontban limsup,_,q, > & akkor ott |k(x)| és Mh(z) valamelyike leg-
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aldbb oL Ezért

— f(z)|dA
A (hmsup Yo If = 1@ > 1) <A <|h| > 21) + A (Mh > 21) <
m

r0+ AN B(x,r)) m m

{Ihldx 37§ |hldA
< + -
1/2m 1/2m

(1 + 3
2m(1+3p)f |h|d/\<m(k+3).
G

Ebbol k£ — o0, majd m — oo hataratmenettel

Sl f@ly
A(113331”0 B Cm)

. SB(:):,T) |f = fz)[dA
A (117{2221) NCIERD) >0 =0.

Derivalt és Radon—Nikodym derivalt

Ha p > 0 lok. véges, szingularis Borel-mérték, akkor Dy = 0 m.m.

Bizonyitas. A 21. kovetkezményhez hasonléan elég zart gdbmbok belsejére bizonyitani, ezért
az is feltehetd, hogy u véges.

Rogzitsiink két pozitiv egészt, k-t és m-et.

Legyen H a pu egy Lebesgue-nullmértéki tartéja. A p lok. véges Borel-mérték, tehat
regularis; van olyan K < H kompakt halmaz, amelyre u(H\K) < %

Legyen ¥(A) = u(A\K); ekkor persze ¥ totalis varidcidja p(A\K). A K komplementuma
nyilt, ezen ¥ és p alsé és fels6 derivaltja ugyanaz, tehat DY = Dy és DY = Dy A-m.m.
Ezek utan
— 1 — 1 1 & K P
MDY oa(Do> L) <n (s L) < ZHEE) _3'm
m m m 1/m k

k — oo majd m — oo,

— 1
vm /\<D,u>)=0
m

A (Dp > 0) = 0.

Kovetkezmény

Legyen D regularis differencialbazis, 3 lok. véges, szingularis eldjeles vagy komplex mér-
ték. Ekkor Dpf = 0 A-m.m.

Bizonyitas. 1. eset: § > 0 mérték. Ha (xg, A) € D, A < B(zo,r) és AM(A) > o0 - AN(B(zo, 7)),
o 5| ABanr) 1
Lo, T
— -D =0 .m. Tp-ra.
NA)| = o ABlan.r)) g ) 0 man g

2. eset: [ el6jeles mérték, a Jordan-felbontasa m — v. Az el6z6 rész szerint Dm = Dy = 0
m.m.
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3. eset: [ komplex mérték. Ekkor D(Re ) = D(Im ) = 0 m.m.

22.1 Tétel (Mértékek differencidlasinak f6 tétele)

Legyen D regularis differencidlbazis, 9 lok. véges el6jeles vagy komplex mérték, a
Lebesgue-felbontdsa ¢ = { fd\ + 8. Ekkor Dpd = f A-m.m.

Bizonyitas. Legyen a = { fd); megmutatjuk, hogy az f minden Lebesgue-pontjdban Da = f.
Mivel DS = 0 m.m., ez elég is.

Legyen tehat xy Lebesgue-pont, és 0 < p = p(zg) < 1 a differencidlbazis regularitdsaban
szerepl6 ardany. Ha A < B(xg,r) és A(A) > p- A\(B(xg,r)), akkor

a(A)

ol4) )’ JuCf = F@0)aA| _ Su1F = F@o)ldA _ Spon If = Flao)ldX
AA)

AA) ST ST 0 AB@n)

Egy (5 lok. véges eldjeles vagy komplex mérték akkor és csak akkor szinguléris, ha DS = 0
A-m.m.
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23. A stlirtiségi tétel

H c RP-nek A mérheté burka, ha A e L(RP), A > H és (x) minden B € L(RP), B > H-ra
A(A\B) = 0, avagy, minden B € L(RP), H ¢ B < A-ra A\(A\B) = 0.

1. Minden halmaznak létezik mérhet6 burka; még Gy is.
2. Ha M, és M, is mérhet6 burok, akkor A(M;AMs;) = 0.
3. Ha M mérhetd burok és A mérheto, akkor M n A mérheto burka H n A-nak.

Bizonyitas. 1. Tekintstink egy tetszoleges H < RP halmazt; ehhez konstrudlunk mérhetd
burkot.

Osszuk fel a teret korlatos kockdkra: RP = | J”_| K, és legyen a H halmaznak az n-edik
kockaba esd része H, = H n K,, .

Vegyiink minden k-hoz és n-hez egy olyan G, ; nyilt halmazt, ami 1/k-nal pontosabban fedi
a H, halmazt: H, c G, N(Gnx) < M(H n K,,) + % Ezek utan legyen

e 6} e}
My =()Gupy M= | M.
k=1 n=1
Azt allitjuk, hogy M mérheté burka H-nak. Az triviélisﬁ, hogy M is mérheto, M, > H, és
M > H.
A (#) ellen6rzéséhez vegytlink egy tetszéleges B > H mérhetd halmazt. A K, kockdban
H, c Bn M, c M,, ezért minden k-ra

_ — 1
N(Hu) < MB 2 M) < AM,) < MGg) < X(H) + 7
A k — oo hataratmenetbol
ANB n M,) = \M,) = \H,),
a ketté kiilonbségébdl A(M,,\B) = 0, végiil
a0

A(M\B) :Z M,\B) = 0.

Ez igy még nem feltétleniil Gy, de a regularitdas miatt vehetjiik a mérheté burok Gy burkat.

2. Mivel M; és My > H, a mérhet§ burok definicigjabdl N(Mo\M;) = 0. Az My, M
feleserélésével A\(M;\Ms) = 0.

3. Az vildgos, hogy M n A mérhetd és tartalmazza H n A-t; ismét csak (x)-t kell ellendrizni.

Tegyiik fel, hogy B mérhet6 és B > H n A. Mivel B fedi a H n A halmazt, Az M pedig a
teljes H halmazt, H-nak nem lehet eleme az (M n A)\B atomban:
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Akkor viszont H-t fedi az M\((M n A)\B), és igy, mivel M mérheté burka H-nak,
)\((M A A)\B) ~ 0.

Legyen H < RP, a mérhetd burka M, és tekintsiik a u(A) = MA n H) = MA n M)
mértéket. A H halmaz alsé és fels6 striisége az x € RP pontban

o, H) = Dita) = i X,

illetve

_ r) = limin X<B(x,r> " H)
d(z, H) = Dp(z) = limfnf =77 =55

strlisége

Az x a H-nak stiriségi pontja, ha d(z, H) = 1.

Tétel (Lebesgue-féle siiriiségi tétel)

(a) m.m. x € H sliriiségi pont.
(b) H akkor és csak akkor Lebesgue-mérhetd, ha m.m. = ¢ H-ra d(z, H) = 0.

Bizonyitas. (a) Legyen M mérheté burka H-nak és f = xu. Ekkor u(A) = M(An M) =
SA fdA. Ezért Dy = xp m.m.; specidlisan mm.x € H € M-re Du(x) = 1.

(b) Legyen N az RP\ H mérhet6 burka, v(A) = A(An N) és g = xn-

Ha H mérhetd, akkor lehet M = H és N = RP\H, és a két sirliség is komplementere
egymasnak.

Ha H nem mérhet6, akkor A(M n N) > 0. Ugyanis RA\N ¢ H < M, vagyis H két mérhet6
halmaz kozé esik, ezek kiilonbsége nem lehet nullmértéki. A kiilonbség viszont éppen M n N.
A metszet pontjaiban H slriisége 1 m.m.
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24. Abszolut folytonos fiiggvények

Abszolut folytonos fiiggvény. A Lipschitz-tulajdonsag, az abszolut folytonossag és a folytonossag
kapcsolata. Monoton nové fiiggvény abszolut folytonossdganak atfogalmazdsa a megvaltozasbdl
szarmazo6 mértékkel és Radon—Nikodym derivalttal.

Az el6z6 fejezetekben tisztaztuk a Borel-mértékek derivaltja és a Radon—Nikodym derivalt
kapcsolatat: Egy lokalis véges Borel-mérték derivaltja majdnem mindenhol az abszolut folyto-
nos résznek a Lebesgue-mérték szerinti Radon—Nikodym derivaltja.

Most azzal fogunk jatszani, hogy a Borel-mértékek differencidlasarél szolo tételeinket atirjuk
az eloszlasfiiggvényeikre.

Definicié (abszolit folytonos fiiggvény)

o Egy f:[a,b] — R fuggvényt abszolit folytonosnak mondunk, ha minden e > 0-hoz
van olyan & > 0, hogy barmely n ésa < x; < yy < 29 < yo < ... < 1, < Y, < b,

2(yi — mi) < b esetén 3| f(y:) — flai)| <e.

o Egy I nyilt intervallumon értelmezett fiiggvényt abszolit folytonosnak mondunk, ha
minden [a,b] I intervallumon abszolit folytonos.

Példak

o Az f(x) = 2? fiiggvény abszolut folytonos.

.ginl h 0
e Ag(x) = {g S hZ i i . fiiggvény folytonos, de nem abszolit folytonos.

\ /
N N

Trivialitas'®'

F Lipschitz = F abszolut folytonos = F' folytonos.

24.1 Lemma

Legyen I < R nyilt intervallum, F' : I — R monoton novo, ¢r a megvaltozasabol
szarmazo Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:

(1) F abszolut folytonos.

(2) A ¢ mérték abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.

(3) Van olyan f > 0 mérhet6 fliggvény, aminek F' integrélfiiggvénye, és f = F’ m.m.
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Bizonyitas. (1) = (2): Tekintsiink egy tetszéleges N < [ nullmértékli halmazt; azt kell
igazolnunk, hogy ¢r(N) = 0. A ¢ regularis, ezért elég ezt az N kompakt részeire igazolni.
Legyen tehat K < I kompakt, A(K) = 0. A K benne van egy [a,b] I intervallum belsejében:
K < (a,b) < [a,b] < I.

Tetszbleges e-hoz vegytnk egy, az (1) tulajdonsdgnak megfelel6 §-t. Fedjik le K-t nyilt
intervallumokkal, amelyek Lebesgue-6sszmértéke d-nal kisebb. Ebbdl valasszunk ki egy véges
fedést. A fedésben lehetnek tobbszorosen fedett részek, de a fedés unidja mindenképpen vé-
ges sok diszjunkt relativ nyilt intervallumbol all; legyenek ezek (x1,41), ..., (Tn, yn). A fedés
Lebesgue-mértéke

Z(yz — ;) <0,
i=1

a K halmaz Lebesgue—Stieltjes mértéke

er(K) < Y or (@) = Y, (Flu) — Fl) <.
i—1 i=1
Az ¢ — 0 hatardtmenetbdl ¢p(K) = 0.
(2) = (3): El6szor is pp < A, ezért minden pont mértéke 0, és ezért F folytonos.
d
Legyen f = %, ekkor tehat a F' a f-nek integréalfiiggvénye.

AD={[z,x+7r),[r—rz):xel,r>0} regularis differencidlbdzisban a 22 tétel szerint
F' = Dpyp = f m.m.

(3) = (1): Legyen [a,b] < I és € > 0 adott, ezekhez szeretnénk megfeleld 0 > 0 szamot
talalni.

Az f fiiggvény integralhato [a, b]-n, ezért van olyan szép ¢ : [a,b] — [0, o0) fiiggvény, amely
tehat véges sok szakaszon konstans, és S[a,b] |f —gldA < 5. Legyen K = max g+ 1. Azt allitjuk,
hogy 0 = 5% jO lesz.

Tekintsiink egy tetszéleges a < 1 < y1 < 2 < Yo < ... < x, < Y, < b intervallumsoroza-
tot, amelyre >, | (y; — ;) < 0. Erre a sorozatra

NETIEREDED o IENEE ¥ IRCETERI TS

1 i=1Y[ziyi)

)

<Z}L_y)KdA+J If — gldX <

i [a,b] %

Megjegyzés

Nyilt intervallumon a terminolégia nem egyértelmii. Sokan ott is ugyanezt az epszilon-
deltas tulajdonsagot kovetelik meg, és lokdalisan abszolut folytonos-nak hivjdk azt, amit
mi abszolut folytonosnak hivunk.

A https://en.wikipedia.org/wiki/Absolute_continuity Wikipédia oldalon példaul
az a definicid, hogy barmlyen [ intervallumon f : I — R akkor abszolut folytonos, ha
minden ¢ > 0-hoz van olyan § > 0, hogy barmely (a;,b;),..., (a,,b,) < I, paronként
diszjunkt intervallumok és > (y; — x;) < 0 esetén >, |f(b;) — f(a;)| < e. Majd (hamisan)
azt allitjak, hogy ezzel ekvivalens, hogy f' m.m. létezik, és f az f’ integralfiiggvénye.
Erdemes kiprébélni mondjuk az f(x) = 22 fiiggvényre.

£ £
i —Ti) T 5 o+ =c¢
1K(y x)+2<K g =¢

n
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25. Szingularis fiiggvények

Szingularis fiiggvény. Monoton nové fiiggvény szingularitdsanak atfogalmazisa a megvaltozds-
bél szarmazoé mértékkel. Lebesgue-felbontas. Minden monoton fiiggvény m.m. differencialhato.
Fubini-tétel monoton fiiggvények 6sszegének tagonkénti differencialasarél. Newton—Leibniz formu-
la.

Legyen I < R intervallum. Egy F : I — R fuggvényt szinguldrisnak neveziink, ha F’ = 0
m.m.

Legyen I < R intervallum, F' : I — R monoton névo, pr a megvaltozasabdl szarmazo
Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:

(1) F szingularis.

(2) A ¢ mérték szingularis a Lebesgue-mértékre nézve.

Bizonyitas. A 22 tételt akarjuk alkalmazni. Legyen D = {[x, x+r),lr—rx)zelr> O}
és Dyr a szimmetrikus derivalt; Vegyiik észre, hogy

or(lz =1,z +71))
2r

erllr—ro) prllee+ 7"))) <oerllz—ratr)

< max
T r 2r

Ha x az F-nek folytonossagi pontja, akkor vegytink fels6 hatarérték » — +0-ra:

0 < Dyp(r) < F'(z) < F'(2) < 2Dypp().

Ezért F szingularis & F' = 0 m.m. < Dyp = 0 m.m. < ¢p szinguldris.

Megjegyzés

Itt sem egyértelmii a terminolégia. Van, aki csak folytonos fliggvényekre definidlja a
szingularitast, itten kezdve baj lesz a Lebesgue-felbontassal. Van aki a konstans nul-
la fiiggvényt nem hivja szinguldrisnak, szerinte a szingularis fiiggvények nem alkotnak
vektorteret.
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Példa (Cantor-mérték és Cantor-fiiggvény

(Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845-1918))

Legyen C' < [0, 1] a Cantor-halmaz,
f:C—[0,1], f(0,a1a0a5...9) =0,22% @ (q,q,...€{0,2})

a Cantor-halmaz szokasos raképezése a [0, 1] intervallumra.

A Cantor-mértéket pl. a p(A) = A(f(C n A)) képlettel definidlhatjuk. A mérték tartéja
a Cantor-halmaz.

Az eloszlasfiggvénye a c(x) Cantor-fiiggvény. (A fiiggvényt definidljuk tdgy, hogy a
(—00, 0] intervallumon 0, az [1,00) intervallumon konstans 1 legyen.)

oo
L

A Cantor-fiiggvény monoton né, folytonos (mert minden pont nullmértékii) és szingularis.
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Példa (szigoriian monoton névé, folytonos szingularis fiiggvény)

Végtelen sok szingularis, folytonos mérték o6sszegébol nyerhetiink szigortian monoton,
folytonos, szingularis fiiggvényt.

Ha q1, qo, ... a raciondlis szamok egy felsoroldsa (vagy csak egy stirii sorozat), akkor az
o0
1
F(z) = Z %€ c(z — gi) figgvény
k=

e szigortian monoton no,
» az egyenletes konvergencia miatt folytonos,
o ¢s szingularis, mert pr megszamlalhato sok szingularis mérték osszege.

1

0

0 1
le(x) + 3 c(m—l)+ c(m+1) c(m 1)+320(x+2)+ sac(z — %)+ é c(m+3)
+a55c(z — 3) + (@ + §) + mgel@ — ) + mgscle + 1) + ggme@ — §) + mEmer + ) + -

Folytonos, szigorian monoton nd, de majdnem mindenhol 0 a derivaltja...=

Lebesgue-felbontas

Tétel (Lebesgue-felbontéas)

Minden monoton névé fiiggvény felbomlik egy abszolut folytonos és egy szingularis fligg-
vény Osszegére.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy F' : I — R monoton né, xy egy folytonossagi pontja, és legyen
wr Lebesgue-felbontasa ¢or = a + .

Vegytik a-nak és f-nak egy-egy a(z), illetve b(z) eloszlasfiiggvényét gy, hogy a(zo)+b(xg) =
F(zy). Ekkor barmely x > z folytonosségi pontban

F(z) = F(xo) + ¢r([xo, ) = a(zo) + b(xo) + a([x0, z)) + B([x0, z)) = a(x) + b(x).

Az F szakadasi pontjaiban b értékét megvaltoztathatjuk tgy, hogy F' = a + b mindenhol
teljesiiljon.

Ha F" monoton, akkor m.m. differencialhato.
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Bizonyitas. Az F abszolit folytonos és a szingularis része is m.m. differencidlhaté.

Tétel (Fubini)

Ha I < R intervallum, F, : I — R monoton nové és F(z) = > F,,(x) minden pontban

konvergens, akkor
0 ! o0
(Z Fn> = Z F! m.m.
n=1

n=1

Bizonyitas. Legyen az F,, megvaltozasaboél szarmazé LS mérték és ennek Lebesgue-felbontasa
©On = Qy + P, az o, RN derivéltja f, = 0, és legyen ¢ = > ¢, @ = >, o, (ami absz. folyt.) és
f = >0, (ami szingularis).

Az F = ) F, fuggvény a ¢ = a + [ mértéknek eloszlasfiiggvénye, mert F'(b) — F(a) =

2 (Fub) = Fu(a)) = X ¢a(la,b)).
a=) = fond)\}iLJ(an>d)\,

vagyis ¢ abszolit folytonos részének Radon—Nikodym derivéltja > f,,. A 22. tétel szerint

/ d /!
F =§:an=ZFn A-m.m.

Newton—Leibniz formula

A Kklasszikus derivalt és a Riemann-integral esetében el6fordulhatott, hogy egy differenci-
alhato fiiggvény derivaltja nem volt Riemann-integralhaté, ezért a derivaltat nem tudtuk
minden esetben "visszaintegralni'.

Vajon Riemann- helyett Lebesgue-integrallal van valamilyen altaldnosabb tétel?

Barmely (G, B(GQ), i), G = RP lokdlisan véges szinguldris Borel-mérték esetén Dy = oo
f-10. 1m0,

Bizonyitas.

o Legyen A € B(G) a pu egy Lebesgue-nullmértéki tartéja: A(A) = 0 és u(RP\A) = 0.

t € N esetén legyen A, = A(ﬁ,u < t).

o _
Mivel |J 4; = A(Dp < ), elég azt igazolni, hogy p(4;) = 0.
=1

A p reguldris mérték, ezért az is elég, hogy barmely K < A, kompaktra u(K) = 0.

Barmely § > 0 esetén legyen K5 = ) B(z,d) a K § sugart megvastagitasa.
reK
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o Mivel K zért, (| Ks = K. Ezért lim A(K;) = A\(K) = 0.
>0 6—+0

o Rogzitsiink egy £ > 0-t; ehhez van olyan § > 0, hogy \(Kjs) < ¢
« Minden z € K-ra Du(z) < ¢, ezért van olyan 0 < r, < &, hogy u(B(z,r,)) < t-
ANB(z,r.)).

o A K halmazt lefedik a B(z, %7’1) goémbok; a kompaktsdg miatt véges sok, By = B(x1, %rl), ..., B,
B(xy,, 515, is lefedi.

o A maximalis operatornal tanult lemma szerint ezek koziil kivalaszthato véges sok disz-
junkt, B; B;, gy, hogy a 3-szoros nagyitasuk az Osszes B;-t lefedi:

(2]

m
KCUB%3 U (@i, i) = K.

A K mértékére

M(K) < ZM(B(xik7rik)) < Et)\(B(xlk7rlk))

k k

= > 3N(B(xi, 313,)) < BENEG) < Bte.
k

A ¢ — +0 hatardtmenetbél p(K) = 0.

Kovetkezmény

Ha F : I — R monoton no, szingularis és nem konstans, akkor van olyan pont, ahol
F' = 0.

Bizonyitas.
o Legyen ¢ az F' megvaltozasabol kapott Lebesgue-Stieltjes mérték.
« A Lemma miatt van olyan pont, ahol Dyp = 0.

« Abban a pontban F' felsé szimmetrikus derivaltja, és a fels6 derivaltja is co.

Alternativ bizonyitas.

o Tegyiik fel, hogy F(a) < F(b) és legyen pr az F megvaltozasabdl kapott Lebesgue—
Stieltjes mérték.

o Mivel ¢ szinguléris, ezért van olyan nullmértékii H < [a,b] halmaz, amelyre pp(H) =
or([a,b]) = F(b) — F(a) > 0.

o Fedjiik le H-t nagyon kis 6sszhosszissagu intervallumokkal. Valamelyikben nagy lesz F'
meredeksége a két végpont kozott.

o Erre az intervallumra ugyanezt eljatszva, majd ezt ismételgetve, az intervallumok met-
szetében kapunk egy pontot, amelyben végtelen a fels6 derivalt.
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Tétel (Newton—Leibniz formula)

Ha F monoton né, mindenhol differencialhatd, akkor abszolit folytonos, és F'(b) — F(a) =
{ o FdA.
[a,b]

Bizonyitas.

o Legyen F Lebesgue-felbontdsa F(x) = a(x) + b(z).

a(x) monoton né, mert a ¢ abszolit folytonos részének eloszlasfiiggvénye.

Ha b(x) nem konstans, akkor van olyan x, pont, ahol b/(x) = 0.

De akkor F’(z) = o0, ellentmondés.

Tehat b konstans, F' abszolut folytonos.

d
f Frd) = J 24N = gp(la,b) = F(b) — F(a).
[a.b] [ap] A
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Korlatos valtozasu fiiggvények

A korlatos valtozasu fliggvényekre ezek konnyen kiterjeszthetéek. A tovabbiakban F' lokdlisan
korlatos valtozasu lesz.

Legyen I < R intervallum, f : I — R. Az f fiiggvény lokdlisan korldtos vdltozdsu, ha I
minden kompakt részintervalluman korlatos valtozasu.

Egy f : I — R fiiggvény akkor és csak akkor lokalisan korlatos valtozasi, ha két mononton
n6vo figgvény kilonbsége.

Bizonyitas. Valasszunk egy xy € I kezdGpontot, és legyen

V(S [xoesx]) =m0
9( ) - {_V(fa [xal’o]) T < X ’

Kovetkezmény

Legyen F': I — R (vagy F': [ — C), ekkor
F' Lipschitz = F' abszolut folytonos = F' folytonos és lok. k.v.

Ha FF: I — R (vagy F : I — C) korlatos valtozasu, akkor az F' folytonossdgi inter-
vallumain értelmezett ¢([a,b)) = F(b) — F(a) intervallumfiiggvény kiterjeszthetd eldjeles
(komplex) Borel-mértékké.

Bizonyitas. Az F felbomlik két monoton névekvo fliggvény kiilonbségére. Ezekbdl egy-egy
véges LS-mértéket készithetiink, ezek kiilonbsége egy el6jeles mérték, ami az F' megvaltozasanak
kiterjesztése.

Kovetkezmény

Legyen I < R intervallum, F': I — R lok. k.v, pr a megvaltozasabol szarmazoé eléjeles/-
komplex Lebesgue—Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:

(1) F abszolut folytonos.

(2) A pr mérték abszolit folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.

(3) Van olyan f mérhet6 fiiggvény, aminek F' integralfiiggvénye, és f = F' m.m.

Kovetkezmény

Az F: I — C lok.kv. fliggvény akkor és csak akkor szingularis, ha az F' megvaltozasabol
szarmazé eljeles/komplex Lebesgue—Stieltjes mérték szingularis.
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Kovetkezmény

Minden lok. k.v. figgvény felbomlik egy abszolit folytonos és egy szingularis fiiggvény
Osszegére.

Kovetkezmény

Ha F lokalisan korlatos valtozasu, akkor m.m. differencidlhaté.
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V. rész

Szorzatmeértékek

26. Véges sok mértéktér szorzata

o-additivitds két mértéktér direkt szorzatdn. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel (bizonyités
nélkiil). Véges sok mértéktér szorzata. [Petruska, 121, 123-124. o.]

Két mértéktér szorzata

Almodjunk szorzatmértékrél

Legyen (X, M, u) és (Y, N, v) két mértéktér. Mi legyen ezek szorzata?

Legyen T = {A x B: Ae M, B € N}, a téglik halmaza.

AY

K

A

o Barmely T'= A x B téglara esetén legyen «(T) = u(A) - v(B).
o (Az tires tégla sokféle szorzatként is el6all, de p(A) - v(B) értéke mindig 0.)
o Ezt az « fliggvényt szeretnénk kiterjeszteni a téglak altal generalt o-algebrara.

o Azt varjuk, hogy példaul az m- és az n-dimenziés Lebesgue-mértékterek szorzata
az (m + n)-dimenziés Lebesgue-mértéktér lesz.

Legyen (X, M, u) és (Y, N, v) két mértéktér.

(a) AT ={Ax B:Ae M,BeN}, a téglik halmaza félgytiri;

(b) A T félgytirtin az a(A x B) = p(A) - v(B) halmazfiiggvény o-additiv, additiv és
o-szubadditiv.

J

Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgytirii legyen, harom dolog kell: ¢F € T, barmely két tégla
metszete tégla, és barmely két tégla kiilonbsége el6all, mint véges sok tégla diszjunkt unidja;
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mindhéarom trivialis®®. Az dbran a T n U és T\U felbontésa lathato.

T A
(A\C) x (B\ D) (ANC) x (B\ D)
B
(A\C)x (BND) | (ANC)x (BND) ”
c U

Az iires halmaz is tégla, példaul & x e T.

(b1) Allitds: o o-additiv,
Tegyiik fel, hogy a T = A x B tégla a T,, = A, x B, tégldk (n = 1,2,...) diszjunkt unidja.
Barmely z € X, y € Y esetén

0 0
xa(@) xa(y) = xr(z,y) Z Xt (,y) Z ) X5, (1)-
Rogzitsiik y-t, és integraljunk x szerint:

) xa(0) = ([ xate) aute)) xa) = [ o) xolo) deto
=J;<§x <mm<0du )P S o, ()t

:§<J xa, (z)dp(z ))XBn nﬂiu An)xs. ()

Most integraljunk y szerint:

Tehat o tényleg o-additiv.

(b2) Allitds: o additiv.

Trivialis®, mert & € T és () = 0.

(b3) Allitds: o o-szubadditiv.

(Kovetkezik abbdl, hogy T félgytirii: a fed6 téglakat elmetszhetjiik a lefedett téglaval, és a
fedés kicserélhetd diszjunkt tégldkkal valé fedésre.)

Tegytk fel, hogy A, By,Bs,... € T és A < |JBy. Azt kell bizonyitani, hogy a(A) <
2 a(By).

A fed6 téglakat elmetssziik a lefedett téglaval: legyen

Cr = By n A; Cy € T; C((Ck) < Oé(Bk)

A fedést kicseréljiik diszjunkt téglakra: minden n-re vannak olyan Dy, ..., Dy ,, tégldk, hogy

[Colm 7}

@WUQ)Lﬁ%,@—UUQWQ A=l o

i<k i=1j i=1j=
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Tehat o tényleg o-szubadditiv.

Kovetkezmény

A mértékkiterjesztési tétel szerint az o téglafiiggvény kiterjesztheté mértékké a téglak
altal generalt o-algebrara.

Az (X, M, ) és (Y,N,v) mértékterek szorzata a (Z,S, ¢) mértéktér, ahol Z = X x Y,
Yo a lemmabeli a-hoz asszocialt kiilsé mérték a Z halmazon, S a ¢, szerint mérheto
halmazok rendszere, és ¢ a ¢, megszoritasa S-re.

Véges sok mértéktér szorzata

A lemma és a definicié minden nehézség nélkil kiterjesztheté n mértéktér szorzatara is.

Definicio

(véges sok mértéktér szorzata)

Ha (X, My, pux) (K = 1,2...,n) mértékterek, akkor 7 = {A; x ... x A, : A €
My, ... A, € M, } a téglak félgyirije, ezen az a(A; x ... x A,) = (A1) - ... pn(Ay)
figgvény o-additiv. A mértékterek szorzata (Z,S, ), ahol Z = X; x ... x X, halmazon,
Yo @ Z — [0,0] az a-hoz asszocialt kiilsé mérték, S a ¢, szerint mérhet halmazok
rendszere, és ¢ a ¢, megszoritasa S-re.

. J

A c-additivitasanak bizonyitasa ugyanigy megy, mint a 26 lemmaban, csak a Beppo Levi
tételt nem kétszer, hanem k-szor kell alkalmazni.
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Ha p a p-dimenziés, v a ¢-dimenzids Lebesgue-mérték, akkor a szorzat a (p+ ¢)-dimenzids
Lebesgue-mérték. Ez majdnem triviélisﬁ, a valamelyik mérték szerint nullmértéki
halmazokat kell egy kicsit diszkutalni: minden mérheté halmaz egy F, halmaz és egy
nullmértékii halmaz unidja stb.

A szorzatmeérték szerinti integral atirasa tobbszoros in-

tegralla

Tétel (Fubini)

Legyen a (Z,S, p) az (X, M, ) és (Y, N, v) mértékterek szorzata, és f p-m.mérhetd Z-n.
Ha f (végesen) integrélhaté Vagy ha Z o-véges és §, fdyp létezik, akkor
( ) p-m.m. z-re létezik a g(z) = §,, f(x,y)dv(y) paraméteres integral;

b) §y gdu = §, fdyp, avagy

[ remastan - | (ffy duly ))du(x)-

Megjegyzés

Az f > 0 esetet szokds Tonelli-tételnek is nevezni.  (Leonida Tonelli, 1885-1946)

A Fubini-tétel bizonyitasa. A komplex értékii fiiggvények esetében kiilon vehetjiik a valds
és a képzetes részt, ezért elég csak a valds értéki fiiggvényekre bizonyitani.

Az f figgvényt nevezziik Fubini-félének, ha SZ fde létezik, és f-re teljestl a tétel, vagyis
az (a) és a (b) tulajdonsdg. Jelolje ® a Fubini-féle fiiggvények csaladjat. Szép sorban egyre
tobbféle fliggvényrol bizonyitjuk be, hogy Fubini-féle.

(I) Barmely T'= A x B e T tégla esetén xr € O.
A ¢ definicibja alapjan trivialis®™:

L (L xr(z,y) du(?ﬂ) du(z) = L (L xa(®)xe(y) d]/(y)) du(z) =

~ [ () | xot) vt ) aute) = [ xatorwt) aute) -
~(B) | xale) dnta) = w(BY(A) = o(T) = | xr de

(IT) Ha f € ® és ce R, akkor ¢ f € ®.

JX (ch(x’w d’/(y)) dps(z) f < J flx,y) dv(y )) dp(z) =
S (T TR T R
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(III) Ha fi, fo € ® és §, f1 dp + §, fo dp létezik, akkor fi + fo € ®.
A két integral 6sszeadhaté és (IT) miatt f megszorozhat6 (—1)-gyel, ezért feltehetjiik, hogy
egyik sem —co. Legyen g;(x) = §, fi(z,y) dv(y) (i = 1,2). Mivel

‘Lw®%m®%=Lﬁd¢>—&

az is igaz, hogy p-m.m. z-re g;(x) létezik, és az értéke nem —oo. Akkor viszont g(z) és go(7)
p-m.m. x-re Osszeadhat6. Minden egyes ilyen x értékre

L filw,y) dv(y) = gi(x) > —oo,

ezért v-m.m. y-ra f;(x,y) > —o0, vagyis értelmes az fi(x,y) + fo(x,y) Osszeg, igy

01(2) + ol fﬁxydu jﬁmydw>=ﬁﬁme+ﬁmwmww=mn

és most mar jogos a p-m.m. z-re létezd g(x)-rél beszélni.

Mivel
Jm@NM@=Jﬁ®9@ j@@wmwthwp
X A X A
osszeadhato,

| 9@ dute) = | o) anto) + [ o) auto) = | prao+ [ pae- | rae.

(IV) Ha 0 < f1 < fo < ... nemnegativ Fubini-féle fiiggvények egy névekvo sorozata, akkor
ezek limesze, f = lim f,, is Fubini-féle.

Legyen g,(z) = SY folz,y) dv(y); ez (a) miatt p-m.m. x-re létezik, ezért p-m.m. z-re az
osszes gy () letemk és 0 < g1(x) < go(x) < .... Legyen most g = lim g,; a MKT miatt

g(z) = lim g, (x) —hmJ fulz,y) dv(y ffx y) dv(y) (p-m.m. x-re),

ffdsomthmf fo dp < hmfgn dula fg
X

(V) Ha O < f1 < fo, foe ® és §, fo dp = 0, akkor f; € ®.
Vilagos, hogy

0<ff1dw<ff2dso=o, - ffldso=0.
7 7 7

L (L fa(@,y) dV(y)> du(r) = L fodp =0,

Abbdl, hogy
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latjuk, hogy

pemam e | fulry) dvly) =0
(
(
prmmzre [ o) duly) = 0

[ (], e w0 autor =0 = [ i

(VI) Ha A = |J T}, megszamlalhaté sok tégla unidja, akkor y4 € .

Mivel a téglak félgytirit alkotnak, a szokasos médon kicserélhetjiik az unidoban szereplo
téglakat diszjunkt tégldkra. Mostantdl a tégldink diszjunktak, ezért x4 = > x,.

Legyen f, = X1yo..o1, = X1y + -+ X1,; EkkOor 0 < f1 < fo < ..., és lim f,, = xa.

Ezutén (III) miatt f,, € ®, majd (IV) miatt y4 = lim f,, € .

p-m.m z-re v-m.m y-ra  fo(z,y) =0

)
)

p-m.m z-re | v-m.m y-ra  fi(z,y) =0 );

(VII) Tegyiik fel, hogy Aj, As,... € S, mindegyikik megszamlalhaté sok tégla egyesitése,
©(Ay) véges, és A =) A,. Ekkor x4 € ®.

Elészor is, vegyiik észre, hogy ha B = J, By és C' = |, C; is megszamlalhaté sok tégla
unidja, akkor B n C' = UW(Bk N Cy) is megszamlalhat6 sok tégla unidja. Ezért As-t kicserél-
hetjiitk az A; N Ay halmazra, utana As-at kicserélhetjitk Ay n As-ra...; ezek utan feltehetjiik,
hogy Ay © Ay o .... Ekkor x4 = lim x4, .

Legyen f, = xa, — Xa,- (VI) miatt xa, € ®, (II+I11) miatt f, € ®. Mivel 0 < f, < fni1,
(IV) miatt xapa = lim f, € ®. Mivel {, xa,dp = ©(A;) véges, (II+III) miatt x4 = xa, —
XA\A e .

(VIII) Ha p(A) = 0, akkor x4 € ® és p-m.m. z-re v*(A,) =0 (itt A, = {y: (z,y) € A} az A
halmaz z szerinti szekciéja, v* pedig v teljessé tétele).

Minden n-re fedjiik le A-t egy olyan B,, halmazzal, amely megszamlalhaté sok tégla unidja és
¢(By,) <+, éslegyen C = nB,. Ekkor persze ¢(C) = 0 mert minden n-re ¢(C) < ¢(B,) < =.

(VII) szerint x¢ = xnp, € P, végil 0 < xa < xc¢ és (V) miatt x4 € .

Mar csak azt kell belatni, hogy ¢(A) = 0,x4 € ® = p-mam. z-re v*(A4,) = 0. Itt
definici6ja miatt §, x4 do = §,(§, xa dv) dp, tovabba ¢(A) = 0 miatt §, x4 dp = 0. A
kettot osszevetve { (§, xa dv) du = 0, ahonnan kovetkezik, hogy p-m.m. z-re {, x4, dv(y) =
§y xa(z,y) dv(y) = 0. Itt A, lehet, hogy nem mérhetd v szerint, de v* szerint mar biztosan az;
tehat v*(A,) = 0.

(IX) Ha A€ S és p(A) véges, akkor x4 € O.

Vélasszunk minden n-re olyan B, halmazt, amely megszamlalhaté sok tégla unidja, fedi A-t
és o(By) < ¢(A) + =. Legyen C' = nB,,. Ekkor az N = C'\A halmazra ¢(N) = 0; (VII) miatt
xc € @, (VIII) miatt yy € ®, végil (II+11I) miatt x4 = x¢ — xn € P.

(X) Ha A € S és A o-véges ¢ szerint, akkor x4 € ®. Valéban, mivel A = LA;, p(A;) < oo,
ezért (IHI+-IV+IX) miatt x4 = >, x4, € .

(XI) Legyen f = 0 mérhets. Ha SZ fde véges, vagy ha ¢ o-véges, akkor f € ®. Valéban, ha egy
g = Y ckxa, = 0egyszert fliggvény integralja véges, vagy ha ¢ o-véges, akkor (II4II114X) miatt
g € ®. (IV) alapjan ugyanez mondhat6 f-re is, mert monoton limesze egyszerii fliggvényeknek.
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(Itt Xk = XAIMU* Ak = Z)
(XII) Legyen f majdnem mérheté és f > 0 m.m. Ha §, fdy véges, vagy ha ¢ o-véges, akkor
f e ® Legyen fi = 0, és fi = f p-m.mindenhol. Legyen A := {z € Z : f # ¢}, ekkor
©(A) =0 és (VIH) szerint m.m. m re v*(A,) = 0. Rogzitve egy z-et f(z,y) = fi(x,y) m.m.
yra, vagyis g(z) = §, f(z,y)dv(y) = §, filz,y)dv(y) == gi(z) is mam. z-re létezik, és az
egyenloség fennall Ekkor pedig (XI) szerint SX gdp = SX gdp = SZ fidy = SZ fde.

(XIII) Legyen f majdnem mérhet. Ha §, fdp véges, vagy ha ¢ o-véges és §, fdp 1étezik,
akkor f e ®. Az eddigiek szerint ha az els6 feltétel teljestl készen vagyunk (f*, f~ = 0). A
méasodik esetben f, f*, f~ majdnem mérheték, és nemnegativak, (II4+XII) szerint f+, —f~ € ®,
az integral definicidja, és (III) miatt f € P is teljesiil.

A Fubini-tétel lehetoséget ad az integralok felcserélgetésére, feltéve, hogy a szorzatmérték
szerinti integral létezik.

A Jordan-mérték szerinti integralokndal szokott szerepelni ez a példa: A [0,1] x [0,1]
négyzeten legyen

22 —

flzy) =1 (@ +9y?)?
0 ha z = 0 vagy y = 0.

ha z,y > 0

Erre a fliggvényre

1 1 2 Y2 1 1 2% — o2 -
= Y _dy)dz=1, 4 2 _dx |dy = —.
f(f (@2 + 12)2 y) c-p de J(J (@ + 22 ) YTy

A két integral azért lehet kilonbo6zo, mert f, és f_ integralja is végtelen, igy a Fubini-tétel
feltételei nem teljestilnek.

Megjegyzés

Az ilyen példak utan szokott eljonni az a kérdés, hogy tudunk-e olyan korldatos vagy nem-

negativ f : [0,1] x [0,1] — [0, 0) fliggvényt mondani, amelyre Sal::o (S;:o f(:c,y)dy) dx

és S;ZO (S;:o f(z, y)dm) dy is létezik, de az értékiik kiilonbozd.

A Fubini-tétel miatt korlatos vagy nemnegativ, Lebesgue-, specidlisan Borel-mérheto
fiiggvényekre a két integral mindig egyenld, mi pedig csak Borel-mérheté fiiggvényeket
tudunk felirni.

Nem mérhet6 fiiggvények konstrualdsahoz muszaj a kivalasztasi axiomat hasznalni.
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Ceoaa

Tegyiik fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és legyen < a [0, 1] halmaz egy w; tipust
jolrendezése. Tekintsiik a kovetkezo fliggvényt:

1
e - 4y 220

Barmely z-re csak megszamlalhato sok olyan y van, amely megel6zi x-et a jolrendezéstink-
ben. Ezért barmely rogzitett z-re f(z,y) = 1 m.m. y-ra, és igy S[o 1 flz,y)dA(y) = 1,

tehat
[ ( [ e dA<y>) dA(@) = 1.
z€[0,1] ye[0,1]

Megforditva, barmely y € [0, 1]-hez csak megszamlalhato sok z < y 1étezik, tehdt rogzitett
y esetén f(z,y) =0 m.m. x-re, ezért

Le[o,l] <Le[o,1] f(@y) dA(@) dA(y) = 0.

Tétel (Friedman, 1980 (Harvey Martin Friedman, 1948-))

A ZFC-vel konzisztens a kovetkez6 allitas:
Legyen f : [0,1]* — [0, c0) tetszéleges fiiggvény. Haaz <§y€[0’1] f(x, y)d/\(y)) d\(z)

R (Sze[o,l] f(:l;,y)d)\(x)) d\(y) kettés integralok léteznek, akkor egyenldk.

[Friedmann]

o Tehat, ha akarjuk, legalabbis pozitiv fiiggvények esetén, szabad cserélgetni a tobb-
szoros szummakat és Lebesgue-integralokat.

o Ha akarjuk, létezik olyan eset, amikor nem lehet felcserélni az integralokat, de
ilyenkor sem tudunk konkrét ellenpéldat felirni a ZFC-nél erésebb plusz feltételek
felhasznalasa nélkil.
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27. Végtelen sok mértéktér szorzata

Akdrhdny valdsziniiségi mértéktér szorzata. Bizonyitds a o-szubadditivitdsra. [Petruska, 121,
124-126. o.]

RN

féle nehézségbe ttkoziink: biztositanunk kell, hogy a tégldink mértékét kifejez6 — most mar
végtelen sok tényezos — szorzatok sorrendfiiggetlenek legyenek; raadasul végtelen sok o-algebra
direkt szorzata nem lesz félgytirti. Az is el6fordulhat, hogy megszamlalhaté soknél tobb mér-
tékteret szeretnénk osszeszorozni, mert éppen olyan kedviink szottyant, hogy 22 fiiggetlen
valoszinliségi valtozot szeretnénk konstrualni.

Ezeknek a nehézségeknek egy lehetséges feloldasa az, hogy csak valdszintiségi mértéktereket
szorzunk 6ssze, amelyekben a teljes tér mértéke 1, ([0, 1]-beli szamok végtelen szorzata mar nem
fiigg a sorrendtdl), tovabba csak olyan téglakat haszndlunk, amelyeknek véges sok kivétellel
minden éle a megfelel6 teljes tér (hasonléan példaul a topologikus terek szorzatahoz).

Egy kovetkezo allomas lehetne az olyan téglik megengedése, amelyeknek megszamlalhaté
sok kivétellel minden éle az egész tér, de az ilyenek tgyis benne lesznek a generalt o-algebraban.

Mostantol tehat legyen I tetszoleges szamossagu, de azért nem iires indexhalmaz, és minden
i€ I-re (X;, M;, ;) valamilyen val6szintiségi mértéktér.
A leendé szorzatmérték alaphalmaza az X; halmazok szorzata, Z = X X, lesz. Ez tekinthe-

iel
t6 az olyan, I-n értelmezett fiiggvények halmazanak, amelyek minden ¢ € I-hez X;-beli pontot
rendelnek. Ha I = N, akkor a 7 = X X; = X; X X3 X X3 X ... halmaz elemei végtelen

el
sorozatok.
A téglak az olyan T' = X A; hengerhalmazok lesznek, amelyekben minden i € I-re A; € M;,

i€l
és véges sok i index kivételével A; = X;. Az A; halmazt (igy, egyméds kozt, nem hivatalosan) a
T tégla i-edik élének fogjuk hivni.
A téglaink halmazat jelolje most is 7, tehat

Tz{XAi:Vz'eIAieMi, és{ieI:Ai;éXi}véges}.

iel

AT = X A; téglahoz hozzarendeljik a
iel
a(T) = [ Jra(As)

el

szamot. A szorzatban véges sok ¢ kivételével minden tényezd 1, igy vehetjilk csak az 1-nél
kisebbek szorzatat, vagy a véges részszorzatok minimumaét.

(a) T félgyfirti.
(b) Az a: T — [0, 1] téglafuggvény additiv.
(c) Az a: T — [0, 1] téglafiiggvény o-szubadditiv.

Bizonyitas. (a) Ahhoz, hogy T félgylirii legyen, harom dolog kell: ¢ € T, barmely két tégla
metszete tégla, és barmely két tégla kiilonbsége el6all, mint véges sok tégla diszjunkt unidja.
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Az iires halmaz is tégla, az egyik A;-t valaszthatjuk J-nek.

Legyen T' = X, A; és U = X, ; B; két tégla. Legyen J < I az olyan indexek halmaza,
amelyekre A; # X; vagy B; # X;. Atindexelve, feltehetjiik, hogy J = {1,2,...,n}. Innen pedig
minden ugyanigy megy, mint véges sok mértéktér esetén. @

(b) Tegyiik fel, hogy egy T tégla az Uy,...,U, téglak diszjunkt uniéja. Legyen J < [
az olyan 7 indexek halmaza, amelyekre valamelyik téglank i-edik éle nem az egész tér; ez
véges sok véges indexhalmaz unidja, vagyis J véges. Ismét csak atindexelve, feltehetjiik, hogy
J ={1,2,..., N} Innen pedig minden ugyantigy megy, mint véges sok mértéktér esetén. @

(c) " Indirekt tegyiik fel, hogy o nem o-szubadditiv, vagyis van olyan T tégla, ami lefed-
het$ az U',U?, ... téglak unidjéval tgy, hogy >, a(U™) < a(T). Nyilvian mindegyik U"-et
lecserélhetjitk az U™ N T téglaval, igy a fedés tovabb csokken. Tehat feltehetjiik, hogy U™ < T.

Az itt szereplo téglak élei Gsszesen megszamlalhatd sok irdnyban lehetnek kisebbek, mint
a megfelel6 mértéktér; ezeket atindexelhetjiik pozitiv egészekkel. Az 6sszes tobbi iranyban
minden szorzat minden tényezdje 1. Tehat feltehetjiik, hogy atindexelés utan I = N, a direkt
szorzatok elemei sorozatok.

Legyen T' = X2, A; és minden n-re U™ = X2, B". Mivel U" c T, az is igaz, hogy minden
¢ indexre B]' < A;. Az indirekt feltevés szerint

> a(U) < a(T),

n=1

vagyis
0 0 0
>, (HM(&”)) < [ [ra(A). (1)
n=1 \i=1 i=1
Rekurzivan konstrudlunk egy olyan ¢ = (aj,as,...) € T pontot, ami a kovetkezét fogja
tudni:

0 k 0 0
Z (1_[ xBr(a;) - 1_[ ;L,(BZ")) < H pi(A;) minden k£ =0,1,2,... esetén. (2)
n=1

i=1 i=k+1 i=k+1
Ha k£ = 0, akkor az elsé produktum tires, ezt most is 1-nek definialjuk.

A
Tht2, Thtdy oo

Tlyenn T




A (2) szemléletes jelentése a kovetkezd. Vegylk az x1 = ay,...,x = a hipersikot, és az Osszes
tégldink nyomdt — metszetét a hipersikkal. A baloldalon az els§ produktum értéke 0 vagy 1 attdl
fliggben, hogy az U™ tégla elmetszi-e a hipersikot. A mésik két produktum a hipersikra es6
vetiiletek moédositott mértéke, amit érthetéen az els6 k koordinata nélkiil szamolunk, ezért megy
az index (k + 1)-t6l. A (2) formula tehdt azt fejezi ki, hogy az U™ téglédk nyoménak Gsszege a
hipersikon kisebb, mint a T" tégla nyoma.

A k = 0 esetben (2) egybeesik (1)-gyel, tehat igaz.

Ha k pozitiv egész, és aq, ..., a,_1 mar megvan, akkor vizsgaljuk a kovetkezé fiiggvényt:
CD p—
= Z HXB” a;) XB" H pi(B;')
n=1 \i=1 i=k+1

(vagyis (2) baloldaldn az ay, helyére az x valtozot tettiik). Olyan ay € Ay pontra van sziikségiink,

o0
amelyre f(ap) < [T (A,
i=k+1
Az A halmazon integréalva,

N f(@)dpu (2 B= ZJ (HXB” a;) XB" H pi(B )duk( )

1Y48 \i=1 i=k+1

Z <ﬁ Xar (as) Hm(&”))
(k—l ©
Huz i) L ( |1 Mi(Az')) i ().

i=k+1

Az f integralja kisebb, tehat az Ay halmaz egy pozitiv mértékil részén f < [, 1 Mi(Ag);
ebbdl a pozitiv mértékii részbol valasszunk egy ay pontot.

Ezzel megkonstruédltuk a (2)-nak eleget tevé ¢t = (ay, ag, . ..) sorozatot.

Az indirekt feltevésiink szerint a ¢t pontot fedi valamelyik U™ tégla, vagyis minden i-re
xpm(a;) = 1. Az U™ egy hengerhalmaz, tehdt véges sok i index kivételével Bf" = X, ezért elég
nagy k esetén

k 0 oo k 0 @ 0
1= [xsra) [] (B <> <HXB?<‘”>‘ I m(Bf)) < [ ma
i=1 i=k+1 n=1 \i=1 i=k+1 i=k+1

ellentmondés. %
Tehat a tényleg o-szubadditiv.

Az (X;, M;, ;) valészinliségi mértékterek (i € I) szorzata a (Z,S, ) mértéktér, ahol
Z = X, Xi, o az a-hoz asszocialt kiilsé mérték a Z halmazon, S a ¢, szerint mérhetd
halmazok rendszere, és ¢ a p, megszoritasa S-re.
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VI. rész

Kitekintések

28. Lp-terek

L,-normék. Valés és komplex £, és L, terek. Konjugalt kitevék, Holder- és Minkowski-egyenlétlenség.
Faktorizalds a m.m. 0 fliggvények terével. Strd alterek L,-terekben (egyszerdi, szép (véges sok,
téglan konstans), kompakt tartdji folytonos fliggvények alterei). [Petruska, 127-130. o.]

Egy rogzitett (X, M, 1) mértéktéren majdnem mérhetd figgvényekkel fogunk dolgozni. A
képhalmaz R vagy C is lehet, tehat vannak 'valés L, terek" és "komplex L, terek" is.

Definici6

Egy majdnem mérhet6 fiiggvény p-edik norméja az (X, M, u) téren:

0 < p < o0 esetén
1/p
Il = ([ 15Pan)
X

[flleo = esssup|f| = min{K : |f| < K p-m.m.}.

p = o0 esetén

(lényeges szuprémum)

Tétel (Holder-egyenl6tlenség (Ludwig Otto Holder, 1859—-1937))

Ha 1 < p,q < o0 konjugadlt kitevok, azaz 117 + % =1, és f,g majdnem mérhet6 fiiggvények,

akkor " n
171, - gl = ( | Ifl”du) ( [ Iglqdu> > gl = [ Wglan

Megjegyzés

Véges sorozatokra mar tanultuk:

1 1
(Jar? + ..+ lanl?) (B + ...+ [Ba]®) " = Jarby] + - .. + |anbnl.

Bizonyitas. Trivialis®™ esetek:

« Ha |f], = 0 vagy |lg|, = 0, akkor f = 0 p-m.m, illetve ¢ = 0 p-m.m, ilyenkor mindkét
oldal 0.
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o Ha |f|, és |g], egyike sem 0, és legalabb az egyik oo, akkor a baloldal végtelen.

e Hap=1, akkor ¢ = o0, és

Ul loly = | 111 esssuplol = | 171+ loldn = 19l

o Ugyanigy triviélisﬁ, hap =0 ésq=1.

A tovabbiakban feltessziik, hogy 1 < p,q < o0, 0 < |f]l, < 0 é 0 < |g[l;, < 0. A
homogenitas miatt a két fiiggvényt normalhatjuk, ezért azt is feltehetjik, hogy | f|, = [lgll, = 1.
A sulyozott szamtani-mértaniboél

1 1 l 3

P q
o gl = (157) - (Iol?)" =141 ol
és ez az olyan pontokban is igaz, ahol |f| = oo vagy |g| = o0. Integrélva

1 1 1 1
[£lp - gl =1 = ~1715 + ~lglg = J (Iflp + |9!q) dp = f [f1 - lgldp = [ fgl-
p q x \P q X

Ko6vetkezmény (Cauchy—Schwarz—Bunyakovszkij egyenlStlenség (Augustin

Louis Cauchy, 1789-1857, Karl Hermann Amandus Schwarz,
1843-1921, Bukrop fAkosiesuy Bynsikosckuii, 1804—1889))

Ha f, g majdnem mérhet6 fiiggvények, akkor

[£1l2 - Igll2 = 1.£ g1

Tétel (Minkowski-egyenlGtlenség)

Ha 1 < p < 0, és f, g majdnem mérheto, osszeadhaté fiiggvények, akkor

If +glp < 1£lp + lgl-

Bizonyitas. Trivialis®™ esetek:
e« Ha p =1, akkor

If + gl = f 1+ gldu < f 1l + f lgldu = |11 + L.
X X X
e Ha p = o0, akkor
|f + glloo = esssup |f + g| < esssup |f| + esssup |g] = || f]o + [9]c0-

« Ha |fl, =, |g], = o vagy [f + gl = 0.

A tovabbiakban 1 < p < o0, a p-hez tartoz6 konjugalt kitevd ¢ = 25, | f|, és |g], is véges,
és | f + gl > 0.
Egy trivialis®™ becslés:

| e opdus [ (2max(fl19)) du=2 | (57 + laP)du =2 (1517 + lalh?) < o
X X X
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tehat || f + g, egy véges, pozitiv szam; szabad vele egyenl6tlenségeket szorozni és osztani.

A Holder-egyenlétlenséget a g, p kitevokkel fogjuk alkalmazni, és kihasznaljuk, hogy p—1 =
P
B

Fraly = | A vaan< | 1+ gl (f1+ lal)an <

< f |f + g7 | fldu +f If + g’ |g|dp
X X

Holder
<

7+ 9] 171+ |17 + a7 gl =

= If + gl (1Flp + lgls) = 1F + "~ (1f 1 + lgls)-

Ezt elosztva | f + g[,” '-nel, kész vagyunk.

Kovetkezmény

Minden egyes 1 < p < o esetén, az olyan majdnem mérheté f fiiggvények, amelyekre
| fll, véges, vektorteret alkotnak.
(Ezek a fiiggvények m.m. végesek, ezért dsszeadhatok.)

1 < p < ooesetén L,(X, M, pu) a véges p-normaju fiiggvények tere, faktorizdlva a m.m.
nulla fiiggvények alterével. Ezen a |.|, tényleg norma, tehdt L, egy normalt vektortér.

Példak

1. Ha X = {1,2,...,d} és p a szamlalomérték, akkor Lo(X) a d-hosszisagu sorozatokbol
all, éppen az R? euklideszi tér.

2. Ha X = N, akkor a tér a végtelen szdmsorozatokbdl all, a neve (valés vagy komplex)
¢, tér. Van, amikor praktikus negativ indexeket is megengedni, tehat X = Z, a tér elemei
minkét irdnyban végtelen sorozatok; pl. Fourier-soroknal.

3. Ha X az R? egy pozitiv mértékii részhalmaza, és y a Lebesgue-mérték. Ilyenkor csak
az alaphalmazt adjuk meg: Ly(X); La([a,b]) stb.

Megjegyzés

A kiillonboz6 p értékekre kiillonbozo fiiggvényosztalyokat kapunk, altalaban egyik sem
z=V1 2 e(0,1)
0 z € [1,00)

része a masiknak. Példaul ha X = (0,0) és p < ¢ < o0, akkor az f = {

0 z e (0,1)

figgvény L,-beli, de nem L,-beli. A g =
tggvény L,-beli nem L,-beli g {ml/p el oo

) figgvény Lg-beli, de nem

L,-beli.
Ha u(X) véges, akkor p < ¢-bdl példaul a Holder egyenlétlenség miatt kovetkezik, hogy
L,c L, ha f e L,, akkor

[ 1 < Il s, = 1507 ()T <

130



L,-ben siirli az egyszerii fliggvények altere.
Ha p véges, akkor

stirti altér
) >

L,(R? egyszerl fuggvények

stirti altér ,
>

szép" figgvények

strl részhalmaz T )
> rac. "szép' figgvények

ahol a szép fliggvények a véges sok téglan konstans, azon kiviil nulla figgvények; a rac.
"szép" fliggvények a racionalis értékili, véges sok racionalis téglan konstans, azon kiviil 0
figgvények.

Ha p véges, akkor

strii altér

Lp(Rd) >  kompakt tartéju folytonos fliggvények.

Kovetkezmény

Ha p véges, akkor L,(R?) szeparabilis.

L (R) nem szeparabilis, mert a X(c») (¢ € R) alaki fiiggvényekbdl kontinuum sok van,
és barmelyik kettd tavolsaga 1, tehat az % sugara kornyezeteik diszjunktak.
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29. Riesz—Fischer tétel

Példék pontonként és L,-ben (nem) konvergens sorozatokra. Teljesség, Riesz-Fischer-tétel. Banach-
tér. (Petruska II, 24. fej.) [Petruska, 127-130. o.]

Definicié (L,-beli konvergencia)

Legyen fi, fo,...,9 € L,(X, M, pn). Az f, fiiggvénysorozat L,-ben tart g-hez, ha | f,, —
gl, — 0.

Jele: f, 2 g.

Megjegyzés

o Az L,-beli konvergencia a majdnem egyenletes konvergenciat jelenti, tehat egy null-
mértéki halmazt elhagyva a fliggvénysorozat egyenletesen konvergal.

o Az L.,-beli konvergenciabdl a kovetkezik m.m. pontonkénti konvergencia.

o A m.m. pontonkénti konvergenciabdél nem kovetkezik az Lo-beli konvergencia.

Példak

Ha p véges, akkor a pontonkénti és az L,-beli konvergencia nem kovetkezik egymasbol.

L
1. Az f, = X[n,nt1) fliggvénysorozatra f, — 0 pontonként, de f, 2o

2. Legyen n = 2" 47, 0 <r < 2" esetén g, = x;

o .
2k 7 2k

Eloszor —a nagyra nétt Jeff dugja ki a fejét, majd egyre kisebb vakondok.

Ha p < o0, akkor g, Ly 0, de g, — 0 pontonként.

-
.
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29.1 Lemma

Ha fi, fo,... = 0 majdnem mérheto fiiggvények, akkor

2, fa

a0
< ) I als
P n=1

\

Bizonyitas. Ha p = co: m.m. z-re

2 Fal@) < D0 I fallo:

Ha p < o0, akkor
0 p 1/p N , "
: (L{(,;fn> du) - <jx(]\1[1_r)noo;fn) dM) =

0
Z fn =
n=1
’ 1/p

a? folyt. U lim (i fn)pdu> " ke <lim f (i fn>pdu) =
XNHOO N—aw X

n=1 n=1
2P folyt - ’ ” N
folyt i) J Difa)du) = lim Y fal <
n= n=
Minkowski _ al =
2 i Dl = 3 1l
n=1 n=1

Tétel (Riesz—Fischer (Riesz Frigyes, 1880-1956; Ernst Sigismund Fischer,

1875-1954))

Az L,(X, M, i) metrikus tér teljes, azaz minden Cauchy-sorozat konvergens.

Bizonyitas. A program: Kérjiink egy tetszéleges Cauchy-tulajdonsagu (f,,) sorozatot az el-
lenségtél; ehhez konstrualunk limeszfliggvényt. Abban nem reménykedhetiink, hogy az (f,,)
sorozat pontonként konvergens, de lesz egy alkalmas részsorozata, ami m.m. pontban konver-
gens. A részsorozat pontonkénti limesze lesz az L, értelemben vett limeszfiiggvény.

A Cauchy-tulajdonsag ¢ = 2%—1"& azt mondja, hogy

1
VeEeN 3dnp Ym,n =ng ||fn—fm\|p<2—k.

Az n; indexeket tetszés szerint megnovelhetjik, ezért még azt is azt is feltehetjiikk, hogy
ng<mng <mng<...

Legyen g, = fn, (k=1,2,...). A kovetkez6ket bizonyitjuk errél a részsorozatrol:

1. A g, sorozat m.m. pontban konvergens; a limeszfliggvényét jelolje g.

2.geLpésgkﬁ)>g.
3. £, 24

1. Legyen hq, hs, ... az a fiiggvénysorozat, amelyre g, = hy + hy + ... + hy, tehat hy = g,
és 1> 2 esetén h; = g; — gi—1. Legyen d = Y7 |hy].
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Az ny_, definiciéja miatt

1
Hhk”p ank fnk_al < F, (k/‘ Z 2)’

Z I

Emiatt d(z) m.m. z-re véges. Ha viszont egy x pontban d(z) = ), |hi(z)| véges, akkor a
> hy(x) sor konvergens, azaz a (gx(x)) sorozat konvergens. Legyen g = limg, = >~ h;. (Ez
egyelére pontonkénti limesz.)

Lemma
|l = Z IRl < Il + Z Tk ;<.

p

2.
& Lemma *© 0O 1 2
lg =gy = 25 k| <7 D i< Y g = o
i=k+1 P i=k+1 i=k+1

és
lglly < llg — g1llp + lgully < .

3. Ha n > ny, akkor

1 3

lg = fally < 19 = Facllp + [ fae = falls = 19 = grlp + 1for = falls < 55 + 55 = 5

Ezzel tetszéleges L, (X )-beli Cauchy-sorozathoz konstrualtunk (L, értelemben vett) limesz-
fliggvényt.

Azokat a normalt vektortereket, amelyek egyben teljes metrikus terek is, Banach-térnek
hivjuk.

Kovetkezmény

Minden L, tér Banach-tér.
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30. Mértékben valé konvergencia

Mértékben valé konvergencia. Metrizdlhatésdg. Kapcsolat a mértékben vald, az Ly-beli és a
pontonkénti konvergencia kozott. Teljesség. [Petruska, 135-137. o.]

A célunk a sokféle konvergenciafogalom egy k6zos kiterjesztése.

Definicié (mértékben valé konvergencia)

Legyen (X, M, ) mértéktér, M a majdnem mérhetd, m.m. véges fliggvények vektortere,
faktorizalva a m.m. nulla fiiggvények terével.
Az fi, fo,... € M fiiggvénysorozat mértékben tart a g € M fiiggvényhez (jele: f, = g

vagy fn = g), ha

V5>O;L(X(|fn*g|>5)>ao.

Definici6

Definialhatjuk M-en a kévetkezd metrikat:

d(f,g) = min (1,inf{5+,u<X(|f—g| > 5)) 5> 0})

(a) A d fiiggvény eltolasinvarians metrika.
(b) fn - g akkor és csak akkor, ha d(f,,g) — 0.

Bizonyitas. (a) Csak a haromszog-egyenlétlenség nem trivialis®; azt akarjuk igazolni, hogy
d(f,g) +d(g, h) = d(f,h). Ha d(f,g) = 1 vagy d(g, h) = 1, akkor persze trivialis®™

Ha d(f,g) <1 és d(g,h) <1 akkor vegyiink egy tetszdleges e-t. Ehhez létezik olyan d; > 0
és 03 > 0, hogy

b+ u(1f — gl = 01) <d(f.0)+e,

d(f,h)<61+5g+u(|f—h|>5l+62>

<or+ bt pu(lf =gl =01) +u(lg—nl =)
<d(f,g) +d(g,h) + 2.

Végiil szokas szerint € — 0.

(b, =) Legyen £ > 0 tetszdleges, 0 = /2. Ekkor van olyan ng kiiszobindex, hogy n > ng
esetén u<|fn —g| = 5) < ¢. Akkor pedig

d(fn,9) < 5+u(|fn —g| = 6) <20 =e.
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Tehat, Ve >0 dng VYn>=ng d(fn,g) <e
(b, <) Legyen dyp > 0 és 0 < € < min(1, dp). Olyan ng kell, hogy n = ng esetén u(]fn —g| =

50) <E.
Legyen ng, hogy n = ng-ra d(f,,g) < e.

d(fn,9) <e <1
inf{6+u(X(|fn—g|>5))}<5
36 >0 6+M(X(]fn—g|>5)><5<60
0 < do,

(X (fa =912 00)) < (X (1 =912 0)) <=

Ha f, Iy g, akkor f, 5 g.

Bizonyitas. Ha p = oo, akkor a konvergencia egy nullmértékli halmaztél eltekintve egyenletes.
Ha p < oo, akkor

U= alh? = [ 1ol n(X(fa =3l = 8)) -0
M(X(|fn IS 5)) |.fn 6pg”p 0.

Kovetkezmény

Ha f, L gés fn ¢ h, akkor g = h p-m.m.

Abbdl, hogy f, — g pontonként, nem kévetkezik, hogy f, > g. Példéul az (R, L, \)
mértéktérben az f, = X(n,0) sorozat pontonként tart 0-hoz, mégis d(f,,0) = 1.

Ha f, — g pontonként, és u véges, akkor f, > g.

Bizonyitas. Legyen § > 0 tetszoleges.

p(lfn =gl (G (Ifx — gl 25)) HM(QQLX(Ifn—m 25)> = u(@) = 0.

A (M, d) metrikus tér teljes.

Bizonyitas. Tegytik fel, hogy f, egy Cauchy-sorozat; ehhez szeretnénk mértékbeli limeszfiigg-
vényt.
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Minden k-ra legyen ny olyan, hogy n, m > ny, esetén d( f,, f) < 2% Az ny, szamokat tetszés
szerint megnovelhetjik, igy elérhetjiik, hogy ny < ng < ... legyen.

Legyen A, = X(’fnk . f”k+1| = 2%)
Alkalmas d-val 1
0+ M(‘fnk - fnk+1\ = 5) < ?’

de akkor ¢ < 2%, és igy

w(Ag) = u(\fnk — fapar| = 21,6) < u(\fnk — fapar| = 5) < 21k

Barmely k esetén, az Ay U Agiy U ... halmazon kivil az (f,,) részsorozat egyenletesen
Cauchy, igy az is igaz, hogy m.m.pontban konvergens. Legyen g = lim f,, a pontonkénti

limesz.
Az Ay U Agyr U ... halmazon kivil [f,, —g| < 2%, ezért

2 2 4

Tehét f,, > g; ebbdl kovetkezik, hogy f, = g. (Cauchy-sorozat, aminek van konvergens
részsorozata)
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31. L2-terek, ortogonalis fiiggvénysorok

Skalaris szorzds. Az Lo és £5 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus polinomok rendsze-
rének teljessége. Az Lo([a,b]) izomorfidja az £ térrel. [Petruska, 24. fej.]

A leggyakrabban el6fordulé esetek persze a legegyszeriibb Ly és L., no meg — a skalaris
szorzas miatt — az L.

Az f,g € Ly(X, M, ) fiiggvények skalaris szorzata

o= saan

Ennek megvannak a véges dimenzi6s algebrabél jol ismert tulajdonsdgai, pl. {f, f> = | f||%,
valésban bi- komplexben szeszkvilinearités, lehet véges sok vektorra Gram—Schmidt ortogona-
lizaciot végezni stb.

A Cauchy—Schwarz egyenlotlenség egyszerii kovetkezménye, hogy

[E L < ]2 lgll2.

Az olyan Banach-tereket, amelyekben van skaldris szorzas, és | f[|? = {f, f), (valds, illetve
komplex) Hilbert-tereknek hivjuk.

Legendre-polinomok

(Adrien-Marie Legendre, 1752-1833)

Legyen most [a,b] korldtos, zart intervallum. Az Ly([a,b]) térben az 1,z,2%... soro-

zatbél Gram—Schmidt ortogonalizaciéval nyert ortogondlis polinomokat nevezziik Legendre-
polinomoknak. Legyenek wp,wy, ... a négyzetesen normalt Legendre-polinomok, azaz degwy =
k, |wi|2 =1 és j # k esetén (wj,wy) = 0.

Példéul a [—1, 1] intervallumon

v V6, ey Y10
2 v

wi () = —=x, wa(x) 1

NiY!

(32 — 1), ws(z) = 1

wo(x) (52° — 3z),

_ R V2k +1 AL
() = (DM (1= 2))

Ha egy tetszéleges f € Lo fiiggvényhez keressiik a legkozelebbi polinomot a legfeljebb k-
adfoki polinomok terében, akkor jol ismert (és ez egy véges dimenzids allitas), hogy a legkéze-
lebbi p polinom a merdleges vetiilet, tehat

k
p= 2 cjwj, ahol ¢; ={f,w;) az f vetillete az w; irdnyara.
=0
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Legyen f € Lo([a, b]) tetszOleges fuggvény és ¢; = (f,w;). Ekkor

Ik
Z CjWj £2> f ha k — oo.

§=0

(Az ilyen ortogonalis rendszereket hivjuk teljesnek.)

Bizonyitas. Vegyiink egy rogzitett e-t.

Valasszunk egy olyan g folytonos fiiggvényt, amelyre |f — g[2 < €.

Weierstrass 1. approximacios tétele szerint a folytonos fiiggvények jol kozelitheték polino-
mokkal: a g : [a,b] — C folytonos fiiggvényhez és ¢ > 0-hoz van olyan ¢ polinom, amelyre
max |g — q| < e.

Legyen ng = degq, és legyen p, = Z?:o c;w; az [ merdleges vetiilete a legfeljebb k-adfoku
polinomok alterére. Ekkor tehat

lpe = fla < If =gl < [f =gl + g —dl2 <e+evb—a.

Ez a tétel egy tujfajta bazisfogalmat is ad (Schauder-bézis, nem csak az Lo-ben, hanem
altaldban Banach-terekben): az f koordinatéi az ortonormélt polinomok bézisaban a ¢; szamok,
de most nem csak véges sok nemnulla lehet kozottiikk. Ezért az 6sszeget is mint Lo értelemben
konvergens fliggvénysort kell értelmezniink.

A koordinatairanyokra vald vetités egy természetes megfeleltetést ad az Lo([a, b]) és {2 terek
kozott: minden f € Lo([a, b]) figgvényt megfeleltethetiink a (c¢;) sorozatnak.

Kovetkezmény

Lg([a, b]) R EQ.

Bizonyitas. Az f «— (cy,c1,co...) megfeleltetés megtartja a miiveleteket, a normat és a
skalaris szorzast.

Trigonometrikus polinomok

Polinomok helyett trigonometrikus fiiggvényeket is hasznalhatunk, igy kapjuk a Fourier-sorokat
(Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768-1830). PL. a [0, 27| intervallumon, komplex alakban irva,
az €™ alaku fiiggvények (n € Z) ortogonalisak. Ha az alap intervallumunk a [0, 1] polinom,
akkor az e?™"* polinomok lesznek ortogondlisak. Az ilyenek linedris kombinéci6it hivjuk trigo-
nometrikus polinomoknak.

Weierstrass I1. approximacios tétele szerint a 27 szerint periodikus folytonos fiiggvény ko-
zelithetd trigonometrikus polinomokkal, és a fenti bizonyitds is atvihetd. A Fourier-sor k-adik
egyiitthatoja az f(z) és az 2™ fiiggvény skaldris szorzata, ezt az f(k) szimbdlummal is szokds

jelolni:
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Definicié (Fourier-egyiitthaté, Fourier-sor)

Legyen f € Ly([0, 1]) tetszOleges fiiggvény és k egész szam. Az f fiiggvény k-adik Fourier-
egyiitthatoja
F(k) = {f(x),e*me) = [ ]f(x)e_w” dA(z).
0,1

A figgvény Fourier-sora

Tetszbleges f € Lo([0,1]) tetszbleges fiiggvényre

Z f(k)e%ilm Loy ha n — oo.

|k|<n

Ez persze nem igér sokat a pontonkénti konvergenciardl...
Fejér Lipot észrevétele volt, hogy a részletosszegek atlaga szépen viselkedik.

Tétel (Fejér [Weisz] Lip6t, 1880-1959))

Ha f(z) 1 szerint periodikus, folytonos fiiggvény, a Fourier-egyiitthato6i

7y = f ek £(2) da,

0

a Fourier-részletosszegei

@) = Y FReme
k=—n

akkor

egyenletesen.
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32. L1-fiiggvények konvolicidja

Li-beli figgvények konvolticidja. L; mint kommutativ Banach-algebra. [Petruska, 138. o.]

Példak

Tegyiik fel, hogy fényképet készitiink; a fényességet egy f : R? — R fiiggvény irja le. Igen
am, de a keziink remeg, ezért a képet sokféle y vektorral eltoljuk, és az igy eltolt, végtelen
sokféle z — f(x—y) fiiggvényt szuperponéljuk egymasra mindenféle g(y) silyokkal, Ezért
az dhitott x — f(z) fiiggvény helyett az x — Sy 9(y)- f(x—1y) dy elmosddott /szellemképes
fiiggvény lesz a kép.

Egy masik példa a polinomok és hatvanysorok szorzasa, a Cauchy-szorzat. Az ag+aix+. ..
és bp + by + ... polinomok/sorok szorzata ¢y + 1z + ..., ahol ¢, = Y] arb, k.
Fiiggetlen valdszinliségi valtozok sszegének vizsgalatakor is talalkozunk konvolucioval: ha
& és & fluggetlen valdszintiségi valtozok, a strtiségfiiggvénytik f, illetve g, akkor & + &
stirtiségfiiggvénye x +— Sy g - f(z —y)dy.

Definici6

Az f,g:RP — R/C fiiggvények konvolucidja az

(f*g)(z) = fy)g(x —y)dA(y)

yeRP

paraméteres integrallal megadott fiiggvény, ha valamilyen értelemben létezik...

Megjegyzés

Az R? vektortér helyett mas mérhetd csoportokra is definidlhatjuk a konvoliciét (algebrai
csoport, amin még egy eltoldsinvarians mérték is van). A legfontosabb példa a kor, avagy
amikor a szamegyenest periodikusan, modulo 1 vagy modulo 27 tekintjiik.
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Példak (A Fourier-sor tagja és részletosszege, mint konvolicid)

Az f e Ly([0,1]) fiiggvény Fourier-soranak k-adik tagja

f/'\(k,)€27rkix _ (f f(y)€_2ﬂ'klyd>\(y)> 627rk:iz _ f f(y)e%rkz(x—y)d)\(y)
ye[0,1] ye[0,1]

A Fourier-sor n-edik részletosszege

S Fpermie = ) N s X e )a)

k=—n k=—n

_ f 6Dz ) )

Az itt fellépd

n

D, (t) = Z e

k=—n

omike _ SiN(2n + 1)t
B sin 7t

fliggvény az n-edik Dirichlet-magfiigguény. Ezzel a jeloléssel

5ul2) = f () Dul — ) @),
ye[0,1]

vagyis
Sp = f* D,.

Az els6 n részletosszeg atlaga

So+S1+ ...+ Sp—1 Do+Dy+ ...+ D, 4
Op = = fx

n n

:f*Fna

ahol

n n \ sinwt

FL) = Do(t) + ...+ Dua(t) _ "Zl (1 B |k|>62’”'kt _ 1<smmt>2

az n-edik Fejér-magfigguény.

A Fourier-sorok vizsgdlatdban a Dirichlet- és Fejér-magfiiggvényeknek fontos szerepe van.
Sajnos a Dirichlet-magfiiggvények sorozata nem viselkedik elég szépen: negativ értékeket is
felvehetnek, és |D,|1 — o0. Ez az oka annak, hogy a folytonos fiiggvényeket nem &llitjak
el6 minden pontban a Fourier-soruk. Ezzel szemben a Fejér-magok csak nemnegativ értékéket
vesznek fel, |F,|l; = 1, és [ F, a 0 kozelébe koncentralddik, Folytonos figgvény Fourier-sora
részletoszegeinek atlaga egyenletesen tart a fliiggvényhez.
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Megjegyzés

Ha nem 1, hanem 27 szerint periodikus fiiggvényeket vizsgalunk, akkor a képletek modo-
sulnak: .
: sin(2n + 1)z
Dn(t) _ Z ezkt _ ( )2

1
= sin 3

n—1 . nt 2
. |l€| ikt 1 /sin D)
Fult) = Z <1 n )¢ T\t )

k=—n+1 2

és

Az indexelés sem egyértelmii; van, aki szerint F,, = &”;‘;—J{D”.
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L, fiiggvények konvoltucidja

Az f,g € L1 (RP) fiiggvények konvolici6ja

(f*g)(z) = fW)g(x —y)dA(y).

yeRP

Ha f,g,h € L1(RP), akkor

(a) az f = g konvolicié m.m. pontban létezik, f = ge Li(RP) és | f =gli <|fl1-gl;

(b) ha ¢, d szdmok, akkor (cf+dg)=h = c(f+h)+d(g*h) és f+(cg+dh) = c(f+g)+d(f+h);

(¢) frg=g+f.
)

(@) (frg)eh=Fr(geh).

A konvolucié tehéat egyfajta szorzéas (bilinedris operéacid) az Ly téren.
Bizonyitas. (a) Fubini-tétel az f(y)g(z — y) fiiggvényre.

Az (u,v) — f(u)g(v) fiiggvény mérheté az (RP,\,) x (RP,),) = (R*,)\y,) szorzattérben,
és ezt komponéljuk az (z,y) — (y,z — y) lineédris (tehat mérhetd) transzformaciéval, tehét az
F(x,y) = f(y)g(z — y) figgvény Agp-mérhetd.

Az abszolut érték integralja

| Jwgte =l ™2 | (1) (f lote- y)\d)\p(x)>d)\p(y)
- [ ol = 151, -ol,

ami véges, ezért alkalmazhatjuk a Fubini-tételt:

[ rwste v = [ ([ sste - nani)aye)
RP xRP xeRP yeRP
- |9y
zeRP
A Fubini-tétel miatt a belso integral m.m. x-re létezik. Tovabba, mivel a kettos integral véges,
a belsd integrél is, vagyis (f = ¢)(x) m.m. x-re véges.

Végiil,

If gl = j £ e gldy, = f L twgte = panjan)
P zeRr | JyeRp

[ 1wt~ 9larate = 111, -lol,

N

(b) Trivialis®®.
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(¢) A y— z =a —y helyettesitéssel (1d. 19 tétel)

(f*g)(x) = fw)g(z —y)dA(y) = (x = 2)g(2)dA(2) = (g f)(x).

yeRP zeRP

(d) m.m. x-re

((F o g)« h) () — f (Fe0)w) bz —y) ()
- LGRP < . f(2)-g(y—2) dAp(Z)) dA,(y)
Fubini - () ( L N gy —2) - hiz —y) d/\p(y)> A\ (2)
e g [ ot bte=z=w () ) ()

= (2)(g * h)(w — 2)dXy(2) = (f = (g+ ) ().

z€ERP

Banach-tér szorzassal: Banach-algebra. Az L;(RP) tér a konvoliciéval egy kommutativ
Banach-algebra.

Példa

Az Ly (X) tér a pontonkénti szorzassal egy masik Banach-algebra.
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33. Fourier-transzformalt

Fourier-transzformalt. Li-fliggvények Fourier-transzformaltja. Konvolicié Fourier-transzformaltja
a Fourier-transzforméltak szorzata. A Fourier-transzformalt homomorfizmus az (L1, *) és (Lyp, )
Banach-algebrak kozott. Inverz transzformalt (bizonyitds nélkiil). Véges Borel-mértékek Fourier-
transzformaltja. Fourier-Stieltjes transzformalt. [Haldsz, 1-2. o.]

o Amikor egy polinomba vagy hatvanysorba behelyettesitiink egy egységnyi komplex sza-
mot, ezt a behelyettesitett szam argumentumaval is felirhatjuk:

0 ' 0
f(t) _ Z an(ezt)n o Z Clneznt
n=—u n=-—0u
Vagy ” ”
f(t) _ Z an(eZWit)n Z an627r7,nt
n=—0o0 n=—oo

Ennek folytonos kiterjesztése
J a(z)e™ dz vagy J a(x)e*™™ dg.
T=—00 T=—00

c sz

szorzatat), és utdna helyettesitiink be, vagy elébb kiilon-kiilon behelyettesitiink, aztan a
helyettesitési értékeket simdn dsszeszorozzuk: ha van egy g(t) = >, b,(e*™)" fiiggvé-
nyiink is, akkor

F0glt) = (Z) (zb) -3 < 5 b )

o Nagyon hasonlé a Fourier-sorok egyiitthatéképlete: ha f : R — R 1 vagy 27 szerint
periodikus, akkor az n-edik Fourier egyiitthatéja

1 2

1
Cp = f f(z)e ™™z vagy ¢ = — f(z)e ™ du.
0 21 Jo

Definici6

Egy f: R — C fliggvény Fourier-transzformaltja az

o= e

paraméteres integrallal megadott fiiggvény, ha ez valamilyen értelemben 1étezik.

A wvalamilyen értelem sokféle lehet:
o A Kklasszikus improprius integral

e lim §% f(z)e 2™ dz (A lim is sokfélét jelenthet.)

K—w
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o hatarérték helyett az atlag hatérértéke (szummaécio)

K
: —27Turs S E o |$‘ —2mixs
I%l_rgo— L O(J f(x dz )dL—Ill_rgo . (1 )f(x)e dz.

« Ha az improprius integral 1étezik, akkor az atlag is 1étezik, és ugyanannyi.

o az atlag atlag atlaganak hatarértéke

 tovabbi szummaécié valtozatok (atlagok mas sulyfiiggvényekkel, pl. haranggérbével)
o Lebesgue-integral

Megjegyzés

Az inverz transzformalt képlete
?? ©A i
x) EJ f(s)e*™*ds.
—a0

(Ennek az értelmezésével és érvényességével még tobb gond van...)

Megjegyzés

Ahany haz, annyi szokds, és ugyanannyi alternativ definici6. Ha nem a Fourier-
sorok egyiitthatéformulajat, hanem a sorba valdé behelyettesitést tekintjik a Fourier-
transzformalt elodjének, akkor az inverz transzformalt képletében lesz a kitevoben negativ
eléjel. Ha nem 1, hanem 27 szerint periodikus fiiggvények Fourier-sorabol indulunk ki,
akkor a kitevoben nincs 27, viszont valahol osztani kell 27-vel, vagy mindkét képletben
osztunk +/2m-vel.

Fourier-transzformalt inverz transzformaécio
Q0
(a) f(S) _ J f(x)e_zmsxdx J f 27rm:sds
b iy — ZISd —'ZSId
0) )= [ s %f Fls)eids

fx
(s) \/L f Jelrsdr  f(z) = \/? LO F(s)e~*2ds

Az Ly(R) térben az (a) és (c) is izometria, megtartjdk a skaldris szorzatot; ezek unitér
linedris transzforméaciok.

S
=

L1-fiiggvények Fourier-transzformaltja

Most csak a legegyszeriibb esetet nézziik, amikor a fiiggvény az egész R-en integralhato.
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Egy f € Li(R) fiiggvény Fourier-transzformaltja

fls) = f f(@)e = dA(z).

Ha f e Li(R), akkor
(a) f(s) = §g f(x)e*™*5dz minden val6s s-re 1étezik és 1 Flloo < |I£]-
(b) ¢f +dg = cf + dg (lineéris)
(© fea=F3
(d) F folytonos.

Mas széval, a Fourier-transzformélt egy homomorfizmus az (L, =) és (L, -) kommutativ
Banach-algebrak kozott.

Bizonyitas. (a,b) trivialis®™.
(c) Barmely s € R-re

Toos) = [ (Frg)@)e = ar(e)

JzreR

= LR (LeR fy)gle — y)d/\(y)) e 2N ()

(&

[ s < LeR gz — y)em(”)dk(x)) dA(y)

yeR

A~

[ e gs)anw) = 1) - 30s),

JyeR

(d) Atviteli elv. Vegyiink egy tetszbleges so € R szdmot és egy hozzé konvergéld si, s, .. .
sorozatot. Azt kell igazolni, hogy f(s,) — f(so)-
Legyen g,(z) = f(x)e 2™ Erre a fiiggvényre g, (z) — go(x) pontonként, és a fiiggvény-

sorozatot domindlja az integralhato |f(z)| fiiggvény. A dominalt konvergencia tétel miatt

~ ~

F(sa) = ngmdA(x) - J go(2)dA(z) = F(s0).

(e) Vegytink egy tetszileges € > 0 szamot. Ehhez létezik egy olyan g : R — R szép fliggvény,

ani véges sok korlatos intervallumon konstans és azon kiviil 0, tehdt g = >} ¢ - X[ayb)s €S
k=1
If =gl < & Az (a)-beli trivialis® becslés szerint

Lﬂ@—@@ﬂ<uf—mh<g.
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—2misx 1 —27isx

egy primitiv fiiggvénye —5—e , ezért

Z J Ck€_27risxd)\(l’)
k=1 [a’k»bk)

n

Barmely s # 0 esetén e

9(s)] =

ami 0-hoz tart. Ezek utan legyen K. =

esetén |g(s)| < g, és akkor

I
™
0

Inverz transzformalt

Az inverz transzformalt képletének azt varjuk, hogy

ﬂm:Lﬂmmwww

~

csak ez nem feltétlentil 1étezik, ugyanis f(s) nagyon lassan is tarthat 0-hoz. Réadasul ez a képlet
is csak folytonos, 0-hoz tarté fiiggvényeket allit el6, marpedig az f figgvény nem feltétleniil
ilyen. Szerencsére az atlagolas miikodik.

Ha f e Li(R), akkor

. ® s\ 7/ .y 2mi
f(z) = lim (1 — —)f(s)e T ds

K— K K

majdnem minden x-re (pl. az f Lebesgue-pontjaira igaz.)

(

A tételt itt nem bizonyitjuk; elolvashatjatok a Haldsz-jegyzetben [Haldsz, 1-5].

Kovetkezmény

Ha f e Li(R) és f e Li(R), akkor

f(x) = f F(s)emwsdA(s)

majdnem minden z-re.

Meértékek Fourier-transzformaltja

A Radon—Nikodym tétel miatt az integralhaté fiiggvényeket azonosithatjuk a véges, abszolut
folytonos eléjeles mértékekkel. Ha f e Li(R), és (H) = §,, fd\ az f integréldsdbol szdrmazo
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eléjeles mérték, akkor

fls) = | e i) = | e rmedota)
R R
Ezt a képletet persze kiterjeszthetjiik barmilyen véges mértékre.

Definicid

e Ha 1 véges elOjeles vagy komplex Borel-mérték R-en, akkor a Fourier-
transzformaltja

J(s) = J - e~ 2"y (x).

—Q0

o Ezzel ekvivalensen, ha a 19 egy eloszlasfiiggvénye F', akkor

9(s) = f - e 2" AF (1),

—00

Az utébbi képletet hivhatjuk az F' fiigguény Fourier—Stieltjes transzformdltjinak.

Definicio

o Ha & valos értékil valoszintiségi valtozo, az eloszlasa a P valoszintiségi Borel-mérték,
eloszlasfiiggvénye F(z) = P(§ < x), akkor a & karakterisztikus fiigguénye

oe(s) = f " map() = J " AR () = B(e)

—00 —00

« Ha ¢ abszolut folytonos, akkor 1étezik egy f slirtiségfiiggvénye, és
w .
pe(s) = J f(z)e™*dA(x).
—Q0

(Félre: Ez is mutatja, hogy a Fourier-transzformalt 6sszes valtozatéra fel kell késziilniink,
+2m-vel és anélkiil...)

A karakterisztikus fiiggvényeknek azokban a hatareloszlas-tételekben, amikor sok fiiggetlen
valoszinliségi valtozot adunk o6ssze, fontos szerepiik van. Ugyanis az Osszeg strlségfiiggvénye
a stirtiségfiiggvények konvoltcidja, és sokkal konnyebb a karakterisztikus fliggvényeket ponton-
ként Osszeszorozni vagy éppen egyetlen fliggvényt hatvanyozni, mint konvoluciéhatvanyokat
szamolni.
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