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Előszó

Az a jegyzet a 2019. és 2024. közötti Analízis-4 és Mértékelmélet előadások anyagának össze-
foglalása.

A jegyzet alapja Petruska György Analízis II. című kézirata, ennek hiányosságait igyekeztem
kiegészíteni. A különböző években sokan részt vettek különböző részek gépelésében, javítga-
tásában és kiegészítésében: Buczolich Zoltán, Keleti Tamás, Hidy Gábor, Kovács Jonatán,
Szemerédi Levente és Záhorský Ákos. (Ha esetleg véletlenül kihagytam valakit, kérem, hogy
jelezze.)
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I. rész

Mértékek

1. Halmazstruktúrák, Borel-halmazok

Nem létezik pozitív, eltolásinvariáns, normált, σ-additív függvény PpRpq-n.

Halmazrendszerek, megszorítás. Halmazalgebra, gyűrű, modulus, félgyűrű, σ-algebra, σ-gyűrű.
Generált struktúrák. Halmazstruktúrák megszorításai. Borel-halmazok top. terekben. Mérhető
tér. Halmazfüggvények. Monoton, additív, σ-additív és σ-szubadditív halmazfüggvények. Mérték.
Ha A1 Ă A2 Ă . . ., akkor µpYAnq “ lim µpAnq. Ha A1 Ą A2 Ą . . . és µpA1q ă 8, akkor
µpXAnq “ lim µpAnq. [Petruska, 51–52, 55, 81–82. o.]

Az eddigi Jordan-mértéket és a többváltozós Riemann-integrált szeretnénk kiterjeszteni mi-
nél többféle halmazra és függvényre. A Jordan-mérhető halmazok rendszerét J vagy J pRpq
fogja jelölni; az A Ă Rp halmaz Jordan-mértékét pedig (ha van) tpAq, a külső és belső mértékét
tpAq, illetve tpAq. (A k és b betűkkel takarékoskodunk.)

Rózsaszínű álom

Szeretnénk a Jordan-mértéket a tér minden részhalmazára kiterjeszteni; olyan µ :
PpRpq Ñ r0, 8s függvényt, ami additív, sőt σ-additív, normált és eltolásinvariáns.

σ-additív tulajdonság: ha A1, A2, . . . Ă Rp páronként diszjunktak, akkor

µ

ˆ 8ğ

k“1

Ak

˙
“

8ÿ

k“1

µpAkq.

A σ-additivitás nagyon lényeges tulajdonság lesz többféle matematikai területen, például
valószínűségszámításban: ha A1, A2, . . . egymást kizáró események egy sorozata, akkor elvárjuk,
hogy

P pA1 _ A2 _ . . .q “ P pA1q ` P pA2q ` . . .

teljesüljön.

Az első, kézenfekvő lehetőség, hogy a külső Jordan-mérték definíciójában végtelen sok hal-
mazzal való fedéseket is megengedünk. Az így kapott függvény, amely Rp részhalmazaihoz
rendel r0, 8s-beli értékeket, a Lebesgue-féle külső mérték:

Definíció (Lebesgue-féle külső mérték (Henri Léon Lebesgue, 1875–1941))

Bármely A Ă Rp halmaz Lebesgue-féle külső mértéke

λpAq “ inf
" 8ÿ

k“1

tpRkq : R1, R2, . . . tengelypárhuzamos téglák, A Ă
8ď

k“1

Rk.

*
.
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• λ egy PpRpq Ñ r0, 8s függvény. Korlátos halmazokra λpAq ď tpAq.

• Végtelen sok belső tégla nem ad új belsőmérték-fogalmat.

• Rossz hír: Sajnos λ nem additív; az egységkockát fel lehet bontani két diszjunkt halmazra,
amelyek külső mértékének összege nagyobb, mint 1.

• A Jordan-mértékhez hasonlóan csak bizonyos halmazokat fogunk Lebesgue-mérhetőnek
hívni. Ezekre megszorítva a Lebesgue-mérték normált, σ-additív és eltolásinvariáns lesz.

• A Lebesgue-féle külső mérték többféle halmazra ad egy használható mértékfogalmat,
mint a Jordan-mérték, például az összes megszámlálható halmaz nullmértékű, és minden
nyílt és minden zárt halmaz mérhető lesz (v.ö. a kövér Cantor halmazok nem Jordan-
mérhetők).

• Próbálkozhatnánk más módokon, az egész PpRpq halmazon értelmes függvényt konstru-
álni (hajrá), de erre nincs sok esélyünk, mert...

Tétel (álomgyilkos tétel)

Nem létezik normált, eltolásinvariáns, σ-additív µ : PpRpq Ñ r0, 8s függvény.

Bizonyítás (Vitali-konstrukció).
Tegyük fel, hogy mégis létezik egy ilyen µ függvény.

Először is jegyezzük meg, hogy tetszőleges A Ă B Ă Rp esetén

µpAq ď µpAq ` µpBzAq “ µ
`
A Y pBzAq

˘
“ µpBq.

Legyen H Ă
“
0, 1

2

‰p
olyan halmaz, amely minden Qp minden eltoltjából pontosan egy elemet

tartalmaz. Bármely r, s P Qp, r ‰ s esetén H ` r és H ` s diszjunkt, és az eltolásinvariancia
miatt µpH ` rq “ µpH ` sq “ µpHq. Ezen kívül bármely r P Qp X r0, 1

2
sp esetén H ` r Ă r0, 1sp.

Vegyük a Qp X r0, 1
2
sp halmaz egy r1, r2, . . . felsorolását: ekkor

8ÿ

k“1

µpHq “
8ÿ

k“1

µpH ` rkq “ µ

ˆ 8ğ

k“1

pH ` rkq
˙

ď µ
`
r0, 1sp

˘
“ 1,

ami csak úgy lehetséges, ha µpHq “ 0.
Most vegyük a Qp egy s1, s2, . . . felsorolását. Ekkor

Rp “
8ğ

k“1

pH ` skq,

és

1 “ µ
`
r0, 1sp

˘
ď µ

`
Rpq “ µ

ˆ 8ğ

k“1

pH ` skq
˙

“
8ÿ

k“1

µpH ` skq “
8ÿ

k“1

µpHq “
8ÿ

k“1

0 “ 0.

Ez ellentmondás, így nincs ilyen µ.
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Tétel (Banach–Tarski paradoxon (Stefan Banach, 1892–1945; Alfred Tarski,
1901–1983))

A kiválasztási axióma segítségével, R3-ben a zárt egységgömb felbontható véges sok, pá-
ronként diszjunkt ponthalmaz uniójára úgy, hogy ezekkel egybevágó halmazokból két zárt
egységgömböt lehet összerakni úgy, hogy mindegyik darabot csak egyszer használjuk.

https://hu.wikipedia.org/wiki/Banach-Tarski-paradoxon

Következmény

Az R3 korlátos részhalmazain nem létezik nemnegatív, additív, egybevágóság-invariáns,
normált függvény.

Halmazstruktúrák és mérhető terek

Mindig lesz egy nemüres alaphalmazunk (többnyire X, esetleg Rp). Az X-et és részhalmazait
nyomtatott nagy betűkkel fogjuk jelölni, halmazrendszereket írott nagy betűvel pl. PpXq. Ál-
talában a különböző halmazrendszereknek mindig eleme lesz az üres halmaz. A valós/komplex
értékű halmazfüggvényeket, amelyek X bizonyos részhalmazaihoz rendelnek valós vagy komplex
számokat, kis görög betűvel fogjuk jelölni.

Definíció (halmazgyűrű)

Az R Ă PpXq halmazrendszer egy (halmaz)gyűrű, ha

• H P R,

• Bármely A, B P R esetén pA Y Bq P R, pA X Bq P R és pAzBq P R.

Például J pRpq egy halmazgyűrű Rp-ben. De bármely X esetén gyűrű a teljes PpXq hat-
ványhalmaz vagy a tHu elemű gyűrű is.

A szimmetrikus differenciával, mint összeadással és a metszettel, mint szorzással, a hal-
mazgyűrű egyben algebrai gyűrű is. Ez az algebrai gyűrű akkor egységelemes, ha gyűrűbeli
halmazok uniója is gyűrűelem.

Definíció (halmazalgebra)

Az A Ă PpXq halmazrendszer egy (halmaz)algebra, ha olyan gyűrű, ami zárt a komple-
menterképzésre is:

• H P A és X P A;

• Bármely A, B P A esetén pA Y Bq P A, pA X Bq P A, pAzBq P A és pXzAq P A.
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Triviális példák a PpXq hatványhalmaz, az tH, Xu kételemű algebra.
A PpXq hatványhalmaz a szimmetrikus differenciával és a metszettel pontosan ugyanaz,

mint F2
X : az X minden eleméhez vesszük a kételemű test egy példányát, és ezek direkt szor-

zatát.

Definíció (σ-gyűrű)

Az R Ă PpXq halmazrendszer egy σ-gyűrű, ha olyan gyűrű, ami a megszámlálható unióra

is zárt: bármely A1, A2, . . . P R esetén
8ď

k“1

Ak P R.

Megjegyzés

A σ-gyűrűk a megszámlálható metszetre is zártak, mert bármely A1, A2, . . . P R esetén

8č

k“1

Ak “ A1z
ˆ 8ď

k“2

pA1zAkq
˙

.

Definíció (σ-algebra)

Az A Ă PpXq halmazrendszer egy σ-algebra, ha olyan algebra, ami a megszámlálható

unióra is zárt: bármely A1, A2, . . . P A esetén
8ď

k“1

Ak P A.

Megjegyzés

Az előző számolással ellentétben most felhasználhatjuk az X halmazt is, és az Ak halma-
zok komplementereit:

8č

k“1

Ak “ Xz
ˆ 8ď

k“1

pXzAkq
˙

.

Általában olyan halmazfüggvényekkel fogunk foglalkozni, amelyek valamilyen σ-algebra,
esetleg σ-gyűrű elemeihez rendelnek számokat. Az ilyen mértékjellegű függvények kiterjeszté-
sekor fogjuk használni a következőket:

Definíció (halmazmodulus)

Az M Ă PpXq halmazrendszer egy (halmaz)modulus, ha

• H P M,

• Bármely A, B P M esetén pA X Bq P M és pAzBq P M.
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Megjegyzés

A metszetet nem lenne muszáj kikötni, mert kifejezhető a különbséggel:

A X B “
`
AzpAzBq

˘
.

A modulusok használatát teljesen ki fogjuk kerülni; a teljesség kedvéért írtam le.

Definíció (halmazfélgyűrű)

Az F Ă PpXq halmazrendszer egy (halmaz)félgyűrű, ha

• H P F ;

• Bármely A, B P F esetén pA X Bq P F ;

• Bármely A, B P F esetén az AzB különbség felírható véges sok félgyűrűelem
diszjunkt uniójaként, tehát létezik olyan n pozitív egész és páronként diszjunkt
C1, . . . , Cn P F , hogy AzB “ C1 \ . . . \ Cn.

Félgyűrűre a legfontosabb példa a számegyenes ra, bq alakú, balról zárt, jobbról nyílt inter-
vallumainak rendszere (természetesen kiegészítve az üres halmazzal, mint elemmel). Magasabb
dimenzióban, Rp-ben pedig az ra1, b1q ˆ . . . ˆ rap, bpq alakú félig nyílt téglák.

Általában a mértékeinket előbb valamilyen félgyűrűn fogjuk definiálni, majd a félgyűrűről
fogjuk kiterjeszteni a halmazfüggvényt – vagy előbb a generált modulusra, vagy közvetlenül –
a generált gyűrűre, σ-gyűrűre vagy σ-algebrára.

Nyugodtan gondolhatunk a félgyűrűre, mint valamiféle tégláknak a rendszerére: a hal-
mazfüggvényeink kiterjesztése mindig úgy fog történni, hogy a különböző halmazokat lefedjük
megszámlálható sok téglával. (Ezért is jelölöm inkább F -fel: F mint Félgyűrű, aminek az
elemeivel Fedni fogunk halmazokat.)

1.1 Lemma

(a) Legyen F Ă PpXq félgyűrű és B, A1, A2, . . . , Ak P F . Ekkor léteznek olyan
C1, . . . , Cn P F diszjunkt halmazok, hogy

BzpA1 Y . . . Y Akq “ C1 \ . . . \ Cn.

(b) Bármely A1, A2, . . . P F sorozat uniója átrendezhető diszjunkt halmazok uniójára:
léteznek olyan páronként diszjunkt B1, B2, . . . P F halmazok és olyan 1 ď k1 ă k2 ă
. . . indexsorozat, hogy bármely n-re

A1 Y A2 Y . . . Y An “ B1 \ B2 \ . . . \ Bkn
.

Bizonyítás. (a) Indukció k szerint.
(b) Minden i ě 2-re vegyünk olyan Ci,1, . . . , Ci,mi

F gyűrűelemeket, amelyekre
AizpA1 Y . . . Y Ai´1q “ Ci,1 \ . . . \ Ci,mi

, majd legyen

pB1, B2, B3, . . .q “ pA1, C1,1, . . . , C1,m1
, C2,1, . . . , C2,m2

, . . .q.
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Tétel (generált halmazstruktúrák)

Bármely A Ă PpXq halmazrendszerhez létezik legszűkebb A-t tartalmazó halmazalgebra,
σ-algebra, gyűrű, σ-gyűrű, illetve modulus.

Bizonyítás. Halmazalgebrák, σ-algebrák, gyűrűk, σ-gyűrűk, illetve modulusok metszete is
halmazalgebra, σ-algebra, gyűrű, σ-gyűrű, illetve modulus. Vegyük az A-t tartalmazó halmaz-
algebrák, σ-algebrák, gyűrűk, σ-gyűrűk, illetve modulusok metszetét. (A metszetnek biztosan
van legalább egy tagja: a PpXq hatványhalmaz.)

Megjegyzés

Generált félgyűrű többnyire nincs, mert könnyen elhagyhatunk elemeket úgy, hogy a
struktúra még mindig félgyűrű maradjon.
(A félgyűrű nem algebrai struktúra.)

Definíció (halmazrendszer megszorítása)

Az A Ă PpXq megszorítása a H Ă X halmazra

A|H “ tA X H : A P Au.

Trivialitás

Algebra, gyűrű, modulus, félgyűrű megszorítása is algebra, gyűrű, modulus, illetve fél-
gyűrű.
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Borel-halmazok

Definíció (Borel-halmazok (Félix Edouard Justin Émile Borel, 1871–1956))

• Ha pX, T q topologikus tér (tehát T Ă PpXq a nyílt halmazok rendszere), akkor a
T által generált σ-algebra elemei a tér Borel-halmazai. A generált σ-algebrát BpXq
vagy egyszerűen B fogja jelölni.

• Ezen belül fontos halmaz kategóriák:

– GδpXq “
"

8Ş
k“1

Ak : A1, A2, ... nyíltak
*

:

a megszámlálható sok nyílt halmaz metszeteként előálló halmazok;

– FσpXq “
"

8Ť
k“1

Ak : A1, A2, ... zártak
*

:

a megszámlálható sok zárt halmaz uniójaként előálló halmazok;

– GδσpXq “
"

8Ť
k“1

Ak : A1, A2, ... P Gδ

*
:

a megszámlálható sok Gδ halmaz uniójaként előálló halmazok;

– FσδpXq “
"

8Ş
k“1

Ak : A1, A2, ... P Fσ

*
:

a megszámlálható sok Fσ halmaz metszeteként előálló halmazok;

– GδσδpXq “
"

8Ş
k“1

Ak : A1, A2, ... P Gδσ

*
:

a megszámlálható sok Gδσ halmaz metszeteként előálló halmazok;

– FσδσpXq “
"

8Ť
k“1

Ak : A1, A2, ... P Fσδ

*
:

a megszámlálható sok Fσδ halmaz uniójaként előálló halmazok;

– ...

Példák

• A valós számegyenesen Gδ az összes intervallum és minden zárt halmaz.

• Minden megszámlálható halmaz Fσ, mert megszámlálható sok egypontú zárt hal-
maz uniója.

• Q P FσpRq, de Q R GδpRq. (Jó gyakorlat a Cantor-axiómára és a Baire-
kategóriatételre.)

• A B generálásához nincs szükség minden nyílt halmazra. Például a számegyenesen
a racionális végpontú, pq, 8q félegyenesek vagy a racionális gömbök generálják az
összes nyílt halmazt.

Hány Borel-halmaz van?

Jó kérdés, hogy a Gδ, Gδσ, Gδσδ, . . . sorozat mikor, melyik rendszámnál stabilizálódik, mikor
kapunk először σ-algebrát; onnan kezdve már nem kapunk új Borel-halmazokat.
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Tétel
ˇ̌
BpRpq

ˇ̌
“ c “ 2ℵ0 , avagy az Rp térben kontinuum sok Borel-halmaz van.

Bizonyítás. Az egypontú halmazok is Borelek, tehát legalább kontinuum sok Borel-halmaz
van; a kérdés a felső becslés.

Kicsit formálisabban, definiáljuk transzfinit rekurzióval a következő sorozatot:

• B0 a nyílt téglák halmaza;

• Bármely α rendszámra legyen Bα 9̀ 1 az olyan halmazok rendszere, amelyek előállnak Bα-
beli halmazok komplementere, különbsége, véges metszete vagy megszámlálható uniója-
ként.

• Bármely α limeszrendszámra legyen Bα “ Ť
βăα

Bβ.

Vegyük észre, hogy a sorozat monoton nő, Bα Ă Bα 9̀ 1.
Az állítjuk, hogy a Bω1

rendszer már σ-algebra; (ω1 az első nem megszámlálható rendszám).
Ezt most csak a megszámlálható unióra ellenőrizzük.

Legyen A1, A2 . . . P Bω1
; azt kell ellenőriznünk, hogy ezek uniója is Bω1

-ben van. Az ω1

egy limeszrendszám, tehát mindegyik Ai benne van egy korábbi Bαi
osztályban. Legyen β “

sup αi “ Ť
αi; ekkor A1, A2, . . . mind Bβ-beli, az uniójuk Bβ 9̀ 1-beli. A β megszámlálható sok

megszámlálható rendszám uniója, maga is megszámlálható, ezért β 9̀ 1 ă ω1, tehát
Ť

Ai P
Bβ 9̀ 1 Ă Bω1

. Ezzel megvan, hogy Bω1
zárt a megszámlálható unióra.

A B0 generátorrendszer kontinuum számosságú. Tudjuk, hogy kontinuum sok kontinuum
számosságú halmaz uniója is kontinuum számosságú, illetve egy kontinuum számosságú halmaz
elemeiből álló sorozatok halmaza is kontinuum. Ennek felhasználásával triviális transzfinit
indukcióval igazolhatjuk, hogy mindegyik Bα osztály kontinuum számosságú.
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2. Halmazfüggvények, mértékek

Definíció

Jelölés: R “ R Y t8, ´8u.

Definíció (monoton halmazfüggvény)

Legyen A Ă PpXq halmazrendszer, H P A, és α : A Ñ r0, 8s.
Az α halmazfüggvény monoton, ha bármely A, B P A, A Ă B esetén αpAq ď αpBq.

Definíció (additív és σ-additív halmazfüggvények)

Legyen A Ă PpXq halmazrendszer, H P A, α : A Ñ R vagy α : A Ñ C, és αpHq “ 0.

• Az α halmazfüggvény (végesen) additív, ha bármely olyan, páronként diszjunkt
A1, . . . , An P A halmazokra, amelyekre A1 \ . . . \ An P A,

α

ˆ nğ

i“1

Ai

˙
“

nÿ

i“1

αpAiq.

Ebbe beleértjük, hogy az összeg mindig létezik, tehát a tagok között nem szerepelhet
a ´8 és a `8 érték is.

Ha A gyűrű, akkor az additivitást elég n “ 2-re megkövetelni.

• Az α halmazfüggvény σ-additív, ha bármely olyan, páronként diszjunkt A1, A2, . . . P
A halmazokra, amelyekre A1 \ A2 \ . . . P A,

α

ˆ 8ğ

i“1

Ai

˙
“

8ÿ

i“1

αpAiq.

Ebbe beleértjük, hogy az összeg mindig létezik, és sorrendfüggetlen is.

Trivialitás

A σ-additivitásból következik az additivitás, mert a véges unióhoz hozzávehetünk végtelen
sok üres halmazt.

11



Definíció (szubadditív és σ-szubadditív halmazfüggvények)

Legyen A Ă PpXq halmazrendszer, H P A, α : A Ñ r0, 8s, αpHq “ 0.

• Az α halmazfüggvény szubadditív, ha bármely olyan A1, . . . , An, B P A halmazokra,
amelyekre B Ă pA1 Y . . . Y Anq,

αpBq ď
nÿ

i“1

αpAiq.

• Az α halmazfüggvény σ-szubadditív, ha bármely olyan B, A1, A2, . . . P A halmazok-
ra, amelyekre B Ă pA1 Y A2 Y . . .q,

αpBq ď
8ÿ

i“1

αpAiq.

Trivialitás

A σ-szubadditivitásból következik a szubadditivitás, mert a véges unióhoz hozzávehetünk
végtelen sok üres halmazt.

Definíció (Mérhető tér)

Mérhető tér: pX, Mq, ahol X ‰ H a tér alaphalmaza, M Ă PpXq egy σ-algebra, a
"mérhető" halmazok rendszere.

Majd a mérhető tereken értelmezni fogunk többféle "mértéket"...

Definíció (mérték)

Legyen pX, Mq mérhető tér.

• A σ-additív µ : M Ñ r0, 8s függvényeket (µpHq “ 0) mértékeknek nevezzük.

• A σ-additív ϑ : M Ñ R függvények (ϑpHq “ 0) az előjeles mértékek.

• A σ-additív ϑ : M Ñ C függvények (ϑpHq “ 0) a komplex mértékek. Csak véges
értékeik lehetnek.

Definíció (mértéktér)

• pX, M, µq mértéktér, ha pX, Mq mérhető tér, és µ : M Ñ r0, 8s mérték.

• pX, M, ϑq előjeles mértéktér, ha pX, Mq mérhető tér, és ϑ : M Ñ R előjeles mérték.

• pX, M, ϑq komplex mértéktér, ha pX, Mq mérhető tér, és ϑ : M Ñ C komplex
mérték.
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Példák

• Konstans nulla mérték:
µ ” 0

• Konstans 8:

µpAq “
#

0 ha A “ H
8 ha A ‰ H

• Tetszőleges X alaphalmaz esetén a µ : PpXq Ñ r0, 8s függvény számlálómérték
vagy számosságmérték, ha A Ď X esetén

µpAq “
#

|A| ha |A| véges

8 ha |A| végtelen

• Tetszőleges X alaphalmaz és x0 P X esetén µ : PpXq Ñ r0, 8s Dirac-mérték vagy
x0-ra koncentrált mérték, ha A Ď X esetén

µpAq “
#

1 ha x0 P A

0 ha x0 R A

(Paul Adrien Maurice Dirac, 1902–1984)

Lemma

Legyen µ előjeles vagy komplex mérték.

• µ additív: ha A1, . . . , An páronként diszjunkt mérhetők, akkor µ

ˆ nğ

i“1

Ai

˙
“

nÿ

i“1

µpAiq.

• Ha µ mérték, akkor monoton: ha A Ă B mérhető halmazok, akkor µpAq ď µpBq.

• Ha A Ă B és
ˇ̌
µpAq

ˇ̌
ă 8 vagy

ˇ̌
µpBq

ˇ̌
ă 8, akkor µpBzAq “ µpBq ´ µpAq.

Bizonyítás. (a) A σ-additivitásból következik az additivitás.

(b) Ha A Ă B, akkor

µpAq ď µpAq ` µpBzAq “ µ
`
A \ pBzAq

˘
“ µpBq.

(c) Az additivitás miatt µpBq “ µpBzAq ` µpAq. Ha µpAq véges, akkor ki tudjuk vonni
mindkét oldalból. Ha µpBq véges, az csak úgy lehet, ha a jobboldalon mindkét tag véges.
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Lemma (a mértékek folytonossága)

Legyen µ előjeles vagy komplex mérték.

• Ha A1 Ă A2 Ă . . . mérhető halmazok, akkor µ

ˆ 8ď

n“1

An

˙
“ lim

nÑ8
µpAnq.

• Ha A1 Ą A2 Ą . . . mérhető halmazok, és
ˇ̌
µpA1q

ˇ̌
ă 8, akkor µ

ˆ 8č

n“1

An

˙
“

lim
nÑ8

µpAnq.

Megjegyzés

Egy A1, A2, . . . halmazsorozat limesz inferiora és limesz szuperiora

lim An “
8ď

k“1

ˆ 8č

n“k

An

˙
“
!

x : véges sok n kivételével x P An

)
, illetve

lim An “
8č

k“1

ˆ 8ď

n“k

An

˙
“
!

x : végtelen sok n-re x P An

)
.

Például ha a sorozat növekvő vagy csökkenő, akkor ezek megegyeznek, és a tétel azt állítja,
hogy

µ
`

lim An

˘
“ lim

nÑ8
µpAnq.

Bizonyítás. (a) Legyen A0 “ H és Bn “ AnzAn´1, szóval An “ B1 \ . . . \ Bn.

µ

ˆ 8ď

n“1

An

˙
“ µ

ˆ 8ğ

n“1

Bn

˙
“

8ÿ

n“1

µpBnq “

“ lim
NÑ8

Nÿ

n“1

µpBnq “ lim
NÑ8

µ

ˆ Nď

n“1

Bn

˙
“ lim

NÑ8
µpAN q.

(b) Legyen Bn “ A1zAn; ekkor H “ B1 Ă B2 Ă . . .

µ

ˆ 8č

n“1

An

˙
“ µ

ˆ 8č

n“1

pA1zBnq
˙

“ µ

ˆ
A1z

8ď

n“1

Bn

˙
“ µpA1q ´ µ

ˆ 8ď

n“1

Bn

˙
“

“ µpA1q ´ lim µpBnq “ lim
`
µpA1q ´ µpBnq

˘
“ lim

`
µpA1zBnq

˘
“ lim

`
µpAnq

˘
.

Példa

A második állításnál lényeges, hogy legyen legalább egy véges mértékű halmaz a sorozat-
ban.

Ha An “ pn, 8q, és mondjuk µ a számosságmérték vagy az 1-dimenziós Lebesgue-mérték
vagy a konstans 8 mérték, akkor µpŞAnq “ µpHq “ 0, de µpAnq “ 8 Û 0.
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3. Lebesgue-mérték
A Lebesgue-féle külső mérték, kétféle ekvivalens definíció. Monotonitás. Kompakt halmazok és
Jordan-mérhető halmazok külső mértéke. Egybevágóság és hasonlóság hatása. σ-szubadditivitás.
A belső mérték lehetséges definíciója. Mérhetőség. A Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebrát
alkotnak, és ezen λ mérték (bizonyítás nélkül). A Jordan-mérhető halmazok Lebesgue-mérhetők
is (bizonyítás nélkül). Nullmértékű halmazok. Rp-ben. Minden pozitív külső mértékű halmaz
tartalmaz nem mérhető részhalmazt. [Petruska, 69–70, 81–82. o.]

Definíció (Lebesgue-féle külső mérték)

Bármely A Ă Rp halmaz Lebesgue-féle külső mértéke

λpAq “ inf
" 8ÿ

k“1

tpRkq : R1, R2, . . . tengelypárhuzamos téglák, A Ă
8ď

k“1

Rk.

*
.

Változatok:

• csak nyílt téglák

• csak ra1, b1q ˆ . . . ˆ rap, bpq alakú félig nyílt téglák

• bármilyen téglák

Ezek ugyanazt az infimumot adják, mert bármilyen fedésben megnövelhetjük a téglákat úgy,
hogy már az előírt osztályba tartozzanak, és az i-edik tégla mértékét legfeljebb

ε

2i
-vel, összesen

legfeljebb ε-nal növeljük meg.

Definíció (Lebesgue-féle külső mérték, alternatív definíció)

Bármely A Ă Rp halmaz Lebesgue-féle külső mértéke

λpAq “ inf
" 8ÿ

k“1

tpMkq : M1, M2, . . . P J pRpq, A Ă
8ď

k“1

Mk.

*
.

Megjegyzés

Sok tankönyv, cikk λ˚-gal és nem λ-sal jelöli a Lebesgue-féle külső mértéket.

Állítás

A kétféle definíció tényleg ugyanaz.

Bizonyítás. Legyen A Ă Rp tetszőleges, és a kétféle infimum

r “ inf
" 8ÿ

k“1

tpRkq : R1, R2, . . . tengelypárhuzamos téglák, A Ă
8ď

k“1

Rk.

*

m “ inf
" 8ÿ

k“1

tpMkq : M1, M2, . . . P J pRpq, A Ă
8ď

k“1

Mk.

*
.
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Bizonyítás arra, hogy m ď r: ha r “ 8, akkor triviális ; mostantól r véges.
Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t. Ehhez van az A-nak olyan

Ť
Rk fedése téglákkal, amelyekreř

tpRkq ă r ` ε.
Minden tégla Jordan-mérhető, így ugyanez az összeg szerepel a második halmazban is. Ezért

m ď
ÿ

tpRkq ă r ` ε.

Most a ε Ñ `0 határátmenetből m ď r.

Bizonyítás arra, hogy r ď m: ha m “ 8, akkor triviális ; mostantól m véges.
Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t. Ehhez van az A-nak olyan

Ť
Mk fedése Jordan-mérhető

halmazokkal, amelyekre
ř

tpMkq ă m ` ε.
Minden egyes Mk Jordan-mérhető halmazt lefedhetünk néhány téglával, mondjuk Rk,1, . . . , Rk,nk

-

val úgy, hogy tpRk,1q ` . . . ` tpRk,nk
q ă tpMkq ` ε

2k
legyen. Az összes ilyen tégla együttesen

lefedi A-t, ezért

r ď
8ÿ

k“1

ˆ nkÿ

i“1

tpRk,iq
˙

ď
8ÿ

k“1

ˆ
tpMkq ` ε

2k

˙
“

8ÿ

k“1

tpMkq ` ε ă pm ` εq ` ε.

Ismét ε Ñ `0-ból r ď m.

Tétel

• λpHq “ 0.

• λ monoton.

• λ egybevágóságinvariáns.

• λpc ¨ Aq “ |c|p ¨ λpAq.

• Ha M P HompRp,Rpq lineáris transzformáció, akkor λpMpAqq “ | det M | ¨ λpAq.

• A λ függvény szubadditív.

• A λ függvény σ-szubadditív.

Bizonyítás.

• Az üres fedés is fedi az üres halmazt.

• Ha A Ă B, akkor B minden fedése A-nak is fedése, ezért λpAq egy bővebb halmaz
infimuma.

• Ha A Ă Rp és B Ă Rp egybevágó, és azt a definíciót használjuk, amikor Jordan-mérhető
halmazokkal fedünk, akkor a fedések is egybevágók.

• Ugyanez volt a képlet téglákra.

• Ugyanez volt a képlet Jordan-mérhető fedő halmazokra.

• A szubadditivitás következik a σ-szubadditivitásból.

• Állítás: a λ függvény σ-szubadditív.
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– Tegyük fel, hogy B Ă
8ď

n“1

An; az kell, hogy λpBq ď
8ÿ

n“1

λpAnq.

– Ha valamelyik λpAnq “ 8, akkor az állítás triviális .

– Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t.

– Mindegyik An-et fedjük le Rn1, Rn2, . . . téglákkal úgy, hogy
8ÿ

k“1

tpRnkq ă λpAnq` ε

2n
.

– A fedések együtt lefedik B-t:

B Ă
8ď

n“1

An Ă
8ď

n“1

ˆ 8ď

k“1

Rnk

˙

ezért a λpBq definíciójából

λpBq ď
8ÿ

n“1

ˆ 8ÿ

k“1

tpRnkq
˙

ď
8ÿ

n“1

ˆ
λpAnq ` ε

2n

˙
“

8ÿ

n“1

λpAnq ` ε.

– Az ε Ñ `0 határátmenetből kapjuk, hogy

λpBq ď
8ÿ

n“1

λpAnq.

Tétel

• λ ď t.

• Ha K kompakt, akkor λpKq “ tpKq.

• Ha A Jordan-mérhető, akkor λpAq “ tpAq.

Bizonyítás.

• A külső Jordan-mérték definíciójában a véges fedéseket kiegészíthetjük végtelen sok üres
halmazzal.

• Ha K kompakt, akkor vegyük a külső Lebesgue- és a külső Jordan-mértéknek azt a
definícióját, amikor nyílt téglákkal fedünk. Minden fedésből kiválasztható véges fedés,
ezért a K külső Lebesgue- és a külső Jordan-mértéke ugyanaz.

• Ha A Jordan-mérhető, akkor

0 ď λpBAq ď tpBAq “ 0, tehát λpBAq “ 0,

tpAq “ tpcl Aq “ λpcl Aq ď λpAq ` λpBAq “ λpAq ď tpAq “ tpAq.
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Lebesgue-mérhetőség

Definíció (Lebesgue-féle belső mérték)

A Lebesgue-féle belső mérték lehetne akár ez is: ha A Ă r0, 1sp, akkor

λpAq “ 1 ´ λpr0, 1spzAq

Általában

λpAq “
ÿ

pa1,...,apqPZp

ˆ
1 ´ λ

´
ra1, a1 ` 1q ˆ . . . ˆ rap, ap ` 1qzA

¯˙

(V.ö. Ha J Jordan-mérhető és A Ă J , akkor tpAq “ tpJq ´ tpJzAq.)

Megjegyzés

A mérhetőséget a külső és a belső mértékek egyenlőségével is lehetne definiálni, de inkább
mélyen hallgatni fogunk a belső mértékről. A mérhetőség definíciójához csak a külső
mértéket fogjuk használni.

Definíció (Lebesgue-mérhetőség)

A Ă Rp Lebesgue-mérhető, ha "jól vág ketté", azaz bármely H Ă Rp esetén

λpHq “ λpH X Aq ` λpHzAq “ λpH X Aq ` λpH X Acq.

(A szubadditivitás miatt ď automatikus; a kérdés az, hogy “ vagy ă. Az Ac “ XzA az
A komplementere.)

Feladat

Jó gyakorlat bebizonyítani, hogy bármely korlátos A Ă Rp halmaz akkor és csak akkor
Jordan-mérhető, ha ha bármely korlátos H Ă Rp halmaz esetén tpHq “ tpHXAq`tpHzAq.

Tétel

A Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak, és ezen a külső Lebesgue-mérték σ-
additív. (Bizonyítás a következő fejezetben).
A Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebráját L vagy Lp jelöli; magát a mértéket λp...q vagy
λpp...q.
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Tétel

• Minden Jordan-mérhető halmaz egyben Lebesgue-mérhető is, tehát a Lebesgue-
mérték tényleg kiterjesztése a Jordan-mértéknek. (Bizonyítás a következő fejezet-
ben).

• Minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhető, tehát B Ă L.

Nullmértékű halmazok

Definíció (nullmértékű halmaz)

A Ă Rp nullmértékű vagy Lebesgue-nullmértékű, ha λpAq “ 0.

Tétel

Minden nullmértékű halmaz mérhető.

Bizonyítás. Ha N nullmértékű, vagyis λpNq “ 0 és H Ă Rp tetszőleges, akkor

λpHq ď λpH X Nq ` λpHzNq ď λpHq ` λpNq “ λpHq,

tehát N jól vágja ketté a H halmazt.

Tétel

A nullmértékű halmazok N rendszere egy σ-ideál:

• H P N ;

• N minden elemének minden részhalmaza is N -beli;

• N zárt a megszámlálható unióra.

Tétel

B ‰ L.

Bizonyítás. Vegyünk egy kontinuum számosságú, nullmértékű halmazt, például a Cantor-
halmazt. Ennek minden részhalmaza nullmértékű, tehát Lebesgue-mérhető. De ilyen részhal-
mazból 2c “ 22ℵ0 van; több, mint Borel-halmaz összesen.

Példa

Q Lebesgue-mérhető, de nem Jordan-mérhető.

Tétel

Minden pozitív külső mértékű halmaz tartalmaz nem mérhető halmazt.

Bizonyítás. (A Vitali-konstrukció módosítása)
Ha A nem mérhető, akkor ő maga egy saját nem mérhető részhalmaza.
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Legyen A P L pozitív mértékű és mérhető. Feltehető, hogy A korlátos, mert ha A-nak
minden korlátos részhalmaza nullmértékű, akkor minden n-re Bp0, nq X A is, így a mérték foly-
tonossága miatt λpA X Rpq “ λpAq “ 0. Így A-nak van pozitív mértékű korlátos részhalmaza.
Válasszunk egy olyan nagy R ą 0 számot, amelyre A része a Bp0, Rq gömbnek.

Válasszunk egy olyan V Ă A halmazt, amely Qp minden eltoltjából legfeljebb egy elemet
tartalmaz, és csak akkor nem tartalmaz belőle elemet, ha A diszjunkt attól az eltolt halmaztól.
Más szóval, minden v P Rp vektorra, ha a pQp ` vq X A metszet nem üres, akkor kiválasztunk
belőle egyetlen elemet, és V ezekből a kiválasztott elemekből áll. Azt állítjuk, hogy V nem
lehet Lebesgue-mérhető. Indirekt tegyük fel, hogy V mégis mérhető.

Legyen Qp X Bp0, 2Rq “ tr1, r2, . . .u, tehát soroljuk fel a Bp0, 2Rq gömb racionális koordi-
nátájú pontjait. A Q egy korlátos, végtelen halmaz.

Tekintsük a V halmaz V1 “ V ` r1, V2 “ V ` r2, . . . eltoltjait. Mivel V mérhető, a V1, V2, . . .

eltoltjai is mérhetők, és mértékük megegyezik V mértékével.
Vegyük észre, hogy a V1, V2, . . . halmazok diszjunktak. Ha ugyanis valamelyik Vi-nek és

Vj-nek lenne egy közös x pontja, akkor x ´ ri P V ´ ri “ V és x ´ rj P V ´ rj “ V is teljesülne,
de akkor x ´ ri és x ´ rj a V halmaz két olyan pontja lenne, amely a Qp-nek ugyanabban az
P Qp ` x eltoltjában van. Ez ellentmondana a V halmaz választásának.

A következő észrevétel, hogy V1, V2, . . . lefedi A-t, azaz A Ă Ť
Vi. Tekintsünk egy tetszőleges

a P A pontot; ehhez kell olyan Vi halmazt találnunk, amely tartalmazza a-t. Az A halmaz bele-
metsz a Qp `a halmazba (mert a egy közös pontjuk), ezért a V konstrukciójában választottunk
egy b P pQp ` aq X A pontot, ami V -nek is eleme. Az a, b P A Ă Bp0, rqp miatt |a ´ b| ă 2R. Az
a ´ b tehát egy racionális vektor a Bp0, 2Rq gömbben, tehát a ´ b “ ri valamilyen i-re; akkor
viszont a “ b ` ri P pV ` riq “ Vi.

Végül, V Ă A Ă Bp0, Rq és ri P Bp0, 2Rq miatt minden i-re Vi “ V ` ri Ă Bp0, 3Rq.
Ezek után, ha V nullmértékű, akkor mindegyik Vi eltoltja is nullmértékű, és az uniójuk,Ť

Vi is nullmértékű. De ez a mérték monotonitása miatt nem lehet, mert az unió tartalmazza
a pozitív mértékű A-t.

Ha V pozitív mértékű, akkor mindegyik Vi mértéke is ugyanaz. Mivel diszjunkt mérhető
halmazok,

Ť
Vi mértéke végtelen. De ez is ellentmondás, mert az uniót lefedi a véges mértékű

Bp0, 3Rq gömb.
Így V R L.
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4. Relatív külső mértékek
Relatív külső mértékből származó külső mérték. Nemnegatív halmazfüggvényhez asszociált külső
mérték. A mérhető halmazok. A mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak. A Lebesgue-mérhető
halmazok σ-algebrát alkotnak. [Petruska, 61–63. o.]

Definíció (relatív külső mérték)

Legyen X ‰ H tetszőleges alaphalmaz, A Ă PpXq, H P A és ϕ : A Ñ r0, 8s.

• A ϕ függvény relatív külső mérték, ha σ-szubadditív és ϕpHq “ 0.

• Ha ϕ relatív külső mérték és A “ PpXq, akkor ϕ külső mérték.

Példák

• A “ PpXq, ϕpHq “
#

1 ha H ‰ H
0 ha H “ H

;

• A a Jordan-mérhető halmazok gyűrűje, ϕ a Jordan-térfogat. (Ehhez szükség van
arra, hogy a Jordan-térfogat σ-szubadditív.)

Trivialitás

Minden relatív külső mérték monoton és szubadditív.

Bizonyítás. Ha ϕ relatív külső mérték, A, B1, . . . , Bn P M és A Ă B1 Y . . . Y Bn, akkor

A Ă B1 Y . . . Y Bn Y H Y H . . . ,

a σ-szubadditivitás miatt

ϕpAq ď ϕpB1q ` . . . ` ϕpBnq ` ϕpHq ` ϕpHq ` . . .looooooooooomooooooooooon
0

,

tehát ϕ végesen szubadditív.
Az n “ 1 esetben ez éppen a monotonitás.

Állítás

Minden mérték relatív külső mérték.

Bizonyítás. Legyen pX, M, µq mértéktér, H, A1, A2... P M, hogy H Ă Ť
Ak.

A B1 “ A1, Bn “ AnzpA1 Y . . . Y An´1q halmazokkal

µpHq ď µ

˜
8ď

n“1

An

¸
“ µ

˜
8ğ

n“1

Bn

¸
“

8ÿ

n“1

µpBnq ď
8ÿ

n“1

µpAnq.

21



Definíció (asszociált külső mérték)

Tegyük fel hogy X ‰ H tetszőleges alaphalmaz, A Ă PpXq, H P A, és α : A Ñ r0, 8s
olyan, hogy αpHq “ 0.

Legyen H Ă X esetén

ϕαpHq “ inf

#
8ÿ

k“1

αpAkq : Ak P A, H Ă
8ď

k“1

Ak

+
;

ha H nem fedhető le megszámlálható sok A-beli halmazzal, akkor ϕαpHq “ 8 (mert
inf H “ `8).

Az így definiált ϕα : PpXq Ñ r0, 8s függvény az α-hoz asszociált külső mérték.

Példák

• A “ PpXq, αpHq “
#

1 ha H ‰ H
0 ha H “ H

. Ekkor ϕα “ α.

• A a p-dimenziós téglák rendszere, és α a térfogat. Ekkor ϕα a külső Lebesgue-
mérték.

• A a Jordan-mérhető halmazok gyűrűje, α a Jordan-térfogat. Ekkor is ϕα a külső
Lebesgue-mérték.

Állítás

ϕα külső mérték.

Bizonyítás. ϕαpHq “ 0 triviális ; a σ-szubadditivitást kell bizonyítani.

Tegyük fel, hogy H, F1, F2, . . . Ă X és H Ă
8Ť

n“1
Fn; Azt kell ellenőriznünk, hogy

ϕαpHq ď
8ÿ

n“1

ϕαpFnq.

Ha
8ř

n“1
ϕαpFnq “ 8, akkor az egyenlőtlenség triviális ; a továbbiakban feltesszük, hogy

8ř
n“1

ϕαpFnq véges, ekkor persze mindegyik ϕαpFnq véges.

Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t. Mindegyik Fn-et fedjük le A-beli halmazokkal
ε

2n
pon-

tossággal, vagyis vegyünk olyan An1, An2, An3, . . . P A halmazokat, amelyekre Fn Ă
8Ť

k“1

Ank és
8ř

k“1

αpAnkq ă ϕαpFnq ` ε

2n
. Az Ank halmazok együttesen a H-t is lefedik, ezért

ϕαpHq ď
8ÿ

n“1

ˆ 8ÿ

k“1

αpAnkq
˙

ă
8ÿ

n“1

ˆ
ϕαpFnq ` ε

2n

˙
“

8ÿ

n“1

ϕαpFnq ` ε.

A ε Ñ `0 határátmenettel kész vagyunk.
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4.1 Lemma

Ha ϕ relatív külső mérték valamilyen B Ą A halmazrendszeren, amire A P A esetén
ϕpAq ď αpAq, akkor bármely H P B halmazra ϕpHq ď ϕαpHq.
Vagyis, az α-nál nem nagyobb relatív külső mértékek között ϕα maximális.

Bizonyítás. Vegyünk egy tetszőleges H P B halmazt; azt kell igazolnunk, hogy ϕpHq ď
ϕαpHq. Ha ϕαpHq “ 8, akkor ez triviális . A továbbiakban feltesszük, hogy ϕαpHq véges.

Bármely ε-hoz vannak olyan A1, A2, . . . P A halmazok, hogy H Ă Ť
An és

ř
αpAnq ă

ϕαpHq ` ε; ekkor

ϕpHq
ϕ σ-szubadd.

ď
ÿ

ϕpAnq
ϕ ď α

ď ď
ÿ

αpAnq ă ϕαpHq ` ε;

Az ε Ñ `0 határátmenttel megapjuk, hogy ϕpHq ď ϕαpHq

Példák

Az előbbi példákban az asszociált külső mértékek: ő maga, illetve a külső Lebesgue-
mérték.

Definíció (Külső mérték szerint mérhető halmaz)

Legyen ϕ külső mérték az X alaphalmazon. Az A Ă X halmaz ϕ szerint mérhető vagy
ϕ-mérhető vagy csak mérhető, ha

@H Ă X ϕpHq “ ϕpH X Aq ` ϕpHzAq.

A ϕ-mérhető halmazok rendszere Mϕ.

Megjegyzés

A szubadditivitás miatt elég azt előírni, hogy

ϕpHq ě ϕpH X Aq ` ϕpHzAq.

Ez triviális akkor, ha ϕpHq “ 8, tehát elég véges külső mértékű H-ra ellenőrizni.

Tétel

• A fenti jelölésekkel Mϕ σ-algebra, és pX, Mϕ, ϕ|Mϕ
q mértéktér.

• Sőt, tetszőleges Y Ă X halmazra ϕ mérték az Mϕ|Y σ-algebrán is.

Bizonyítás. 1. állítás: Az X és H mérhető, avagy X, H P Mϕ.
Bármely H Ă X halmazra

ϕpH X Hq ` ϕpHzHq “ ϕpHq ` ϕpHq “ 0 ` ϕpHq “ ϕpHq;
ϕpH X Xq ` ϕpHzXq “ ϕpHq ` ϕpHq “ ϕpHq ` 0 “ ϕpHq.

(Most használtuk, hogy ϕpHq “ 0.)

2. állítás: Az Mϕ algebra, azaz ha A, B mérhető, akkor A Y B, A X B és AzB is mérhető.
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Legyen H Ă X tetszőleges; azt akarjuk ellenőrizni, hogy a H-t az A Y B, az A X B és az
AzB is jól vágja ketté.

Az A, B halmazok a H-t négy részre osztják: H “ H0 YHa YHb YHab (az indexek azt jelzik,
hogy az adott részhalmaz az A és B közül melyiknek része: H0 “ HzpAYBq, Ha “ pH XAqzB,
Hb “ pH X BqzA, Hab “ H X A X B. Az A és B mérhetősége miatt

ϕpHq “ ϕpH X Aq ` ϕpHzAq “
“
´

ϕ
`
pH X Aq X B

˘
` ϕ

`
pH X AqzB

˘¯
`
´

ϕ
`
pHzAq X B

˘
` ϕ

`
pHzAqzB

˘¯
“

“
´

ϕpHabq ` ϕpHaq
¯

`
´

ϕpHbq ` ϕpH0q
¯

.

Átcsoportosítva és a szubadditivitást felhasználva

ϕpHq ď ϕpH X pA Y Bqq ` ϕpHzpA Y Bqq ď
ď
´

ϕpHabq ` ϕpHaq ` ϕpHbq
¯

` ϕpH0q “ ϕpHq;
ϕpHq ď ϕpH X pA X Bqq ` ϕpHzpA X Bqq ď

ď ϕpHabq `
´

ϕpHaq ` ϕpHbq ` ϕpH0q
¯

“ ϕpHq;
ϕpHq ď ϕpH X pAzBqq ` ϕpHzpAzBqq ď

ď ϕpHaq `
´

ϕpHbq ` ϕpHabq ` ϕpH0q
¯

“ ϕpHq.

Látjuk, hogy mindenhol egyenlőség van, tehát A Y B, A X B és AzB is jól vágja ketté a H

halmazt.

3. állítás: Bármely Y Ă X esetén ϕ additív Mϕ|Y -n.
Ha A, B mérhetők, és A X Y és B X Y diszjunktak, akkor A-val vágjuk ketté az pA Y Bq X Y

halmazt:

ϕ
`
pA Y Bq X Y

˘
“ ϕ

´`
pA Y Bq X Y

˘
X A

¯
` ϕ

´`
pA Y Bq X Y

˘
zA

¯
“ ϕ

`
A X Y

˘
` ϕ

`
B X Y

˘
.

Indukcióval akárhány halmazra is igaz.

4. állítás: Mϕ σ-algebra.
A megszámlálható sok halmaz unióját kicserélhetjük páronként diszjunkt halmazok uniójá-

ra: legyen Bi “ Aiz
Ť
jăi

Aj, ekkor
Ť8

i“1 Ai “ Ů8
i“1 Bi.

Legyen Un “ B1 \ . . . \ Bn és U8 “
8Ů

i“1
Bi “

8Ť
i“1

Ai; azt akarjuk igazolni, hogy U8 mérhető.

ϕpHq Un mérhető“ ϕ
`
H X Un

˘
` ϕ

`
HzUn

˘ ϕ monoton
ě ϕ

`
H X Un

˘
` ϕ

`
HzU8

˘ Un “ \Bi“

“ ϕ

ˆ nğ

i“1

pH X Biq
˙

` ϕ
`
HzU8

˘ ϕ additív Mϕ|H -n“
nÿ

i“1

ϕpH X Biq ` ϕ
`
HzU8

˘
.

Most n Ñ 8, majd σ-szubadditivitás:

ϕpHq ě
8ÿ

i“1

ϕpH X Biq ` ϕ
`
HzU8q

ϕ σ-szubadditív
ě

ě ϕ

ˆ 8ğ

i“1

pH X Biq
˙

` ϕ
`
HzU8q “ ϕ

`
H X U8q ` ϕ

`
HzU8q.
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Tehát U8 jól vágja ketté H-t.

5. állítás: ϕ σ-additív Mϕ|Y -n.
Tegyük fel, hogy A1, A2, . . . P Mϕ, és az Ai X Y halmazok diszjunktak.

nÿ

i“1

ϕpAi X Y q ϕ additív Mϕ|Y -on“ ϕ

ˆ nğ

i“1

pAi X Y q
˙

ϕ monoton
ď

ď ϕ

ˆ 8ğ

i“1

pAi X Y q
˙

σ-szubadditívď
8ÿ

i“1

ϕpAi X Y q.

Most n Ñ 8:
8ÿ

i“1

ϕpAi X Y q ď ϕ

ˆ 8ğ

i“1

pAi X Y q
˙

ď
8ÿ

i“1

ϕpAi X Y q.

Tehát ϕ

ˆ
8Ů

i“1
pAi X Y q

˙
“

8ř
i“1

ϕpAi X Y q.
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5. Teljes mértékterek

Definíció (nullmértékű halmaz)

Legyen ϕ külső mérték az X alaphalmazon. Az N Ă X halmaz ϕ-nullmértékű, ha
ϕpNq “ 0.

Állítás

A ϕ-nullmértékű halmazok ϕ-mérhetőek, avagy ϕpNq “ 0 esetén N P Mϕ.

Bizonyítás. Bármely H Ă X-re

ϕpH X Nq ` ϕpHzNq ď 0 ` ϕpHq.

Definíció (teljes mértéktér)

Az pX, M, µq mértéktér teljes, ha a µ-nullmértékű halmazok részhalmazai is mérhetőek,
tehát bármely N P M, µpNq “ 0, Z Ă N , esetén Z P M. (A monotonitás miatt
triviális , hogy µpZq “ 0.)

Következmény

Bármely Y Ă X halmazra pY, Mϕ|Y , ϕ|Mϕ|Y q teljes mértéktér.

Következmény

A Lebesgue-mérhető halmazok σ-algebrát alkotnak, és ezen a λ egy teljes mérték.

Tétel

Minden mértéktér teljessé tehető, vagyis:
Ha pX, M, µq mértéktér, akkor

• létezik egy egyértelmű minimális M˚ Ă PpXq σ-algebra

• és egy szintén egyértelmű µ˚ : M˚ Ñ r0, 8s mérték

• úgy hogy M Ă M˚, µ˚
|M “ µ és pX, M˚, µ˚q teljes.

Bizonyítás. 1. Legyen

M˚ “ tA “ M Y Z : M P M; DN P M µpNq “ 0, Z Ă Nu,

tehát azon A-k halmaza, amelyek előállnak mint egy M mérhető halmaz plusz valami, null-
mértékű halmazzal lefedhető "zaj". Az ilyen A halmazoknak mindenképpen benne kell lennie a
keresett σ-algebrában.

A bizonyítás során M , Mi mindig mérhető, N és Ni nullmértékű mérhető, Z és Zi az N ,
illetve az Ni valamilyen részhalmazát fogja jelenteni, A “ M Y Z, és Ai “ Mi Y Zi.

A M˚ rendszer egy σ-algebra, mert
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• H, X P M Ă M˚;

• zárt a komplementumképzésre: XzpM Y Zq “ pXzpM Y Nqq Y pNzMzZq P M˚;

• zárt a megszámlálható unióra: ha M1, M2, . . . P M mérhetők, N1, N2, . . . P M nullmérté-
kűek, és Zi Ă Ni, akkor

ŤpMi Y Ziq “
´Ť

Mi

¯
Y
´Ť

Zi

¯
P M˚; itt

Ť
Mi mérhető, ésŤ

Zi része a nullmértékű
Ť

Ni-nek.

2. Legyen µ˚pM Y Zq “ µpMq; csak ez a függvény lehetséges, mert

µpMq “ µ˚pMq ď µ˚pM Y Zq ď µ˚pM Y Nq ď µ˚pMq ` µ˚pNq “ µpMq ` µpNq “ µpMq.

Szükséges az, hogy ez az érték jól definiált legyen. Legyen A P M˚, M1, N1, Z1 és M2, N2, Z2

a definíció szerinti halmazok, hogy M1 Y Z1 “ M2 Y Z2 “ A. Ekkor

M1zM2 Ă AzM2 Ă Z2 Ă N2, ezért µpM1zM2q “ 0;

M1 X M2 Ă M1 “ pM1 X M2q \ pM1zM2q

µpM1 X M2q ď µpM1q ď µpM1 X M2q ` µpM1zM2qloooomoooon
0

,

amiből µpM1q “ µpM1 X M2q.
Ugyanígy, µpM2q “ µpM1 X M2q, tehát µpM1q “ µpM2q.

3. A µ˚ függvény σ-additív: Legyenek A1 “ M1 Y Z1, A2 “ M2 Y Z2, . . . P M˚ páronként
diszjunkt halmazok, ahol Mi P M és Zi lefedhető valamilyen Ni P M nullmértékű halmazzal.
Az

Ť
Zi halmazt lefedi a nullmértékű

Ť
Ni, ezért

µ˚
´ğ

Ai

¯
“ µ˚

ˆ´ğ
Mi

¯
Y
´ď

Zi

¯˙
“ µ

´ğ
Mi

¯
“
ÿ

µpMiq “
ÿ

µ˚pAiq.

Most már tudjuk, hogy pX, M˚, µ˚q mértéktér.

4. A pX, M˚, µ˚q mértéktér teljes: Tegyük fel, hogy A “ M Y Z P M˚ és µ˚pAq “ 0, tehát A

egy µ˚-nullmértékű halmaz, és B Ă A. Az kell, hogy B P M˚.
Vegyük észre, hogy µpMq “ µ˚pAq “ 0, tehát B felírható B “ H Y B alakban, ahol H P M

és B lefedhető a µ-nullmértékű pM Y Nq halmazzal, tehát B P M˚.
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6. A mértékkiterjesztési tétel
Félgyűrűn additív relatív külső mérték kiterjeszthető a generált gyűrűre. Példa arra, hogy a
kiterjesztés nem mindig egyértelmű. Mértékkiterjesztési tétel. A kiterjesztés egyértelműsége σ

térben. [Petruska, 64–66. o.]

Kérdés

• Igaz-e, hogy Rp-ben minden Jordan-mérhető halmaz Lebesgue-mérhető, és a
Lebesgue-mértékük ugyanaz, mint a Jordan-mértékük?

• Általában, igaz-e, hogy ha α relatív külső mérték az A rendszeren, akkor A elemei
mérhetők ϕα szerint, vagyis A Ă Mϕα

, és bármely A P A halmazra ϕαpAq “ αpAq?

Az, hogy ϕαpAq “ αpAq, következik abból, hogy az α függvény relatív külső mérték.

Példa

• A “ PpXq, αpHq “
#

1 ha H ‰ H
0 ha H “ H,

• ϕα “ α.

• Ha a P A és b R A, akkor

– A rosszul vágja ketté a H “ ta, bu halmazt:

αpHq “ 1, αpH X Aq ` αpHzAq “ 1 ` 1.

– Az alaphalmazt is rosszul vágja ketté:

αpXq “ 1, αpX X Aq ` αpXzAq “ 1 ` 1.

• Csak H és X mérhető.

• Hiányzik az additivitás.

• Kössük ki, hogy α additív az A rendszeren.
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Példa

X “ R, A “ tHu Y tpc, 8q : c P Ru, αpHq “ 0; αppc, 8qq “ 1.

•

ϕαpAq “

$
’&
’%

0 ha A “ H
1 ha A ‰ H, de alulról korlátos

8 ha A nem korlátos alulról

• Ha a P A és b P XzA, akkor A rosszul vágja ketté a H “ ta, bu halmazt:

ϕαpHq “ 1, ϕαpH X Aq ` ϕαpHzAq “ 1 ` 1.

• Most is csak két mérhető halmaz van.

• Az additivitás igaz, csak semmitmondó: nincsenek nemüres, diszjunkt halmazaink.

• Van additivitás, de az A halmazrendszer túl sovány.

• Ki fogjuk kötni, hogy a fedésre használt A halmazrendszer félgyűrű, és ezen az α

függvény additív.

Tétel

Legyen A Ă PpXq félgyűrű, α : A Ñ r0, 8s,

• α relatív külső mérték, továbbá

• α még additív is.

Ekkor A Ă Mϕα
és ϕα|A “ α, vagyis

• Minden A-beli halmaz mérhető ϕα szerint, és

• Bármely A P A halmazra ϕαpAq “ αpAq.

Bizonyítás. A σ-szubadditivitás miatt triviális , hogy ϕα|A “ α; azt kell igazolni, hogy
minden A P A mérhető. Legyen tehát A P A és H Ă X tetszőleges; a célunk ϕαpH X Aq `
ϕαpHzAq ď ϕαpHq. Ha ϕαpHq “ 8, akkor ez triviális ; feltehetjük tehát, hogy ϕαpHq véges.

Vegyünk egy tetszőleges ε-t, és ehhez olyan B1, B2 . . . P A halmazokat, amelyek úgy fedik
H-t, hogy

ř
αpBnq ă ϕαpHq ` ε.

Mindegyik Bn-re BnXA P A, és a BnzA halmaz felbomlik páronként diszjunkt Cn1, . . . , Cn,kn
P
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A elemek uniójára: Bn “ pBn X Aq \ Cn1 \ . . . \ Cn,knlooooooooomooooooooon
BnzA

. Az additivitás miatt

αpBn X Aq `
knÿ

i“1

αpCniq α additív“ αpBnq,

ϕαpH X Aq
ϕα def

ď
8ÿ

n“1

αpBn X Aq,

ϕαpHzAq
ϕα σ-szubadd

ď
8ÿ

n“1

ϕαpBnzAq
ϕα def

ď
8ÿ

n“1

ˆ knÿ

i“1

αpCniq ` αpHq ` αpHq ` . . .

˙
,

ϕαpH X Aq ` ϕαpHzAq ď
8ÿ

n“1

ˆ
αpBn X Aq `

knÿ

i“1

αpCniq
˙

“
8ÿ

n“1

αpBnq ă ϕαpHq ` ε.

Végül ε Ñ 0 és kész.

Kérdés

A fenti tétel kiterjeszti az α halmazfüggvényt mértékként egy, az A-t tartalmazó σ-
algebrára. Igaz-e, hogy a kiterjesztés egyértelmű?

Általában nem igaz:

Példa

Álljon A az R félig nyílt intervallumaiból, és legyen αpAq “ 8 ha A nemüres. Ekkor
α kiterjeszthető a PpRq halmazrendszerre, de a kiterjesztés nem egyértelmű. Lehetséges
kiterjesztés például a konstans 8 és a számlálómérték is.

Viszont ha az α nem túl nagy, az egész tér felbomlik megszámlálható sok, véges mértékű da-
rabra (mint ahogy Rp felbomlik megszámlálható sok korlátos téglára), akkor már a kiterjesztés
egyértelmű.

Definíció (σ-végesség)

• Legyen X tetszőleges alaphalmaz, A Ă PpXq és α : A Ñ r0, 8s relatív külső
mérték. Azt mondjuk, hogy a H Ă X halmaz σ-véges az α szerint, ha léteznek
olyan A1, A2... P A halmazok, amelyekre mindegyik αpAnq véges, és

H Ď
8ď

k“1

Ak.

• Az pX, M, µq mértéktér, illetve a µ mérték σ-véges, ha X a µ szerint σ-véges, avagy
felbontató megszámlálható sok véges mértékű halmazra.
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Példák

• Rp σ-véges a Jordan-mérték szerint.

• R nem σ-véges a számosságmérték szerint. A számosságmérték szerint σ-véges
halmazok a megszámlálható halmazok.

6.1 Tétel

Legyen A Ă PpXq félgyűrű, α : A Ñ r0, 8s relatív külső mérték, ami még additív is, és
tegyük fel, hogy X σ-véges.
Ekkor bármely M olyan σ-algebrára, amelyre A Ă M Ă Mϕα

, az α egyértelműen
terjeszthető ki M-re, azaz ha µ mérték M-en és µ|A “ α, akkor µ “ ϕα|M.

Bizonyítás. Az X olyan A1, A2, . . . P A halmazok uniója, amelyekre minden αpAnq vé-
ges. A 1.1 lemma miatt ezeket kicserélhetjük olyan, páronként diszjunkt B1, B2, . . . P A hal-
mazokra, amelyek uniója szintén X, és mindegyik Bk részhalmaza valamelyik An-nek, így
αpBkq ď αpAnq ă 8.

A 4 lemma miatt µ ď ϕα, így bármely H P M halmazra

αpBnq “ µpBnq “ µpBn X Hq ` µpBnzHq ď ϕαpBn X Hq ` ϕαpBnzHq “ ϕαpBnq “ αpBnq,

és itt minden véges volt, tehát például µpH X Bnq “ ϕαpH X Bnq. Összegezve

µpHq “
8ÿ

n“1

µpH X Bnq “
8ÿ

n“1

ϕαpH X Bnq “ ϕαpHq.

Következmény (Caratheodory-féle mértékkiterjesztési tétel
(Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή, 1873–1950))

Legyen X tetszőleges alaphalmaz, A félgyűrű PpXq-en, α : A Ñ r0, 8s additív és σ-
szubadditív és αpHq “ 0. Ekkor

• Az α függvény kiterjeszthető az A által generált σ-algebrán mértékké.

• Ha X σ-véges, akkor a kiterjesztés egyértelmű.

A Lebesgue-mérték befejezése

Az előbbi tételeket alkalmazhatjuk a Jordan-mérhető halmazok gyűrűjére vagy a ra1, b1qˆ . . .ˆ
rap, bpq alakú félig nyílt téglák félgyűrűjére.

Lemma

• Minden dimenzióban, a félig nyílt téglák félgyűrűjén a Jordan-mérték additív relatív
külső mérték.

• Minden dimenzióban, a Jordan-mérhető halmazok gyűrűjén a Jordan-térfogat ad-
ditív relatív külső mérték.

Bizonyítás. A Jordan-mérték additivitását tudjuk.
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Tegyük fel, hogy A, B1, B2, . . . P J pRpq és A Ă
8Ť

i“1
Bi; a σ-szubadditivitáshoz azt akarjuk

igazolni, hogy tpAq ď
8ř

i“1
tpBiq.

Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0-t. Elég finom kockázással az A belső kockái egy olyan K Ă A

kompakt halmazt alkotnak, amelyre tpKq ą tpAq ´ ε. Mindegyik Bi-hez vegyük a tér egy
kellően finom kockázását úgy, hogy a fedő kockák össztérfogata kisebb legyen, mint tpBiq ` ε

2i
.

A fedő kockákat kicsit meghízlalva kaphatunk olyan Gi Jordan-mérhető nyílt halmazt, amelyre
Bi Ă Gi és tpGiq ă tpBiq ` 2

ε

2i
.

A kompaktság miatt a K halmazt véges sok Gi, mondjuk az első n darab is lefedi. Ezek
után a Jordan- mérték szubadditivitása miatt

tpAq ´ ε ă tpKq ď tpG1 Y . . . Y Gnq ď
nÿ

i“1

tpGiq ă
nÿ

i“1

ˆ
tpBiq ` 2

ε

2i

˙
ă

8ÿ

i“1

tpBiq ` 2ε.

Most ε Ñ `0-ból tpAq ď
8ř

i“1
tpBiq.

Téglákra a bizonyítás ugyanez, de egyszerűbb: A, B1, B2, . . . félig nyílt téglák; az A-t egy
nála kisebb K zárt téglára cseréljük, a Bi halmazt pedig egy nála bővebb nyílt téglára.

Következmény

• Jp Ă Lp, avagy a Jordan-mérhető halmazok Lebesgue-mérhetőek is.

• BpRpq Ă Lp, avagy minden Borel-halmaz Lebesgue-mérhető. (A félig nyílt téglák
Borel-halmazok, és generálják BpRpq-t.)

• tp “ λp|Jp
, vagyis a Lebesgue-mérték a Jordan-mérték kiterjesztése.

• A Lebesgue-mérték teljes.

• A Lp σ-algebrán a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitív, normált, eltolásinvariáns
mérték.

• Az Rp-n a Lebesgue-mérték az egyetlen pozitív, normált, eltolásinvariáns Borel-
mérték.
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7. Lebesgue–Stieltjes mértékek 1-dimenzióban
Lokálisan véges 1-dimenziós Borel-mérték eloszlásfüggvénye. Az eloszlásfüggvény balról folytonos.
A különböző típusú intervallumok mértékének kifejezése az eloszlásfüggvénnyel. Additív inter-
vallumfüggvények. Megengedett végpontok. Egydimenziós Lebesgue–Stieltjes mértékek. Minden
lokálisan véges Borel-mérték egy Lebesgue–Stieltjes mérték megszorítása a Borel-mérhető halma-
zokra. [Petruska, 69–75. o.]

Most egy darabig egy I Ă R nyílt intervallum lesz a világ (az I lehet félegyenes vagy az
egész R is), és a pI, BpIq, µq lokálisan véges Borel-mértékeket vizsgáljuk.

Definíció (Borel-mérték)

Ha X topologikus tér, µ : BpXq Ñ r0, 8s mérték, akkor az pX, B, µq egy Borel-mértéktér
és µ egy Borel-mérték.
Vannak, akik a BpXq-nél bővebb σ-algebrákon értelmezett mértékeket is "Borel-
mértéknek" nevezik.

Definíció (lokálisan véges Borel-mérték)

Az pRp, BpRpq, µq mértéktér lokálisan véges, ha

(a) Minden pontnak van véges mértékű környezete, azaz

@a P Rp Dr ą 0 Bpa, rq Ă Rp, µpBpa, rqq ă 8;

(b) Minden kompakt K Ă Rp halmaz mértéke véges.

Ez a kettő ekvivens; (b) ùñ (a) triviális , mert minden pontnak van kompakt kör-
nyezete; (a) ùñ (b) azért, mert K minden pontja körül vehetünk egy-egy véges mértékű
környezetet, és a kompaktság miatt ezek közül véges sok is fedi K-t.

Definíció (intervallumfüggvény eloszlásfüggvénye)

Legyen A “ tHu Y
 

ra, bq : a, b P I, a ă b
(

és α : A Ñ R vagy α : A Ñ C.
Az F : I Ñ R függvény az α halmazfüggvénynek eloszlásfüggvénye, ha bármely ra, bq
esetén

α
`
ra, bq

˘
“ F pbq ´ F paq.

Lemma

• Az α-nak akkor és csak akkor létezik eloszlásfüggvénye, ha additív.

• Speciálisan, minden lokálisan véges mértéknek létezik eloszlásfüggvénye.

Bizonyítás.
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• ñ: Ha van eloszlásfüggvény, és rx0, x1q \ rx1, x2q \ . . . \ rxn´1, xnq “ rx0, xnq, akkor
nÿ

i“1

α
`
rxi´1, xiq

˘
“

nÿ

i“1

`
F pxiq ´ F pxi´1q

˘
“ F pxnq ´ F px0q “ α

`
rxn, x0q

˘
.

• ð: Ha α additív, akkor válasszunk egy x0 P I kezdőpontot, és legyen

F pxq “

$
’&
’%

0 ha x “ x0

αprx0, xqq ha x ą x0

´αprx, x0qq ha x ă x0.

– Ha a ă b ă x0, akkor α
`
ra, bq

˘
“ α

`
ra, x0q

˘
´ α

`
rb, x0q

˘
“ p´F paqq ´ p´F pbqq.

– Ha a ă x0 ď b, akkor α
`
ra, bq

˘
“ α

`
ra, x0q

˘
` α

`
rx0, bq

˘
“ p´F paqq ` F pbq.

– Ha x0 ď a ă b, akkor α
`
ra, bq

˘
“ α

`
rx0, bq

˘
´ α

`
rx0, aq

˘
“ F pbq ´ F paq.

Lemma

(a) Ha F a pI, BpIq, µq mértéknek eloszlásfüggvénye, akkor F monoton nő és balról
folytonos.

(b) A további intervallumtípusok mértéke F -fel kifejezve

µ
`
ra, bs

˘
“ F pb ` 0q ´ F paq “ F pb ` 0q ´ F pa ´ 0q, speciálisan

µ
`
tau

˘
“ F pa ` 0q ´ F paq “ F pa ` 0q ´ F pa ´ 0q;

µ
`
pa, bq

˘
“ F pbq ´ F pa ` 0q “ F pb ´ 0q ´ F pa ` 0q,

µ
`
pa, bs

˘
“ F pb ` 0q ´ F pa ` 0q.

Bizonyítás.

• Bármely a ă b esetén F pbq ´ F paq “ µ
`
ra, bq

˘
ě 0, tehát F paq ď F pbq.

• Bármely xn Õ a sorozatra, az rxn, aq intervallumok metszete H. A mérték folytonossága
miatt

0 “ µpHq “ µ
´č

rxn, aq
¯

“ lim µ
`
rxn, aq

˘
“ lim

`
F paq ´ F pxnq

˘
“ F paq ´ F pa ´ 0q,

tehát F pa ´ 0q “ F paq.

• Bármely xn Œ a sorozatra az ra, xnq intervallumok metszete az tau pont.

µ
`
tau

˘
“ µ

´č
ra, xnq

¯
“ lim µ

´
ra, xnq

¯
“ lim

´
F pxnq ´ F paq

¯
“ F pa ` 0q ´ F paq.

• µ
´

ra, bs
¯

“ µ
´

ra, bq
¯

` µ
´

tbu
¯

“
`
F pbq ´ F paq

˘
`
`
F pb ` 0q ´ F pbq

˘
“ F pb ` 0q ´ F paq.

• µ
´

pa, bq
¯

“ µ
´

ra, bq
¯

´ µ
´

tau
¯

“
`
F pbq ´ F paq

˘
´
`
F pa ` 0q ´ F paq

˘
“ F pbq ´ F pa ` 0q.

Kérdés (Megfordítás?)

Van egy monoton növő F : I Ñ R függvényünk. Létezik-e olyan µ Borel-mérték, amely-
nek F eloszlásfüggvénye?

34



• A megfordítás ezek után olyasmi lenne, hogy kapunk egy monoton növő F : I Ñ R függ-
vényt, a megváltozásából készítünk egy additív intervallumfüggvényt, és ezt az additív
függvényt kiterjesztjük mértékké. Ha F nem minden pontban folytonos balról, akkor baj
van. Ezen többféleképpen segíthetünk. Két fontos lehetőséget érdemes megemlíteni:

– Kiköthetjük, hogy csak balról folytonos F -et engedünk meg. Vagy:

– Az intervallumaink A félgyűrűjében nem engedünk meg minden végpontot.

∗ Csak az olyan végpontokat engedjük meg, ahol F balról folytonos. Vagy:
∗ Csak az olyan végpontokat engedjük meg, ahol F folytonos.

– Szerencsére egy monoton függvénynek legfeljebb csak megszámlálható sok szakadási
pontja lehet (mert minden szakadásnál átugrik racionális számokat, és egy racioná-
lis számot legfeljebb csak egyszer ugorhat át), tehát F folytonossági pontjai sűrűn
vannak I-ben.

• Mostantól kezdve F : I Ñ R monoton növő.

• V Ă I egy sűrű halmaz (a megengedett Végpontok halmaza).

• A V minden pontjában F balról folytonos.

• A “ tHu Y
 

ra, bq : a, b P V, a ă b
(

(ami félgyűrű),

• αpHq “ 0 és αpra, bqq “ F pbq ´ F paq.
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Lemma

Legyen F : I Ñ R monoton növő, V Ă I sűrű halmaz úgy, hogy V minden pontjában F

balról folytonos,
A “ tHu Y tra, bq : a, b P V, a ă bu a félig nyílt intervallumok félgyűrűje,
αpHq “ 0 és αpra, bqq “ F pbq ´ F paq.
Ekkor az α halmazfüggvény additív relatív külső mérték.

Bizonyítás.

• Az triviális , hogy α additív.

• Megmutatjuk, hogy α szubadditív. Tegyük fel, hogy az A “ ra, bq intervallumot lefedik a

Ci “ rci, diq (i “ 1, 2, . . . n) intervallumok; az kell, hogy αpAq ď
nř

i“1
αpCiq.

• Az A intervallumot a ci, di pontok kis félig nyílt intervallumokra osztják: A “ A1\. . .\Ak.

• Minden j “ 1, 2, . . . , k-ra legyen χpi, jq “ 1, ha Aj Ă Ci; egyébként Aj X Ci “ H és
χpi, jq “ 0.

nÿ

i“1

αpCiq ě
nÿ

i“1

αpCi X Aq “
nÿ

i“1

α

ˆ
Ci X

kğ

j“1

Aj

˙
“

nÿ

i“1

α

ˆ kğ

j“1

pCi X Ajq
˙

“

“
nÿ

i“1

ˆ kÿ

j“1

αpCi X Ajlooomooon
Aj vagy H

q
˙

“
nÿ

i“1

ˆ kÿ

j“1

χpi, jq ¨ αpAjq
˙

“

“
kÿ

j“1

ˆ nÿ

i“1

χpi, jq
˙

¨ αpAjq ě
kÿ

j“1

1 ¨ αpAjq “ αpAq.

• Most megmutatjuk, hogy α σ-szubadditív.

• Tegyük fel, hogy az A “ ra, bq P A intervallumot lefedik a Ci “ rci, diq P A (i “ 1, 2, . . .)

intervallumok; azt kell igazolnunk, hogy αpAq ď
8ř

i“1
αpCiq.

• Terv: Az A “ ra, bq halmazt egy picit kisebb, de kompakt ra, b1s intervallumra szűkítjük,
a Ci “ rci, diq fedő halmazokat pedig picit bővebb pc1

i, diq, nyílt intervallumokra. Utána
a kompaktság miatt véges sok Ci is lefed, és működik a szubadditivitás.

A

C2C1

a bc1c′
1

c2 d1c′2 b′ d2

• Vegyünk egy ε ą 0-t.

• A b1 P A X V megengedett végpontot úgy választjuk, hogy α
`
ra, b1q

˘
ą α

`
ra, bq

˘
´ ε,

vagyis F pb1q ą F pbq ´ ε; ilyen b1 létezik, mert F balról folytonos b-ben.

• A c1
i ă ci megengedett végpontot úgy választjuk, hogy α

`
rc1

i, diq
˘

ă α
`
rci, diq

˘
` ε

2i
, vagyis

F pc1
iq ą F pciq ´ ε

2i
; ilyen c1

i is létezik.
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• Tudjuk, hogy

ra, b1s Ă ra, bq Ă
8ď

i“1

rci, diq Ă
8ď

i“1

pc1
i, diq.

• az ra, b1s intervallum kompakt, ezért lefedi az unióból véges sok nyílt pc1
i, diq is, mondjuk

az első n darab.

ra, b1q Ă ra, b1s Ă
nď

i“1

pc1
i, diq Ă

nď

i“1

rc1
i, diq.

αpAq ´ ε ă α
`
ra, b1q

˘
ď

nÿ

i“1

α
`
rc1

i, diq
˘

ă
nÿ

i“1

ˆ
αpCiq ` ε

2i

˙
ă

8ÿ

i“1

αpCiq ` ε.

• Végül ε Ñ 0, kész.

Következmény

Az α additív és relatív külső mérték, I σ-véges, és az A által generált σ-algebra BpIq,
ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint α egyértelműen kiterjeszthető Borel-mértékké I-n.

Definíció (1-változós Lebesgue–Stieltjes mérték)

• Legyen G Ă R nyílt intervallum,

• F : G Ñ R monoton növő,

• V Ă G az F folytonossági pontjainak halmaza,

• A “
 

Hu Y
 

ra, bq : a, b P V, a ă b
(

a folytonossági intervallumok félgyűrűje,

• α : A Ñ r0, 8q, α
`
ra, bq

˘
“ F pbq ´ F paq, az F megváltozása a folytonossági inter-

vallumokon;

• Legyen µ “ ϕα az α-hoz asszociált külső mérték. A neve: az F megváltozásából
származó Lebesgue–Stieltjes külső mérték.

• Legyen µ a µ megszorítása a µ szerint mérhető halmazokra. Neve: az F megválto-
zásából származó Lebesgue–Stieltjes mérték. (Thomas Joannes Stieltjes 1856–1894)

Tétel

Ha µ az az F megváltozásából származó Lebesgue–Stieltjes mérték, akkor:

• Bármely folytonossági intervallumra µ
`
ra, bq

˘
“ F pbq ´ F paq.

• Ha F balról folytonos, akkor minden intervallumra µ
`
ra, bq

˘
“ F pbq ´ F paq.

• Minden Borel-halmaz µ-mérhető.

• µ teljes.
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Tétel

Bármely monoton növő F : I Ñ R függvény megváltozása indukál egy lokálisan véges
Lebesgue–Stieltjes mértéket, amelyre nézve minden Borel-halmaz mérhető.

Tétel

Minden lokálisan véges Borel-mérték egy Lebesgue–Stieltjes mérték megszorítása a Borel-
halmazokra.
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8. Lebesgue–Stieltjes mértékek véges dimenzióban
Additív téglafüggvény. Eloszlásfüggvény. Folytonossági hipersík. A folytonossági hipersíkok hal-
maza megszámlálható. Lebesgue–Stieltjes mérték véges dimenzióban. [Petruska, 69–72. o.]

Additív intervallumfüggvények

Most a világ egy nyílt G Ă Rp halmaz lesz. Téglának vagy intervallumnak az ra1, b1q ˆ . . . ˆ
rap, bpq alakú félig nyílt szorzatokat fogjuk nevezni, amelyeknek a lezártja is része G-nek, vagyis
elég kis ε ą 0 esetén pa1 ´ ε, b1 ` εq ˆ . . . ˆ pap ´ ε, bp ` εq Ă G. A téglák félgyűrűjét jelöljük
mondjuk T -vel.

A téglák félgyűrűjén legyen α egy additív, nemnegatív, véges függvény, α : T Ñ r0, 8q. Ezt
az additív intervallumfüggvényt szeretnénk kiterjeszteni mértékké.

Eloszlásfüggvény?

Tegyük fel, hogy α : T Ñ r0, 8q véges, additív függvény. (Kiköthetjük, hogy αpHq “ 0, de ez az
additivitásból következik.) Milyen G Ñ R függvényt nevezhetnénk "α eloszlásfüggvényének"?

2-dimenzióban azt várjuk el, hogy bármely ra, bq ˆ rc, dq téglára

α
`
ra, bq ˆ rc, dq

˘
“ F pb, dq ´ F pa, dq ´ F pb, cq ` F pa, cq,

általában pedig bármely T “
pą

i“1

rai, biq téglára

αpT q “
ÿ

ε1,...,εpPt0,1u

p´1qε1`...`εpF

ˆ"
b1 ha ε1 “ 1
a1 ha ε1 “ 0

*
, . . . ,

"
bp ha εp “ 1
ap ha εp “ 0

*˙
,

tehát a tégla minden csúcsában vesszük az eloszlásfüggvény értékét, ezeknek sakktáblaszerűen
pozitív és negatív előjeleket adunk (a legfelső csúcs előjele pozitív), és összeadjuk.

Ha G vagy α elég szép, mondjuk G az egész tér, akkor tudunk az additív téglafüggvényünk-
ből viszonylag szép, pl. minden koordinátában monoton eloszlásfüggvényt készíteni. Például,
ha α a Jordan-térfogat, akkor F pxq “ x1 ¨ . . . ¨ xp egy jó eloszlásfüggvény. Ha G “ Rp és α

tetszőleges, akkor lehet F pxq “ ˘α
`
r0, x1qˆ. . .ˆr0, xpq

˘
, ahol a negatív xi esetén r0, xiq helyett

az rxi, 0q intervallumot vesszük, és az előjel attól függ, hogy az x1, . . . , xp koordináták között
hány negatív van.

Ha viszont G bonyolult, akkor Ñ ... ööö ...

Folytonossági hipersíkok

Inkább nem is fogunk eloszlásfüggvényekkel bíbelődni, csak veszünk egy véges, additív α : T Ñ
r0, 8q téglafüggvényt, és az eloszlásfüggvény folytonossága helyett közvetlenül az α "folytonos-
ságát" fogjuk vizsgálni.
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Definíció (Folytonossági hipersík)

Az x1 “ c hipersík az α : T Ñ R intervallumfüggvénynek folytonossági hipersíkja, ha
minden olyan Rn P T csökkenő téglasorozatra, amelyre

Rn “ run, vnq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq, un Õ c és vn Œ c,

teljesül, hogy αpRnq Ñ 0.
A többi koordinátatengelyre merőlegesen hasonlóan definiáljuk az x2 “ c, . . . , xp “ c

alakú folytonossági hipersíkokat.

Lemma

Megszámlálható sok kivétellel minden, a tengelyekkel párhuzamos hipersík folytonossági
hipersík.

Bizonyítás. Nyilván elég az x1 “ c alakú síkokra.
Vizsgáljunk egy olyan kivételes c-t, amire x1 “ c nem folytonossági hipersík. A c-hez van

egy Rn “ run, vnq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq csökkenő téglasorozat, amelyre lim αpRnq ą 0.
A pp ´ 1q-dimenziós ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq téglát kicsit meghízlalhatjuk (ezzel a határérték

nem csökken), így az a2, b2, . . . , ap, bp koordinátákat racionális számoknak is választhatjuk. Ezek
után válasszunk olyan a1 ă c és b1 ą c racionális számokat is, amelyekre ra1, b1qˆ . . .ˆrap, bpq P
T .

x1

xp x1 = c

a2

b2

x2

a1

b1c

un

ap

bp

vn

Rn

Vizsgáljuk most az

f : ra1, b1s Ñ R, fpxq “ α
´

ra1, xq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq
¯

monoton növő függvényt; erre

αpRnq “ α
`
run, vnq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq

˘
“

“ α
`
ra1, vnq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq

˘

´ α
`
ra1, unq ˆ ra2, b2q ˆ . . . ˆ rap, bpq

˘
“

“ fpvnq ´ fpunq,

így
lim αpRnq “ fpc ` 0q ´ fpc ´ 0q ą 0.
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Végül válasszunk egy q P
`
fpc ´ 0q, fpc ` 0q

˘
racionális számot, amelyet az fpxq függvény

a c pontban átugrik. Ezzel minden kivételes c-hez rendeltünk egy racionális számokból álló
pa1, b1, . . . , ap, bp, qq, sorozatot.

A sorozatból visszafelé következtetve az fpxq függvény egyértelműen meghatározott, és csak
az x1 “ c pontban ugorja át a q értéket, tehát az pa1, b1, . . . , ap, bp, qq sorozat egyértelműen
meghatározza c-t. Mivel racionális sorozatból csak megszámlálható sok van, így kivételes c

értékből is. l

A nem folytonossági hipersíkokkal baj van, ezért ezeket a kivételes koordinátaértékeket nem
fogjuk megengedni.

Lemma

Legyen V Ă G az olyan pc1, . . . , cpq pontok halmaza, amelyekre mindegyik xi “ ci sík
folytonossági hipersíkja α-nak, és legyen F az olyan téglák félgyűrűje, amelyeknek minden
csúcsa V -beli. Ekkor a α függvény σ-szubadditív a F félgyűrűn.

Bizonyítás. (Ugyanaz, mint az 1-dimenziós Lebesgue–Stieltjes mértéknél.)

• Először megmutatjuk, hogy α szubadditív. Tegyük fel, hogy az A téglát lefedik a C1, . . . Cn

téglák; az kell, hogy αpAq ď
nř

i“1
αpCiq.

• Az A téglát a fedőtéglák lapsíkjai kisebb téglákra bontják: A “ A1 \ . . . \ Ak.

• Minden j “ 1, 2, . . . , k-ra legyen χpi, jq “ 1, ha Aj Ă Ci; egyébként Aj X Ci “ H és
χpi, jq “ 0.

nÿ

i“1

αpCiq ě
nÿ

i“1

αpCi X Aq “
nÿ

i“1

α

ˆ
Ci X

kğ

j“1

Aj

˙
“

nÿ

i“1

α

ˆ kğ

j“1

pCi X Ajq
˙

“

“
nÿ

i“1

ˆ kÿ

j“1

αpCi X Ajlooomooon
Aj vagy H

q
˙

“
nÿ

i“1

ˆ kÿ

j“1

χpi, jq ¨ αpAjq
˙

“

“
kÿ

j“1

ˆ nÿ

i“1

χpi, jq
˙

¨ αpAjq ě
kÿ

j“1

1 ¨ αpAjq “ αpAq.

• Most megmutatjuk, hogy α σ-szubadditív.

• Tegyük fel, hogy az A P A téglát lefedik a C1, C2, . . . P A téglák; azt kell igazolnunk, hogy

αpAq ď
8ř

i“1
αpCiq.

• Vegyünk egy ε ą 0-t.

• Az A felső lapsíkjait befelé toljuk úgy, hogy a kapott A1 téglára cl A1 Ă A, és αpA1q ą
αpAq ´ ε legyen. (Lehet, mert a lapsíkok folytonossági hipersíkok.)

• A Ci alsó lapsíkját lefelé (kifelé) toljuk úgy, hogy az így kapott C 1
i téglára int C 1

i Ą Ci és
αpC 1

iq ă αpCiq ` ε

2i
legyen.
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• Ezek után

cl A1 Ă A Ă
8ď

i“1

Ci Ă
8ď

i“1

pint C 1
iq.

• A kompaktság miatt valamilyen n-re

A1 Ă cl A1 Ă
nď

i“1

pint C 1
iq Ă

nď

i“1

C 1
i

αpAq ´ ε ă αpA1q ď
nÿ

i“1

αpC 1
iq ă

nÿ

i“1

ˆ
αpCiq ` ε

2i

˙
ă

8ÿ

i“1

αpCiq ` ε.

• Végül ε Ñ 0, kész.

Következmény

Az α additív és relatív külső mérték, G σ-véges, és az A által generált σ-algebra BpGq,
ezért a mértékkiterjesztési tétel szerint α egyértelműen kiterjeszthető Borel-mértékké G-n.

Definíció (p-dimenziós Lebesgue–Stieltjes mérték)

Legyen G Ă Rp nyílt, T azoknak a félig nyílt tégláknak a félgyűrűje, amelyeknek a lezártja
is része G-nek, és legyen α : T Ñ r0, 8q additív.
Legyen V Ă G az olyan pc1, . . . , cpq pontok halmaza, amelyekre mindegyik xi “ ci sík
folytonossági hipersíkja α-nak, és legyen F az olyan téglák félgyűrűje, amelyeknek minden
csúcsa V -beli.
Az α|F -hoz asszociált ϕ “ ϕα|F külső mértéket az α-ból származó Lebesgue–Stieltjes külső
mértéknek nevezzük.
A ϕ-mérhető halmazok M σ-algebrájára megszorítva, µ “ ϕ|M az α-ból származó
Lebesgue–Stieltjes mérték, pG, M, µq a Lebesgue–Stieltjes mértéktér.

Ha G “ Rp és α a Jordan-térfogat, akkor speciális esetként a Lebesgue-mértéket kapjuk.

Tétel

Minden lokálisan véges Borel-mérték egy Lebesgue–Stieltjes mérték megszorítása a Borel-
halmazokra.

Bizonyítás.

• Legyen µ0 lokálisan véges Borel-mérték G-n, azaz Rp Borel halmazain értelmezett mérték.
Ezt szeretnénk Lebesgue–Stieltjes mértékként előállítani.

• Legyen T a G belsejében fekvő, folytonossági hipersíkokkal határolt téglák félgyűrűje.
Ezen µ0|T egy additív, σ-szubadditív téglafüggvény.

• A G alaphalmaz σ-véges µ0|T szerint, mert felbontató megszámlálható sok folytonossági
tégla uniójára.

• A mértékkiterjesztési tétel szerint µ0|T egyértelműen kiterjeszthető egy µ Lebesgue–
Stieltjes mértékké a téglák által generált σ-algebrára, vagyis a Borel-halmazokra.

• Az egyértelműség miatt µ0 “ µ.
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9. Lokálisan véges Borel-mértékek regularitása
Mérhető halmaz közelítése nyílt, zárt, kompakt, Gδ és Fσ halmazokkal. Regularitás. Mérhető
halmazok "távolsága". Minden Lebesgue-mérhető halmazhoz van tetszőlegesen közeli halmaz, ami
véges sok (racionális koordinátájú) téglalap uniója. [Petruska, 72–73. o.] [Petruska, 72–75., 59.
o.]

Tétel

Legyen X Ă Rp nyílt, M Ă PpXq σ-algebra X-en, amely tartalmazza BpXq-et, és µ

lokálisan véges mérték M-en.
(Speciális esetek: pX, M, µq Lebesgue–Stieltjes mértéktér, vagy éppen az pRp, L, λq
Lebesgue-mértéktér, esetleg pRp, B, λq.)
Ekkor tetszőleges H P M halmazra teljesülnek a következők.

(1a) Bármely ε ą 0-hoz van olyan
G Ă X nyílt halmaz, amelyre
H Ă G és µpGzHq ă ε.

(1b) Bármely ε ą 0-hoz van olyan
F Ă H zárt halmaz, amelyre
µpHzF q ă ε.

(2a) µpHq “ inf
 
µpGq :

G Ă X nyílt, H Ă G
(
.

(2b) µpHq “ sup
 
µpKq :

K kompakt, K Ă H
(
.

(3a) Van olyan A P GδpXq hal-
maz, amelyre H Ă A és
µpAzHq “ 0.

(3b) Van olyan B P FσpXq
halmaz, amelyre B Ă H és
µpHzBq “ 0.

A (2) tulajdonságú, a Borel-halmazokat tartalmazó σ-algebrán értelmezett mértékeket
hívjuk regulárisnak.

Bizonyítás.

(1a) – Legyen T a félig zárt téglák félgyűrűje, α “ µ|T , és A a folytonossági téglák félgyű-
rűje.

– A mértékkiterjesztés egyértelműsége miatt µ “ ϕα|M; a mértéket előállíthatjuk A-
beli téglákkal való fedéssel.

– Az alaphalmaz előáll, mint megszámlálható sok kompakt (pl. kockák) uniója: X “Ť
Kn.

– Mindegyik H X Kn halmaz mérhető, a mértéke véges, és tetszőleges pontossággal
lefedhető folytonossági téglákkal.

– A félig nyílt fedő téglákat nyílt téglákra hízlalhatjuk. A meghízlalt fedő téglák
uniójaként létezik olyan Gn Ă X nyílt halmaz, amelyre Kn X H Ă Gn és µpGnq ă
µpH X Knq ` ε

2n
.

– Legyen G “ Ť
Gn; ekkor

GzH “
8ď

n“1

pGnzHq Ă
8ď

n“1

`
GnzpH X Knq

˘

µpGzHq ď
8ÿ

n“1

µ
`
GnzpH X Knq

˘
“

8ÿ

n“1

`
µ
`
Gnq ´ µpH X Knq

˘
ă

8ÿ

n“1

ε

2n
“ ε.
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(1b) A komplementerekre áttérve, létezik olyan F zárt halmaz, amelyre H Ă F Ă X és
µ
`
F zH

˘
ă ε, vagyis F Ă H és µpHzF q ă ε.

(2a) – Ha H Ă G, akkor µpGq ě µpHq, ezért inf
 
µpGq

(
ě µpHq.

– Az (1a)-ból @ε ą 0 inf
 
µpGq

(
ď µpHq ` ε.

– @ε ą 0 µpHq ď inf
 
µpGq

(
ď µpHq ` ε; ε Œ `0, kész.

(2b) – (kompakt helyett zárttal ez is triviális lenne...)

– Ha K Ă H, akkor µpKq ď µpHq, ezért sup
 
µpKq

(
ď µpHq.

– Minden m ă µpHq-hoz keresünk olyan K Ă H kompakt halmazt, amire µpKq ą m.

– Az (1b) miatt van olyan F Ă H zárt halmaz, amelyre µpF q ą m.

– Minden pozitív egész n-re legyen Kn “ F XBp0, nq. Mindegyik Kn kompakt,
Ť

Kn “
F .

– A mérték folytonossága miatt lim
nÑ8

µpKnq “ µpF q ą m.

– Van olyan n, amelyre µpKnq ą m.

– Tehát @m ă µpHq m ă sup
 
µpKq

(
ď µpHq. m Õ µpHq, kész.

(3a) – Minden n-re legyen Gn Ă X olyan nyílt, amelyre H Ă Gn és µpGnzHq ď 1
n
.

– Legyen A “ Ş
Gn P Gδ.

– H Ă A és minden n-re
µpAzHq ď µpGnzHq ď 1

n
.

– Az n Ñ 8 határátmenetből µpAzHq “ 0.

(3b) Ugyanúgy, mint (3a), vagy áttérve komplementerekre.

Következmény

Tetszőleges pX, M, µq Lebesgue–Stieltjes féle mértéktérben

M “ B˚.

(Az, hogy a csillag mit jelent, attól függ, mi a mérték!)

Bizonyítás.

• Az előző tétel (3b) szerint

M “
 
M \ Z : M P FσpXq, µpZq “ 0u.

• A (3a) szerint van olyan N P Gδ, hogy Z Ă N és µpNq “ 0.

• M, N P B, µpNq “ 0, tehát M Ă B˚.

• A Borel-halmazok mérhetők, ezért B Ă M.

• A minimális, B-t tartalmazó σ-algebra, amelyen µ teljes, a B˚. Ezért B˚ Ă M.
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Következmény (lokálisan véges Borel-mértékek regularitása)

Tetszőleges lokálisan véges Borel-mértékre igazak a fenti (1–3) állítások (M “ B-re).

Megjegyzés

A lokális végesség nem hagyható el, ezt mutatja például a számosságmérték.

9.1 Lemma (közelítés szép halmazokkal)

A Lebesgue–Stieltjes-, speciálisan a Lebesgue-mérhető halmazok közel vannak szép Borel-
halmazokhoz: ha pX, M, µq Lebesgue–Stieltjes mértéktér, A P M, és µpAq ă 8, akkor
bármely ε ą 0-hoz van olyan B halmaz, ami véges sok, racionális sarkú tégla diszjunkt
uniója, és µpA△Bq ă ε.

Bizonyítás. Fedjük le A-t egy téglasorozattal ε{2 pontossággal:

A Ă
ď

Ri,

8ÿ

i“1

µpRiq ă µpAq ` ε{2.

Legyen n olyan nagy, hogy
ř8

i“n`1 µpRiq ă ε{2, és legyen

B “
nď

i“1

Ri.

Ekkor

µpBzAq ď µ

ˆ 8ď

i“1

RizA

˙
ă ε{2,

és

µpAzBq ď µ

ˆ 8ď

i“n`1

Ri

˙
ă ε{2.

Megjegyzés

Lehetne a mérhető halmazok között egyfajta félmetrikát csinálni: az A és B halmazok
távolsága λpA△Bq.

A fenti tétel azt is mondja, hogy a Lebesgue–Stieltjes mérhető halmazok majdnem ugyan-
azok, mint a Borel-halmazok: minden mérhető halmaz egy Borel-halmaz (vagy csak Fσ halmaz)
plusz nullmértékű zaj. A lemma szerint pedig minden véges mértékű mérhető halmaz néhány
tégla uniója, plusz-mínusz ε-nyi zaj...
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II. rész

Mérték szerinti integrál

10. Mérhető függvények
Mérhető függvények, a mérhetőség különböző ekvivalens feltételei félegyenesek ősképeivel. Mér-
hetőség és műveletek (min, max, alapműveletek, határérték, kompozíció), megszámlálható sok
mérhető függvény pontonkénti szuprémuma, infimuma, liminfje, limszupja, a konvergenciahalmaz
mérhetősége. Luzin tétele. Jegorov tétele.

Emlékszünk, egy f : R Ñ R függvény akkor és csak akkor folytonos, ha bármely H Ă R

nyílt (zárt) halmazra a H ősképe, f´1pHq nyílt (zárt). Az f : R Ñ R függvény akkor és csak
akkor monoton, ha minden (véges vagy végtelen) I Ă R intervallum ősképe, f´1pHq is interval-
lum. A folytonosság és a monotonitás is nagyon fontos tulajdonság a Riemann-integrálhatóság
vizsgálata során, de ezek a tulajdonságok törékenyek, egészen egyszerű műveletek elrontják
őket.

Ugyanakkor az ősképképzés egy nagyon kényelmes operáció, felcserélhető az összes halmaz-
művelettel: (véges vagy végtelen) unió ősképe az ősképek uniója, metszet ősképe az ősképek
metszete, komplementum ősképe az őskép komplementuma stb.

A mérték szerinti integrálok bevezetése előtt a folytonosság és a monotonitás egy közös
általánosítását tárgyaljuk meg.

Definíció

Legyen pX, Mq és pY, N q mérhető terek és f : X Ñ Y .
Az f leképezés pM, N q-mérhető, ha minden A P N -re f´1pAq P M.
Ha N “ B, akkor M-mérhető vagy csak mérhető.
Ha X, Y topologikus terek, M “ BpXq és N “ BpY q, akkor Borel-mérhető.
Ha M “ LpRpq és N “ BpY q, akkor Lebesgue-mérhető.
Sokszor nem a σ-algebrával, hanem a mértékkel fejezzük ki: µ-mérhető.

Lemma

Legyen pX, Mq, mérhető tér, Y valamilyen halmaz és f : X Ñ Y . Ekkor

N “ tA Ă Y : f´1pAq P Mu

σ-algebra Y -on.

Bizonyítás.

• H P N , mert f´1pHq “ H P M.
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• Y P N , mert f´1pY q “ X P M.

• N zárt a komplementumképzésre: ha A P N , akkor f´1pAq P M, így f´1pY zAq “
Xzf´1pAq P M, tehát pY zAq P N .

• N zárt a megszámlálható unióra: ha A1, A2, . . . P N , akkor minden k indexre f´1pAkq P
M, így f´1pŤAkq “ Ť

f´1pAkq P M, tehát pŤAkq P N .

Megjegyzés

A Lemma alapján a mérhetőséget elég az N egy generátorrendszerére ellenőrizni. Pél-
dául a Borel-halmazokat generálják a r´8, cq vagy a r´8, cs stb. félegyenesek, és a c

végpontokat elég egy sűrű halmazból választani.

Tétel

Legyen pX, Mq mérhető tér, f : X Ñ R, S Ă R sűrű. Ezek ekvivalesek:

• a f függvény Borel-mérhető.

• minden c P S-re f´1pr´8, cqq “ tx : fpxq ă cu P M;

• minden c P S-re f´1pr´8, csq “ tx : fpxq ď cu P M;

• minden c P S-re f´1ppc, 8sq “ tx : fpxq ą cu P M;

• minden c P S-re f´1prc, 8sq “ tx : fpxq ě cu P M.

• minden G Ă R nyílt halmazra f´1pGq “ tx : fpxq P Gu P M.

• minden I Ă R intervallumra f´1pIq “ tx : fpxq P Iu P M.

Következmény

Speciálisan, minden folytonos R Ñ R függvény Borel-mérhető, és minden monoton R Ñ
R függvény mérhető.

Mérhetőség és műveletek

Lemma

Mérhető függvények kompozíciója mérhető: ha g : pX, Mq Ñ pY, N q és f : pY, N q Ñ
pZ, Kq mérhető, akkor f ˝ g : pX, Mq Ñ pZ, Kq is mérhető.
Speciálisan, ha g mérhető és f folytonos, akkor f ˝ g mérhető.

Bizonyítás.

• Bármely A Ă Z halmazra pf ˝ gq´1pAq “ g´1
`
f´1pAq

˘
.

• Ha A P K, akkor f´1pAq P N , de akkor g´1
`
f´1pAq

˘
P M.
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Állítás

Ha f, g : X Ñ R mérhető, akkor cf , f ` g, |f |, maxpf, gq, minpf, gq, f 2, 1{f , fg, f{g is
mérhető.

Bizonyítás.

• c ¨ f , |f | és f 2 egy-egy mérhető és egy folytonos függvény kompozíciója.

• !
x : fpxq ` gpxq ă c

(
“

ď

p,qPQ
p`qăc

´ 
x : fpxq ă p

(
X
 
x : gpxq ă q

(¯
.

•

maxpf, gq “ f ` g ` |f ´ g|
2

, minpf, gq “ f ` g ´ |f ´ g|
2

.

•

fg “ pf ` gq2 ´ pf ´ gq2

4
.

• 1{x mérhető; 1{f két mérhető függvény kompozíciója.

Állítás

Ha f1, f2, . . . : X Ñ R mérhető, akkor
(1) sup fn és inf fn mérhető.
(2) lim sup fn és lim inf fn mérhető.
(3) Azon pontok halmaza, ahol lim fn létezik, mérhető, és a lim fn függvény is mérhető.

Bizonyítás.
 
x : sup

n
fnpxq ď c

(
“
č

n

tx : fnpxq ď cu;

 
x : inf

n
fnpxq ă c

(
“
ď

n

tx : fnpxq ă cu. (1)

lim sup fn “ inf
n

´
sup
měn

fm

¯
; lim inf fn “ sup

n

´
inf

měn
fm

¯
. (2)

 
x : lim inf fnpxq ă lim sup fnpxq

(
“

“
ď

p,qPQ
păq

´ 
x : lim inf fnpxq ă p

(
X
 
x : lim sup fnpxq ą q

(¯
(3)

Állítás

Ha f1, f2, . . . : X Ñ R mérhető és X az A1, A2, . . . mérhető halmazok uniója, akkor az

fpxq “

$
’&
’%

f1pxq ha x P A1

f2pxq ha x P A2

...

függvény is mérhető.
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Bizonyítás. Bármely B P BpRq Borel-halmazra f´1pBq “ Ť
n

`
f´1

n pBq X An

˘
.

Kérdés

• Az alapvető építőköveink, az összes elemi függvény Borel-mérhető; az alapművele-
tek, beleértve az esetszétválasztást és a pontonkénti határértéket, nem vezetnek ki
a Borel-halmazok és Borel-mérhető függvények köréből.

• Egyáltalán tudunk nem Borel-mérhető R Ñ R függvényt konstruálni?

Tétel (Luzin (Николай Николаевич Лузин, 1883–1950))

Ha pRp, M, µq Lebesgue–Stieltjes-mérték, f : Rp Ñ R mérhető és ε ą 0, akkor létezik
olyan folytonos g : Rp Ñ R függvény, hogy

µ
`
tx P Rp : fpxq ‰ gpxqu

˘
ă ε.

Avagy, a Lebesgue–Stieltjes mérhető függvények "közel" vannak a folytonos függvények-
hez.

Bizonyítás. Az f -et komponálhatjuk egy olyan függvénnyel, amely folytonos bijekció R és

p0, 1q között (például y ÞÑ arctg y

π
` 1

2
), ezért elég az állítást Rp Ñ p0, 1q függvényekre igazolni.

Minden n-re és 0 ď k ă n esetén legyen

An,k “
"

x P Rp :
k

n
ď fpxq ă k ` 1

n

*
és fnpxq “

n´1ÿ

k“0

k

n
¨ χAn,k

;

ekkor tehát

ˇ̌
ˇ̌fpxq ´ fnpxq

ˇ̌
ˇ̌ ă 1

n
, és fnpxq Ñ fpxq egyenletesen.

A µ regularitása miatt minden n-re és k-ra léteznek olyan Zn,k Ă An,k zárt halmazok,

amelyekre µpAn,kzZn,kq ă ε

2n ¨ n
; legyen

Zn “
n´1ď

k“0

Zn,k és Z “
8č

n“1

Zn.

A Zn halmazok és a Z halmaz is zárt.
Mindegyik n-re a fnpxq egy olyan egyszerű függvény, amely a Zn,0, . . . , Zn,n´1 diszjunkt

zárt halmazok mindegyikén konstans, tehát fnpxq folytonos ezek unióján, Zn-en. A Zn-nek a
Z is része, tehát az összes fnpxq függvény folytonos Z-n. Az egyenletes konvergencia miatt
f “ lim fn is folytonos Z-n.

A Tietze féle kiterjesztési tétel szerint a zárt Z-n folytonos f |Z függvény kiterjeszthető egy
Rp-n folytonos g függvénnyé. Végül,

 
x P Rp : fpxq ‰ gpxq

(
Ă XzZ “

8ď

n“1

pXzZnq “
8ď

n“1

n´1ď

k“0

pAn,kzZnq “
8ď

n“1

n´1ď

k“0

pAn,kzZn,kq,

µ
`
tx P Rp : fpxq ‰ gpxqu

˘
ď

8ÿ

n“1

n´1ÿ

k“0

µpAn,kzZn,kq ă
8ÿ

n“1

n´1ÿ

k“0

ε

2n ¨ n
“ ε.
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Tétel (Jegorov (Дмитрий Фёдорович Егоров, 1869–1931))

Legyen pX, M, µq mértéktér, pY, ρq szeparábilis metrikus tér, A Ă X, µpAq ă 8, és te-
gyük fel, hogy f1, f2, . . . : X Ñ Y mérhető függvények egy µ-m.m. pontonként konvergens
sorozata.
Ekkor minden ε ą 0-hoz van olyan mérhető B Ă A halmaz, amelyre µpBq ă ε, és az pfnq
függvénysorozat egyenletesen konvergens pAzBq-n.
(Azaz, a pontonkénti konvergenciából "ε-hiba" mellett következik az egyenletes konver-
gencia.)

Bizonyítás. Legyen g “ lim fn, és rögzítsünk egy tetszőleges ε ą 0-t. Minden n, k P N-re
legyen

En,k “
"

x P A : Dm ě n ρ
`
fmpxq, gpxq

˘
ě 1

k

*
“

ď

měn

"
x P A : ρ

`
fmpxq, gpxq

˘
ě 1

k

*
.

Ez a halmaz mérhető (erre még visszatérünk), E1,k Ă E2,k Ă . . ., és a pontonként konvergencia
szerint minden k-ra

8č

n“1

En,k “ H.

A mérték folytonossága miatt minden k-ra lim
nÑ8

µpEn,kq “ 0, így van egy olyan nk, amelyre

µpEn,kq ă ε

2k
.

Legyen

B “
8ď

k“1

Enk,k “
"

x P A : Dk Dm ě nk ρ
`
fmpxq, gpxq

˘
ě 1

k

*
.

A mérték szubadditivitása miatt

µpBq ď
8ÿ

k“1

µpEnk,kq ă
8ÿ

k“1

ε

2k
“ ε.

A B halmazon kívül

@k P N @m ě nk @x P pAzBq ρ
`
fmpxq, gpxq

˘
ă 1

k
,

vagyis fm Ñ g egyenletesen.

Már csak az hiányzik, hogy En,k mérhető. Elég azt bizonyítani, hogy ha f, g : X Ñ Y

mérhető függvények és η ą 0, akkor a

H “
!

x P X : ρ
`
fpxq, gpxq

˘
ă η

)

halmaz mérhető.
Legyen S egy megszámlálható, sűrű részhalmaza Y -nak. Azt állítjuk, hogy bármilyen

y1, y2 P Y pontokra

ρpy1, y2q ă η ô Dq, r P Q Ds P S
´

q, r ą 0, p ` q ă η, ρpy1, sq ă q, ρpy2, sq ă r
¯

.
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Az odafelé irányhoz tegyük fel, hogy ρpy1, y2q ă η. Válasszunk olyan pozitív, racionális q, r

számokat, amelyekre ρpy1, y2q ` 2q ă η és ̺py1, y2q ` q ă r ă η ´ q, majd válasszunk ki egy
s P S pontot, amelyre ρpy1, sq ă q. Erre a pontra ρpy2, sq ď ρpy1, sq`ρpy1, y2q ă q `pr ´qq “ r.

A visszafelé irány a háromszög-egyenlőtlenségből triviális : ha q, r, s teljesíti a feltételeket,
akkor ρpy1, y2q ď ρpy1, sq ` ρpy2, sq ă q ` r ă η.

Ezek után

H “
!

x P X : ρ
`
fpxq, gpxq

˘
ă η

)

“
!

x P X : Dq, r P Q Ds P S
`
p, q ą 0, p ` q ă η, ρpfpxq, sq ă q, ρpgpxq, sq ă r

˘)

“
!

x P X : Dq, r P Q Ds P S
`
p, q ą 0, p ` q ă η, x P f´1

`
Bps, qq

˘
, x P g´1

`
Bps, rq

˘)

“
ď

q,rPQ
p,qą0,
p`qăη

ď

sPS

´
f´1

`
Bps, qq

˘
X g´1

`
Bps, rq

˘¯
P M.
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11. Nemnegatív függvények integrálja
Egyszerű függvények. Nemnegatív mérhető függvény mint egyszerű függvények monoton növő
limesze. Egyszerű függvény integrálja. Nemnegatív mérhető függvény integrálja. Műveletek.
[Petruska, 52–57. o.]

Ebben a fejezetben lesz egy közös, rögzített pX, M, µq mértéktér; minden függvény az X-
en vagy egy részhalmazán értelmes, és R-be képez. Szeretnénk az eddigi integrálfogalmakat
kiterjeszteni mértékterekre.

Definíció

Megállapodás: most, és a továbbiakban is

0 ¨ 8 “ 8 ¨ 0 “ 0.

Alsó és felső integrálközelítő összegek?

Most is próbálkozhatnánk azzal, hogy az integrált alsó és felső összegekkel definiáljuk. Az X

halmaz felosztása azt jelentené, hogy az X-et felbontjuk megszámlálható sok diszjunkt mérhető
halmazra: X “ Ů

Ai. A felosztáshoz tartozó alsó és felső összeg s “ ř8
i“1

`
infAi

f
˘

¨ µpAiq,
illetve S “ ř8

i“1

`
supAi

f
˘

¨ µpAiq.
Ha a függvény pozitív és negatív értékeket is felvehet, akkor az alsó és a felső összeg nem

feltétlenül létezik, mert `8 ´ 8 alakú összegek is előfordulhatnak. Ezért egyelőre csak nemne-
gatív értékű függvényeket fogunk integrálni. Az alsó integrál ezek után lehetne az alsó összegek
szuprémuma, a felső integrál a felső összegek infimuma; az integrál akkor létezik, ha az alsó és
a felső integrál megegyezik.

Vegyük azonban észre, hogy az alsó és a felső integrál bármilyen nemnegatív, mérhető
függvény esetén megegyezik. Vegyünk egy q ą 1 számot, és legyen

AN “ f´1
`
t0u

˘
“
 
x : fpxq “ 0

(
,

Aipqq “ f´1
`
rqi, qi`1q

˘
“
 
x : qi ď fpxq ă qi`1

(
pi P Z Y tNuq

A felosztáshoz tartozó alsó és felső összeg legyen spqq, illetve Spqq; ekkor
ÿ

iPZ

qi ¨ µpAiq ď spqq ď Spqq ď
ÿ

iPZ

qi`1 ¨ µpAiq “ q
ÿ

iPZ

qi ¨ µpAiq

és emiatt ż
fdµ ď

ż
fdµ ď Spqq ď q ¨ spqq ď q

ż
fdµ.
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Ha q-val tartunk 1-hez, azt kapjuk, hogy
ş
fdµ “

ş
fdµ. Ezek után szükségtelen alsó és felső

integrálokkal és integrálközelítő összegekkel foglalkozni. Csak az alsó integrált fogjuk használni.

Az alsó összegek esetében pedig elég az összegből véges sok tagot megtartani, mert az
ilyen részletösszegek szuprémuma is kiadja a teljes sor összegét. Tehát: nemnegatív mérhető
függvényekre csak alsó integrál lesz, véges sok tagú alsó összegekkel.

Egyszerű függvények integrálja
A véges sok tagú alsó összegek maguk is egy-egy speciális, csak véges sok értéket felvevő függ-
vénynek egy, intuitívan integrálnak tekinthető mennyisége.

Definíció (egyszerű függvény)

Legyen pX, Mq mérhető tér.
Az f : X Ñ R egyszerű függvény, ha mérhető, és az értékkészlete véges.
Másképpen: f akkor mérhető, ha vannak olyan A1, . . . , An diszjunkt, mérhető halmazok
és c1, . . . , cn számok, hogy

f “
nÿ

i“1

ci ¨ χAi
.

Definíció (egyszerű függvény integrálja)

Az f “
nř

i“1
ci ¨ χAi

egyszerű függvény µ szerinti integrálja

nÿ

i“1

ci ¨ µpAiq, jele
ż

X

f dµ “
ż

X

fpxq dµpxq.

Az f µ szerinti integrálja a H P M halmazon

ż

H

f dµ “
nÿ

i“1

ci ¨ µpH X Aiq “
ż

X

pf ¨ χHq dµ.

Állítás

Ugyanannak a függvénynek többféle felírása is lehet, mert a ci értékek között egyenlők is
lehetnek, de a képlet minden felírásra ugyanazt az értéket adja.

Példa

Ha X “ t1, 2, . . . , nu, és µ a számlálómérték, akkor a t1, 2, . . . , nu Ñ R függvények az n

hosszú számsorozatok, minden függvény egyszerű, és az integrál a sorozat összege.
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Lemma

Nemnegatív egyszerű függvényekre

(1) Ha f ď g, akkor
ş

X
f dµ ď

ş
X

g dµ;

(2) Ha µpAq “ 0, akkor
ş

A
f dµ “ 0

(3) A Ă B esetén
ş

A
f dµ “

ş
B

χAf dµ

(4)
ş

A
c dµ “ cµpAq

(5)
ş
pf ` gq “

ş
f `

ş
g;

Bizonyítás. (1) Legyen X “ Ů
i Ai “ Ů

j Bj, f “ ř
i ci ¨ χAi

és g “ ř
j dj ¨ χBj

.
ż

X

f “
ÿ

i

ci ¨ µpAiq “
ÿ

i

ci ¨
ˆÿ

j

µpAi X Bjq
˙

“
ÿ

i

ÿ

j

ci ¨ µpAi X Bjq ď
ÿ

j

ÿ

i

dj ¨ µpAi X Bjq

“
ÿ

j

dj ¨
ˆÿ

i

µpAi X Bjq
˙

“
ÿ

j

dj ¨ µpBjq “
ż

X

g.

(5)
ż

X

pf ` gq dµ “
ÿ

i,j

pci ` djqµpAi X Bjq “
ÿ

i

ci

ÿ

j

µpAi X Bjq `
ÿ

j

dj

ÿ

i

µpAi X Bjq

“
ÿ

i

ciµpAiq `
ÿ

j

djµpBjq “
ż

X

f dµ `
ż

X

g dµ.

Nemnegatív függvények integrálja

Definíció (nemnegatív mérhető függvény integrálja)

Legyen pX, M, µq mértéktér.
Ha f : X Ñ r0, 8s mérhető (a 8 értéket is megengedjük), és H mérhető halmaz, akkor
az f függvény µ szerinti integrálja

sup
"ż

H

hdµ : h egyszerű függvény, 0 ď h ď f

*
.

Jele ż

H

fdµ “
ż

H

fpxq dµpxq.

Állítás

Ha f nemnegatív egyszerű függvény, akkor a kétféle integrál-definíció ugyanazt az ered-
ményt adja.
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Bizonyítás. Triviális a Lemma (1) pontjából.

Példa

Ha X “ N, és µ a számlálómérték, akkor az N Ñ R mérhető függvények a végtelen
számsorozatok, és (egyelőre csak nemnegatív tagú sorozatokra) az integrál a sor összege.

Tétel

Legyenek f, g ě 0 mérhető függvények.
(1) Ha f ď g, akkor

ş
X

fdµ ď
ş

X
gdµ;

(2)
ş

A
cdµ “ cµpAq

(3) Ha µpAq “ 0, akkor
ş

A
fdµ “ 0

(4) A Ă B esetén
ş

A
fdµ “

ş
B

χAfdµ

(5) c ě 0 esetén
ş

cf “ c
ş

f ;
(6)

ş
pf ` gq “

ş
f `

ş
g.

Bizonyítás. (1–5) triviális ; az utolsó bizonyítása később.
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12. Nemnegatív függvénysorozatok integrálja

Monoton konvergencia tétel. A MKT. nem igaz csökkenő sorozatra. Összeg integrálja. Beppo
Levi tétele. Végtelen táblázat összege mint a BLT speciális esete. Fatou-lemma. Példák, amikor a
Fatou-lemmában nincs egyenlőség, illetve limszuppal egyik irányban sem igaz. [Petruska, 57–60.
o.]

Tétel (monoton konvergencia tétel, MKT)

Ha pX, M, µq mértéktér, 0 ď f1 ď f2... nemnegatív mérhetőek X-en és E P M, akkor
ż

E

lim
nÑ8

fndµ “ lim
nÑ8

ż

E

fndµ

(És mindkét határérték létezik.)

Bizonyítás. Feltehető, hogy E “ X, mert áttérhetünk az pE, M|E, µq mértéktérre vagy XzE

pontjaiban a függvényeket a konstans nullának definiálhatjuk.
Vegyük észre, hogy az állításban szereplő határértékek és integrálok mind léteznek, és fn ď f

miatt limnÑ8

ş
X

fndµ ď
ş

X
fdµ triviális . A másik irányú egyenlőtlenséget kell bizonyíta-

nunk.
Vegyünk egy olyan, egyszerű függvényekből álló g1, g2, . . . sorozatot, amelyre gm ď f ésş

X
gmdµ Ñ

ş
X

fdµ.
Most egy időre rögzítsük m-et, és vegyünk még egy 0 ă ε ă 1 számot is.
A gm egyszerű függvény, tehát gm “ řk

i“1 ciχAi
valamilyen ci ą 0 számokkal és páronként

diszjunkt, mérhető Ai halmazokkal. Minden n-re legyen Ai,n “ tx P Ai : fnpxq ą p1 ´ εqciu. A
monotonitás, azaz fn`1 ě fn miatt Ai,n`1 Ą Ai,n.

Az Ai halmazon lim fnpxq “ fpxq ě ci ą p1´εqci, ebből következik, hogy minden x P Ai-hez
van olyan n, hogy fnpxq ą p1 ´ εqci, tehát x P Ai,n; ezért

Ť8
n“1 Ai,n “ Ai, és így

lim
nÑ8

µpAi,nq “ µpAiq.

A hn “ řk

i“1p1 ´ εqci ¨ χAi,n
egyszerű függvény és hn ď fn, ezért

ż
fn ě

ż
hn “

kÿ

i“1

p1 ´ εqci ¨ µpAi,nq.

Az n Ñ 8 határátmenetből

lim
nÑ8

ż
fn ě

kÿ

i“1

p1 ´ εqci ¨ µpAiq “ p1 ´ εq
kÿ

i“1

ci ¨ µpAiq “ p1 ´ εq
ż

gm.

Most ε Ñ 0:
lim

ż
fn ě

ż
gm;

végül m Ñ 8:

lim
ż

fn ě
ż

f.

Példa

Csökkenő sorozatra a MKT nem igaz, pl. R-en fnpxq “ 1
n

vagy p0, 1q-en gn “ 1
nx

.
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Kérdés

Vajon van olyan ellenpélda is, amikor
ş

fn véges?

Tétel

Ha f, g ě 0 mérhetőek, akkor
ş
pf ` gq “

ş
f `

ş
g.

Bizonyítás. Minden pozitív egész n-re legyen

fnpxq “ max
"

k

2n
: k P Z, 0 ď k

2n
ď minpfpxq, nq

*

és

gnpxq “ max
"

k

2n
: k P Z, 0 ď k

2n
ď minpgpxq, nq

*

Ezek nemnegatív egyszerű függvények, fn Õ f és gn Õ g; a MKT miatt
ż

pf ` gqdµ “ lim
ż

pfn ` gnqdµ “ lim
ˆż

fndµ `
ż

gndµ

˙
“

“ lim
ż

fndµ ` lim
ż

gndµ “
ż

fdµ `
ż

gdµ.

Tétel (Beppo Levi (1875–1961), BLT)

Ha f1, f2, . . . ě 0 mérhetők, akkor

ż

X

˜
8ÿ

n“1

fn

¸
dµ “

8ÿ

n“1

ż

X

fndµ.

Bizonyítás.

ż

X

˜
8ÿ

n“1

fn

¸
dµ “

ż

X

˜
lim

NÑ8

Nÿ

n“1

fn

¸
dµ

MKT“ lim
NÑ8

ż

X

˜
Nÿ

n“1

fn

¸
dµ “

“ lim
NÑ8

Nÿ

n“1

ż

X

fndµ “
8ÿ

n“1

ż

X

fndµ.

Ha X “ N és µ a számlálómérték, akkor visszakapjuk azt, hogy ha egy végtelen táblázatban
nemnegatív számok vannak, akkor az oszlopösszegek összege egyenlő a sorösszegek összegével:

Következmény

an,k ě 0 esetén
8ÿ

n“1

8ÿ

k“1

an,k “
8ÿ

k“1

8ÿ

n“1

an,k
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Tétel (Fatou-lemma, Pierre Joseph Louis Fatou (1878–1929))

Ha f1, f2, . . . ě 0 mérhetők, akkor
ż

X

plim inf fnqdµ ď lim inf
ż

X

fndµ.

Bizonyítás. A gnpxq “ inf
měn

fmpxq függvénysorozat pontonként monoton nő, így

ż

X

plim inf fnqdµ “
ż

X

´
lim

nÑ8

`
inf

měn
fm

˘¯
dµ

mkt“ lim
nÑ8

ż

X

`
inf

měn
fm

˘
dµ “

“ lim inf
nÑ8

ż

X

`
inf

měn
fm

˘
dµ ď lim inf

nÑ8

ż

X

fndµ.

Példák

1. Lehetséges, hogy a Fatou-lemmában a két oldal nem egyenlő, pl. legyen a r0, 2q
intervallumon

fn “
#

χ
`
r0, 1q

˘
ha n páros

χ
`
r1, 2q

˘
ha n páratlan.

Bármely x P r0, 2q-re az f1pxq, f2pxq, . . . sorozat felváltva 0 és 1, ezért lim inf fnpxq “ 0.
Ugyanakkor

ş
r0,2q

fndλ “ 1 minden n-re, ezért

ż

r0,2q

plim inf fnqdλ “ 0 ă lim inf
ż

X

fndλ “ 1.

2. A Fatou-lemma lim inf helyett lim sup-pal egyik irányban sem igaz.

(2a) Az előző példában lim sup fnpxq “ 1 és
ż

r0,2q

plim sup fnqdλ “ 2 ą lim sup
ż

X

fndλ “ 1.

(2b) Az X “ R, fn “ 1
n
χp0,nq függvénysorozatra lim fn “ 0 és

ş
fn “ 1, ezért

ż

R

plim sup fnqdλ “ 0 ă lim sup
ż

R

fndλ “ 1.

Egy másik példa: X “ r0, 1s, fn “ n ¨ χp0,1{nq.

Példa

A Fatou-lemmát is érdekes felírni akár csak kéttagú összegekre: tetszőleges a1, a2, . . . ě 0
és b1, b2, . . . ě 0 számokra

lim inf an ` lim inf bn ď lim infpan ` bnq.
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12.1 Tétel

Legyen f ě 0 mérhető függvény a pX, M, µq téren, Ekkor a

ϕ : M Ñ r0, 8s, ϕpAq “
ż

A

f dµ

függvény mérték M-en.

Bizonyítás. Az triviális , hogy ϕ ě 0 és ϕpHq “ 0, ezért elég azt igazolni, hogy a ϕ

halmazfüggvény σ-additív.

Tegyük fel, hogy A “
8Ů

n“1
Bn, akkor χA “

8ř
n“1

χBn
, és

ϕpAq “
ż

A

f dµ “
ż

X

pχA ¨ fq dµ “
ż

X

˜
8ÿ

n“1

χBn
¨ f

¸
dµ “

BLT“
8ÿ

n“1

ż

X

pχBn
¨ fq dµ “

8ÿ

n“1

ż

Bn

f dµ “
8ÿ

n“1

ϕpBnq.
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13. Valós és komplex értékű függvények integrálja

Előjeles és komplex függvények integrálja. Rögzített függvény integrálja, mint előjeles/komplex
mérték.

Definíció

• Valós értékű mérhető függvényekre
ż

X

f dµ “
ż

X

f` dµ ´
ż

X

f´ dµ

ha kivonhatók egymásból, vagyis ha
ş

X
f` dµ és

ş
X

f´ dµ közül legalább az egyik
véges.

• Az f mérhető függvény a µ mérték szerint integrálható, ha
ş

X
f`dµ és

ş
X

f´dµ is
véges. (Lebesgue-mérték esetén Lebesgue-integrálható stb.)

• Komplex értékű mérhető függvényre
ż

X

f dµ “
ż

X

pRe fq dµ ` i

ż

X

pIm fq dµ,

és csak akkor értelmezzük, ha mindkettő véges. (Tehát, egy komplex értékű függ-
vény integrálja nem lehet végtelen).

Tétel

Tegyük fel, hogy
ş

X
f dµ és

ş
X

g dµ is értelmes.

(1)
ş

X
f dµ véges ô

ş
X

|f | dµ véges.

(2) ż

X

cf dµ “ c

ż

X

f dµ. (komplexre is).

(3) Ha
ş

X
f dµ és

ş
X

g dµ létezik és összeadhatók, akkor
ş

X
pf ` gq dµ is létezik, és

ż

X

pf ` gq dµ “
ż

X

f dµ `
ż

X

g dµ.

(4) ˇ̌
ˇ̌
ż

X

f dµ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

X

|f | dµ.

Bizonyítás.

(1) ż

X

f dµ “
ż

X

f` dµ ´
ż

X

f´ dµ és
ż

X

|f | dµ “
ż

X

f` dµ `
ż

X

f´ dµ.

(3) Elég a valós eset igazolni, utána a komplex eset triviális .

60



• Az összeadhatóság miatt (
ş

X
f` dµ és

ş
X

g` dµ is véges), vagy (
ş

X
f´ dµ és

ş
X

g´ dµ, is
véges).

• Néhány speciális eset:

– Ha A, B diszjunktak, és f ě 0, akkor
ş

A\B
f dµ “

ş
A

f dµ `
ş

B
f dµ. (Már volt.)

– Ha f, g ě 0, akkor
ş

A
pf ` gq dµ “

ş
A

f dµ `
ş

A
g dµ. (Már volt.)

– Ha f ě g ě 0 és
ş

A
g dµ véges, akkor

ş
A

pf ´ gq dµ “
ş

A
f dµ ´

ş
A

g dµ. (Az előző
átrendezése.)

• Szétbontjuk az alaphalmazt 6 részre f , g és f ` g előjele szerint:

A1 “ tx P X : f ě 0, g ě 0u;

A2 “ tx P X : f ě 0, g ă 0, f ě |g|u;

A3 “ tx P X : g ě 0, f ă 0, g ě |f |u.

A4 “ tx P X : f ă 0, g ă 0u;

A5 “ tx P X : f ě 0, g ă 0, |g| ą fu;

A6 “ tx P X : g ě 0, f ă 0, |f | ą gu;

• ż

X

pf ` gq` dµ “
ż

A1YA2YA3

pf ` gq`

“
ż

A1

pf` ` g`q `
ż

A2

pf` ´ g´q `
ż

A3

pg` ´ f´q

“
` ż

A1

f` `
ż

A1

g`

˘
`
` ż

A2

f` ´
ż

A2

g´

˘
`
` ż

A3

g` ´
ż

A3

f´

˘
.

• ż

X

pf ` gq´ dµ “
ż

A4YA5YA6

pf ` gq´

“
ż

A4

pf´ ` g´q `
ż

A5

pg´ ´ f`q `
ż

A6

pf´ ´ g`q

“
` ż

A4

f´ `
ż

A4

g´

˘
`
` ż

A5

g´ ´
ż

A5

f`

˘
`
` ż

A6

f´ ´
ż

A6

g`

˘
.

• Mindkettő létezik, legalább az egyik véges.

• ż

X

pf ` gq dµ “
ż

X

pf ` gq` dµ ´
ż

X

pf ` gq´ dµ

“
ˆż

A1

f` `
ż

A1

g` `
ż

A2

f` ´
ż

A2

g´ `
ż

A3

g` ´
ż

A3

f´

˙

´
ˆż

A4

f´ `
ż

A4

g´ `
ż

A5

g´ ´
ż

A5

f` `
ż

A6

f´ ´
ż

A6

g`

˙

“
˜̂ ż

A1

f` `
ż

A2

f` `
ż

A5

f`

˙
´
ˆż

A4

f´ `
ż

A6

f´ `
ż

A3

f´

˙̧

`
˜̂ ż

A1

g` `
ż

A6

g` `
ż

A3

g`

˙
´
ˆż

A4

g´ `
ż

A2

g´ `
ż

A5

g´

˙̧

“
ˆż

X

f` ´
ż

X

f´

˙
`
ˆż

X

g` ´
ż

X

g´

˙
“
ż

X

f dµ `
ż

X

g dµ.
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(2a) valós esetben:

• Ha c ě 0, akkor
ż

cf “
ż

pcfq` ´
ż

pcfq´ “ c

ż
f` ´ c

ż
f´ “ c

ˆż
f` ´

ż
f´

˙
“ c

ż
f.

• Ha c ă 0, akkor
ż

cf “
ż

pcfq` ´
ż

pcfq´ “
ż

|c|f´ ´
ż

|c|f` “ ´|c|
ˆż

f` ´
ż

f´

˙
“ c

ż
f.

(2b) A komplex esetben kibontjuk valós és képzetes részekre: legyen u “ Re f , v “ Im f ,
d “ Re c, e “ Im c;
ż

cf “
ż

pd ` eiqpu ` ivq “
ż ´

pdu ´ evq ` pdv ` euqi
¯

“
ż

pdu ´ evq ` i

ż
pdv ` euq

“ d

ż
u ´ e

ż
v ` di

ż
v ` ei

ż
u “ pd ` eiq

ˆż
u ` i

ż
v

˙
“ c

ż
f.

(4) A valós esetben
ˇ̌
ˇ̌
ż

X

f dµ

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ż

X

f` dµ ´
ż

X

f´ dµ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

X

f` dµ `
ż

X

f´ dµ

“
ż

X

pf` ` f´q dµ “
ż

X

|f | dµ.

• A komplex esetben először elforgatjuk f -et úgy, hogy
ş

X
f dµ nemnegatív valós legyen.

• Egy alkalmas egységnyi ω komplex számmal ω ¨
ş

X
f dµ nemnegatív valós.

•
ˇ̌
ˇ̌
ż

X

f dµ

ˇ̌
ˇ̌ “ ω

ż

X

f dµ “ Re
ˆ

ω

ż

X

f dµ

˙
“ Re

ˆż

X

pωfq dµ

˙

“
ż

X

Repωfq dµ ď
ż

X

|f | dµ.

Az integrál, mint előjeles mérték

Tétel

Legyen f valós vagy komplex értékű függvény az pX, M, µq téren, amelyre
ş

X
f dµ létezik.

Ekkor az
ϕ : M Ñ r0, 8s, ϕpAq “

ż

A

f dµ

függvény előjeles, illetve komplex mérték M-en.
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Bizonyítás. Elég a valós esetet igazolni; komplex mérték esetén külön-külön igaz a tétel a
valós és a képzetes részre.

Ismét csak ϕpHq “ 0, és azt kell igazolni, hogy a ϕ függvény σ-additív.
Legyen ϕ`pAq “

ş
A

f` dµ és ϕ´pAq “
ş

A
f´ dµ; a 12 tétel szerint ezek mértékek, és

ş
f

definíciója miatt ϕ “ ϕ` ´ ϕ´.

Ha A “
8Ů

n“1
Bn, akkor

8ÿ

n“1

ϕ`pBnq “ ϕ`

ˆ 8ğ

n“1

Bn

˙
“ ϕ`pAq “

ż

A

f`dµ és
8ÿ

n“1

ϕ´pBnq “
ż

A

f´dµ

közül legalább az egyik véges, ezért a két sor tagonként kivonható egymásból:

8ÿ

n“1

ϕpBnq “
8ÿ

n“1

`
ϕ`pBnq ´ ϕ´pBnq

˘
“

8ÿ

n“1

ϕ`pBnq ´
8ÿ

n“1

ϕ´pBnq “

“ ϕ`pAq ´ ϕ´pAq “ ϕpAq.

Közelítés szép függvényekkel

Lemma

Legyen G Ă Rp nyílt, pG, B, µq Lebesgue–Stieltjes mérték, f integrálható és ε ą 0 tet-
szőleges. Ekkor létezik olyan h függvény, amely véges sok folytonossági téglán konstans,
azokon kívül 0, és

ş
G

|f ´ h|dµ ă ε.
Avagy, az integrálható függvények vektorterében sűrűn vannak az olyan "szép" függvények,
amelyek véges sok téglán konstansok, azokon kívül az értékük 0.

Bizonyítás.

• A program:

– Elég G Ñ r0, 8s függvényekre bizonyítanunk, utána külön-külön kereshetünk meg-
felelő függvényeket a pRe fq`, pRe fq´, pIm fq`, pIm fq´ függvényekhez és ε{4-hez.

– Az f : G Ñ r0, 8s függvényt egy g “
nř

k“1

ck ¨ χAk
egyszerű függvényre cseréljük.

– Az Ak halmazokat véges sok folytonossági tégla uniójával helyettesítjük.

• Legyen tehát f : G Ñ r0, 8s, µ-integrálható.

• Van olyan g “
nř

k“1

ck ¨ χAk
egyszerű függvény, amelyre 0 ď g ď f és

ş
G

pf ´ gq dµ ă ε{2.

• Az f integrálhatósága miatt mindegyik µpAkq véges.

• A 9 Lemma miatt Mindegyik Ak-hoz vannak olyan Bk "szép" halmazok, amelyek véges
sok folytonossági tégla uniói, és µpAk△Bkq ă ε

2n|ck| .

• Legyen h “
nř

k“1

ck ¨ χBk
.

63



• Azt állítjuk, hogy A h egy "szép" függvény. Ez triviális , ha a Bk halmazok diszjunktak.
Általában, a téglákat az összes felhasznált lapsíkkal kisebb téglákra tovább bonthatjuk.
Így már csak annyi történhet, hogy néhány tégla több Bk halmazban is szerepel, de ettől
még a függvény "szép" marad.

• Az f és g távolsága:

ż

G

|f ´ h|dµ ď
ż

G

|f ´ g|dµ `
ż

G

|g ´ h|dµ “ ε

2
`
ż

G

ˇ̌
ˇ̌

nÿ

k“1

ckpχAk
´ χBk

q
ˇ̌
ˇ̌dµ ă

ă ε

2
`

nÿ

k“1

|ck| ¨ µpAk△Bkq ă ε

2
`

nÿ

k“1

|ck| ¨ ε

2n|ck| “ ε.
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14. Függvénysorozatok integrálja
Fatou–Lebesgue tétel. Korlátos konvergencia tétel. Dominált konvergencia tétel. Az integrál kiter-
jesztése majdnem mérhető függvényekre. Ha

ř
||fn||1 konvergens, akkor fn Ñ 0 m.m. [Petruska,

57–60. o.]

Definíció

Legyen X tetszőleges halmaz, f1, f2, . . . : X Ñ R vagy f1, f2, . . . : X Ñ C, és g : X Ñ
r0, 8s.

• Ha minden x P X-re és n P N-re
ˇ̌
fnpxq

ˇ̌
ď gpxq, akkor azt mondjuk, hogy

• a g függvény dominálja az f1, f2, . . . függvénysorozatot.

domináns vs. majoráns ♥

Egyszer valaki megkérdezte az Analízis 4 előadáson, hogy mi a különbség domináns és a
sorokra vonatkozó Weierstrass-kritériumban szereplő majoráns között.

• dominans (latin): uralkodó

• dominus (latin): úr, Úr isten, uralkodó, császár, kényúr, zsarnok, parancsoló, igaz-
gató, intéző, rendező, tisztelendő úr, tulajdonos, gazda, házigazda, háziúr, kedves,
szerető

• maior (latin): nagyobb, több, nagykorú, dicsekvőbb, erősebb, fontosabb, hatalma-
sabb, hevesebb, idősebb, jelentősebb, magasabb, súlyosabb, tágasabb, tekintélye-
sebb, túlzottabb, viharosabb

• dominant (angol): uralkodó, kiemelkedő, túlsúlyban levő

• mayor (angol): polgármester, városbíró

Lemma (Fatou–Lebesgue tétel)

• Ha f1, f2, . . . : X Ñ R és g : X Ñ r0, 8s mérhető függvények az pX, M, µq mérték-
téren,

• g dominálja az f1, f2, . . . függvényeket, és
ş

X
g véges, akkor

ż

X

plim inf
nÑ8

fnq dµ ď lim inf
nÑ8

ż

X

fn dµ ď lim sup
nÑ8

ż

X

fn dµ ď
ż

X

plim sup
nÑ8

fnq dµ.

Bizonyítás.

• Mivel |fn| ď g, az is igaz, hogy | lim inf fn| ď g és | lim sup fn| ď g, ezért
ş

X
|fn|,ş

X
| lim inf fn| és

ş
X

| lim sup fn| mind véges, az értékük legfeljebb
ş

g.

• Tehát: Az állításban szereplő integrálok mind léteznek és végesek.
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• A g a 8 értéket is felveheti, de csak egy nullmértékű halmazon.

• Ezt a halmazt elhagyjuk X-ből, és a maradékon bizonyítunk, ahol g és az összes fn

függvény értéke véges.

• A nullmértékű halmaz elhagyása nem változtatja meg az integrálok értékét.

• Az első egyenlőtlenség bizonyítása: Fatou-lemma a g ` fn ě 0 függvényre.
ż

X

plim inf
nÑ8

fnq dµ “
ż

X

`
lim inf

nÑ8
pg ` fnq ´ g

˘
dµ

“
ż

X

`
lim inf

nÑ8
pg ` fnq

˘
dµ ´

ż

X

g dµ
Fatouď lim inf

nÑ8

ż

X

pg ` fnq dµ ´
ż

X

g dµ

“ lim inf
nÑ8

ˆż

X

pg ` fnq dµ ´
ż

X

g dµ

˙
“ lim inf

nÑ8

ż

X

fn dµ.

• A középső egyenlőtlenség triviális .

• Az utolsó egyenlőtlenség bizonyítása: Fatou-lemma a g ´ fn ě 0 függvényre.
ż

X

plim sup
nÑ8

fnq dµ “
ż

X

`
g ´ lim inf

nÑ8
pg ´ fnq

˘
dµ

“
ż

X

g dµ ´
ż

X

`
lim inf

nÑ8
pg ´ fnq

˘
dµ

Fatouě
ż

X

g dµ ´ lim inf
nÑ8

ż

X

pg ´ fnq dµ

“ lim sup
nÑ8

ˆż

X

g dµ ´
ż

X

pg ´ fnq dµ

˙
“ lim sup

nÑ8

ż

X

fn dµ.

Tétel (dominált konvergencia tétel, DKT; nagy Lebesgue-tétel; Lebesgue do-
minált konvergencia tétel . . . ))

• Ha f1, f2, . . . : X Ñ R vagy f1, f2, . . . : X Ñ C, és g : X Ñ r0, 8s mérhető
függvények az pX, M, µq mértéktéren,

• g dominálja az f1, f2, . . . függvényeket, és
ş

X
g véges, és

• fn Ñ f pontonként, akkor
ż

X

f dµ “ lim
ż

X

fn dµ, avagy
ż

X

plim fnq dµ “ lim
ż

X

fn dµ.

Bizonyítás.

• A valós esetben
ż

X

f dµ “
ż

X

plim inf
nÑ8

fnq dµ ď lim inf
nÑ8

ż

X

fn dµ

ď lim sup
nÑ8

ż

X

fn dµ ď
ż

X

plim sup
nÑ8

fnq dµ “
ż

X

f dµ.

• A komplex esetben külön-külön alkalmazzuk ugyanezt a valós és a képzetes részre.
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Példa (Tannery tétele; Jules Tannery (1848-1910))

• Legyen minden k, n P N-re akpnq valós vagy komplex szám úgy, hogy

•
8ř

k“1

akpnq konvergens minden n-re

• Minden k-ra akp1q, akp2q, . . . konvergens;

• M1, M2, . . . ě 0 olyan sorozat, hogy minden k, n esetén
ˇ̌
akpnq

ˇ̌
ď Mk, és

ř
Mk ă 8.

Ekkor

lim
nÑ8

8ÿ

k“1

akpnq DKT“
8ÿ

k“1

lim
nÑ8

akpnq.

Az utolsó feltétel nélkül nem igaz:

a1p1q “ 1 a2p1q “ 0 a3p1q “ 0 a4p1q “ 0 a5p1q “ 0 . . . Σ “ 1
a1p2q “ 0 a2p2q “ 1 a3p2q “ 0 a4p2q “ 0 a5p2q “ 0 . . . Σ “ 1
a1p3q “ 0 a2p3q “ 0 a3p3q “ 1 a4p3q “ 0 a5p3q “ 0 . . . Σ “ 1
a1p4q “ 0 a2p4q “ 0 a3p4q “ 0 a4p4q “ 1 a5p4q “ 0 . . . Σ “ 1

...
...

...
...

...
. . .

...
lim “ 0 lim “ 0 lim “ 0 lim “ 0 lim “ 0 . . . Σ lim ‰ lim Σ

Tétel (korlátos konvergencia tétel, KKT; kis Lebesgue-tétel)

• Ha pX, M, µq véges mértéktér, vagyis µpXq véges,

• f1, f2, . . . : X Ñ R vagy f1, f2, . . . : X Ñ C mérhető függvények, egyenletesen
korlátosak, és

• fn Ñ f pontonként, akkor
ż

X

f dµ “ lim
ż

X

fn dµ, avagy
ż

X

plim fnq dµ “ lim
ż

X

fn dµ.

Bizonyítás. Következik a DKT-ből: ha |fn| ď M minden n-re, akkor g “ M jó domináns.

Példa

Ha 1 ď k ď K esetén akp1q, akp2q, . . . konvergens számsorozat, akkor

lim
nÑ8

Kÿ

k“1

akpnq KKT“
Kÿ

k“1

lim
nÑ8

akpnq.

Sorozat helyett függvény határérték?

A konvergenciatételeinket (MKT, BL, Fl, KKT, DKT) csak sorozatos formában mondtuk ki.
Az átviteli elvek segítségével átírhatjuk paraméteres integrálokra.

67



Példa

• Legyen pX, M, µq véges mértéktér, I Ă R intervallum, f : X ˆ I Ñ R, úgy, hogy

• Minden t P I esetén az x ÞÑ fpx, tq szekciófüggvény mérhető,

• Minden x P X esetén a t ÞÑ fpx, tq szekciófüggvény folytonos.

• Ha f korlátos, akkor az

F ptq “
ż

X

fpx, tqdµ

paraméteres integrál folytonos.

Bizonyítás.

• A folytonosságra vonatkozó átviteli elv miatt a folytonosság bizonyításához elég azt el-
lenőrizni, hogy ha a, t1, t2, . . . P I, és tn Ñ a, akkor F ptnq Ñ F paq.

• Legyen gnpxq “ fpx, tnq és gpxq “ fpx, aq; ekkor gnpxq Ñ gpaq pontonként.

•
lim

nÑ8
F ptnq “ lim

nÑ8

ż

X

gndµ
KKT“

ż

X

gdµ “ F paq.

Példa (ugyanez dominált konvergenciatétellel)

• Legyen pX, M, µq véges mértéktér, I P R intervallum, f : X ˆ I Ñ R, úgy, hogy

• Minden t P I esetén az x ÞÑ fpx, tq szekciófüggvény mérhető,

• Minden x P X esetén a t ÞÑ fpx, tq szekciófüggvény folytonos.

• Ha van egy integrálható g : X Ñ r0, 8s függvény, amire bármely x, t esetén
f
ˇ̌
px, tq

ˇ̌
ď gpxq, akkor az

F ptq “
ż

X

fpx, tqdµ

paraméteres integrál folytonos.

Félre: Látjuk már, hogy a paraméteres integrálokról szóló további tételeink átírásához az
X ˆ I szorzaton kell majd integrálni...

Majdnem mindenhol mérhető függvények

Definíció (majdnem mindenütt teljesülő tulajdonság)

Legyen pX, M, µq mértéktér és T : X Ñ tigaz, hamisu. A T tulajdonság az A halma-
zon µ-majdnem mindenütt, rövidítve µ-m.m. vagy csak m.m. teljesül, ha van olyan N

nullmértékű halmaz, hogy AzN -en T konstans igaz.

Teljes mértéktéren a definíció egyszerűbb: az a halmaz, ahol T hamis, µ-nullmértékű.
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Definíció (majdnem mérhető függvény)

Legyen pX, M, µq mértéktér. Az f függvény µ-majdnem mérhető, ha egy nullmértékű
halmazon megváltoztathatjuk/definiálhatjuk úgy, hogy mérhető legyen.

Lemma

Ha f és g mérhetők az pX, M, µq téren és f “ g µ-m.m., akkor
ş

X
f “

ş
X

g. (Ha az egyik
létezik, akkor a másik is.)

Következmény

Az eddigi integrálfogalmakat egyértelműen kiterjeszthetjük majdnem mérhető függvé-
nyekre.
A különböző konvergenciatételeink igazak maradnak majdnem mérhető függvényekre is.

Példa

Van, amikor egy állítás csak m.m. igaz:

(1) Ha f ě 0 mérhető függvény az pX, M, µq téren, és
ş

X
fdµ “ 0, akkor f “ 0 µ-m.m.

(2) Ha f1, f2, . . . mérhető függvények az pX, M, µq téren, és
8ř

n“1

ş
X

|fn|dµ ă 8, akkor
8ř

n“1
fnpxq µ-m.m. x-re konvergens.

Bizonyítás. (1) Minden n-re µpf ą 1
n

q “ 0, különben az integrál pozitív lenne, ezért

µpf ą 0q “ lim µpf ą 1
n

q “ 0.

(2) Legyen g “ ř |fn|. A Beppo Levi tétel miatt
ż

X

gdµ “
ÿż

X

|fn|dµ ă 8,

ezért g ă 8 m.m.. Akkor viszont
ř

fnpxq m.m. x-re abszolút konvergens, tehát konvergens.
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15. A Riemann-integrál létezésének feltételei
Függvény alsó és felső burkolója. A burkoló függvények félig folytonosak, ezért Borel-mérhetők.
A Riemann-integrálhatóság Lebesgue-féle ekvivalens feltétele. [Petruska, 76–80. o.]

A célunk annak a bizonyítása, hogy egy korlátos függvény akkor és csak akkor Riemann-
integrálható, ha a szakadási helyeinek halmaza Lebesgue-nullmértékű.

Félig folytonos függvények

Definíció (félig folytonos függvények)

Legyen A az R vagy Rp vagy egy más metrikus tér részhalmaza és f : A Ñ R.

• Az f függvény felülről félig folytonos (f.f.f.) az a P A pontban, ha

@c ą fpaq Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ă c.

• Az f függvény alulról félig folytonos (a.f.f.) az a P A pontban, ha

@c ă fpaq Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ą c.

Megjegyzés

Ha fpaq véges, akkor c helyett fpaq ˘ ε-t is írhatunk:

• f f.f.f. a-ban ô @ε ą 0 Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ă fpaq ` ε,

• f a.f.f. a-ban ô @ε ą 0 Dδ ą 0 @x P Bpa, δq X A fpxq ą fpaq ´ ε.

Lemma

Legyen f : A Ñ R és a P A. Ezek ekvivalensek:

(1a) f f.f.f. az a pontban.

(1b) Bármely c ą fpaq-ra a relatív belső pontja f´1
`
r´8, cqq-nek.

(1c) lim sup
xÑa, xPA

fpxq ď fpaq.

Hasonlóan, ezek is ekvivalensek:

(2a) f a.f.f. az a pontban.

(2b) Bármely c ă fpaq-ra a relatív belső pontja f´1
`
pc, 8sq-nek.

(2c) lim inf
xÑa, xPA

fpxq ě fpaq.
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Bizonyítás. (1a) és (1b) ugyanaz, csak más nyelven. Mindkettő azt mondja, hogy

@c ą fpaq Dr ą 0 @x P Bpa, rq X A fpxq ă c. p˚q

p˚q ñ(1c): minden c ą fpaq-hoz van olyan r ą 0, hogy

@x P Bpa, rq X A fpxq ă c,

így az x Ñ a határátmenetből

@c ą fpaq lim sup
xÑa, xPA

fpxq ď c,

A c Ñ fpaq ` 0 határátmenetből lim sup
xÑa, xPA

fpxq ď fpaq,
(1c)ñ p˚q: a lim sup alaptulajdonsága, hogy

@c ą lim sup
xÑa, xPA

fpxq Dr ą 0 @x P Bpa, rq X A fpxq ă c.

A feltevés szerint fpaq ě lim supxÑa, xPA fpxq; ha valami minden c ą lim supxÑa, xPA fpxq-re
igaz, akkor minden c ą fpaq-ra is igaz.

Következmény

(1) f : A Ñ R akkor és csak akkor f.f.f., ha bármely c P R-re f´1
`
r´8, cqq relatív nyílt

A-ban.

(2) f : A Ñ R akkor és csak akkor a.f.f., ha bármely c P R-re f´1
`
pc, 8sq relatív nyílt

A-ban.

(3) A félig folytonos függvények Borel-mérhetők.

Bizonyítás. (1) ñ Ha f f.f.f. és c P R, akkor

x P f´1
`
r´8, cq

˘
ñ fpxq ă c ñ x P int

A
f´1

`
r´8, cq

˘

tehát f´1
`
r´8, cq

˘
minden pontja belső pont, tehát f´1

`
r´8, cq

˘
relatív nyílt.

(1) ð: Bármely a P A-ra

@c ą fpaq ñ a P int f´1
`
r´8, cq

˘
,

tehát f f.f.f. az a pontban.
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Alsó és felső burkolófüggvény

Definíció (függvény alsó és felső burkolója)

Legyen A az R vagy Rp vagy egy más metrikus tér részhalmaza és f : A Ñ R.
Az f függvény felső és alsó burkolója

fpaq “ inf
rą0

´
sup f

`
Bpa, rq X A

˘¯
“ lim

rÑ`0

´
sup f

`
Bpa, rq X A

˘¯

“ max
´

lim sup
xÑa

fpxq, fpaq
¯

,

illetve

fpaq “ sup
rą0

´
inf f

`
Bpa, rq X A

˘¯
“ lim

rÑ`0

´
inf f

`
Bpa, rq X A

˘¯

“ min
´

lim inf
xÑa

fpxq, fpaq
¯

.

Ezek mind ugyanazt adják:

• Az r ÞÑ sup f
`
Bpa, rq X A

˘
függvény monoton nő, ezért inf sup

`
. . .

˘
“ lim sup

`
. . .

˘
;

lim
rÑ`0

sup f
`
Bpa, rq X A

˘
“ lim

rÑ`0
max

ˆ
sup f

`
9Bpa, rq X A

˘
, fpaq

˙

maxpx, yq folytonos“ max
ˆ

lim
rÑ`0

sup f
`

9Bpa, rq X A
˘
, lim

rÑ`0
fpaq

˙

“ max
ˆ

lim sup
xÑa, xPA

fpxq, fpaq
˙

.

Lemma

(1) f ď f ď f ;

(2) fpaq “ fpaq akkor és csak akkor, ha f folytonos a-ban (a folytonosságot ki kell
terjesztenünk a ˘8 értékekre).

Bizonyítás.
(1) triviális , mert

fpaq “ min
´

lim inf
xÑa

fpxq, fpaq
¯

ď fpaq ď max
´

lim sup
xÑa

fpxq, fpaq
¯

“ fpaq.

(2) Ha fpaq “ fpaq, akkor az (1) miatt fpaq értéke is ugyanez, és

lim sup
xÑa

fpxq ď max
´

lim sup
xÑa

fpxq, fpaq
¯

“ fpaq “ fpaq “ fpaq “

“ min
´

lim inf
xÑa

fpxq, fpaq
¯

ď lim inf
xÑa

fpxq ď lim sup
xÑa

fpxq;

ezeknek mind egyenlőknek kell lenni, tehát lim inf
xÑa

fpxq “ lim sup
xÑa

fpxq “ fpaq, tehát f folytonos

a-ban.
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Megfordítva, ha f folytonos a-ban, akkor lim inf
xÑa

fpxq “ lim sup
xÑa

fpxq “ fpaq, ezért

fpaq “ max
´

lim sup
xÑa

fpxq, fpaq
¯

“ fpaq és fpaq “ min
´

lim inf
xÑa

fpxq, fpaq
¯

“ fpaq.

Lemma

A felső burkoló f.f.f., az alsó burkoló a.f.f..

Bizonyítás.

• Az igazoljuk, hogy f f.f.f..

• Legyen c P R tetszőleges; azt kell igazolni, hogy f
´1`r´8, cq

˘
relatív nyílt.

• Vegyünk egy tetszőleges a P f
´1`r´8, cq

˘
pontot; az kell, hogy a ennek relatív belső

pontja.

• A feltétel szerint fpaq ă c. Válasszunk egy c1 számot is, amelyre fpaq ă c1 ă c.

• A felső burkoló definíciója miatt van olyan r ą 0, hogy sup fpBpa, rqq ă c1, tehát bármely
x P Bpa, rq X A esetén fpxq ă c1.

• Bármely b P Bpa, rq X A pontban fpbq ă c1 és lim sup
xÑb

fpxq ď c1, tehát fpbq ď c1 ă c,

tehát b P f´1
`
r´8, cq

˘
.

• Ez minden b-re igaz, tehát Bpa, rq X A Ă f´1
`
r´8, cq

˘
.

Következmény

Az alsó és a felső burkoló is Borel-mérhető.

A Riemann-integrál létezésének feltételei

Lemma

Legyen f : ra, bs Ñ R korlátos függvény. Ha I1, I2, . . . Ă ra, bs intervallumsorozat, ame-
lyeknek c közös relatív belső pontja, és |In| Ñ 0, akkor
inf
In

f Ñ fpcq és sup
In

f Ñ fpcq.

Bizonyítás. Legyen

Rn “ min
 
r ą 0 : Bpc, rq Ą Inu ` 1

n
, rn “ max

 
r ą 0 : pBpc, rq X ra, bs

˘
Ă Inu

Ezek 0-hoz tartanak.

A tartalmazás miatt

sup f
`
Bpc, rnq

˘
ď sup f

`
In

˘
ď sup f

`
Bpc, Rnq

˘

Végül rendőr-elv: az alsó és a felső becslés is fpcq-hez tart.
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Lemma

Legyen ra, bs Ă R zárt intervallum, és f : ra, bs Ñ R korlátos függvény; ekkor

ż b

a

f dx
loomoon

alsó Riemann-integrál

“
ż

ra,bs

f dλ
loooomoooon

alsó burkoló L-integrálja

és
ż b

a

f dx
loomoon

felső Riemann-integrál

“
ż

ra,bs

f dλ.
loooomoooon

felső burkoló L-integrálja

Bizonyítás.

• Az integrálok léteznek, mert a burkolók korlátosak és Borel-mérhetők.

• Minden pozitív egész n-re, osszuk fel az intervallumot n egyenlő részre az a “ xn,0 ă
xn,1 ă . . . ă xn,n “ b pontokkal.

• Legyen

αnpxq “

$
’’’&
’’’%

infrxn,i´1,xn,is f ha x P pxn,i´1, xn,iq
infrxn,0,xn,1s f ha x “ xn,0

infrxn,i´1,xn,i`1s f ha x “ xn,i, 0 ă i ă n

infrxn,n´1,xn,ns f ha x “ xn,n,

és

βnpxq “

$
’’’&
’’’%

suprxn,i´1,xn,is f ha x P pxn,i´1, xn,iq
suprxn,0,xn,1s f ha x “ xn,0

suprxn,i´1,xn,i`1s f ha x “ xn,i, 0 ă i ă n

suprxn,n´1,xn,ns f ha x “ xn,n.

fx1x0 xnxn−1

βn

αn

• A felosztáshoz tartozó alsó és felső Riemann-integrálközelítő összegeket az αn és βn integ-
ráljaként is felírhatjuk:

sn “
ż b

a

αnpxq dx “
ż

ra,bs

αn dλ, Sn “
ż b

a

βnpxq dx “
ż

ra,bs

βn dλ.

• Az előző Lemma miatt αnpxq Ñ fpxq és βnpxq Ñ fpxq pontonként.

• A KKT miatt
ż b

a

f dx “ lim
nÑ8

sn “ lim
nÑ8

ż

ra,bs

αn dλ
KKT“

ż

ra,bs

f dλ és

ż b

a

f dx “ lim
nÑ8

Sn “ lim
nÑ8

ż

ra,bs

βn dλ
KKT“

ż

ra,bs

f dλ.
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Tétel

Legyen f : ra, bs Ñ R korlátos.

(1) Az
ż b

a

f dx Riemann-integrál akkor és csak akkor létezik, ha az ra, bs intervallumon

az f függvény λ-m.m. folytonos.

(2) Ha az
ż b

a

f dx Riemann-integrál létezik, akkor f Lebesgue-mérhető, és
ż b

a

fpxq dx “
ż

ra,bs

f dλ.

Bizonyítás.

(1) A Riemann-integrál létezik ô
ż b

a

f dµ “
ż b

a

f dµ ô
ż

ra,bs

f dλ “
ż

ra,bs

f dλ

ô
ż

ra,bs

pf ´ fq dλ “ 0 ô f ´ f “ 0 λ-m.m. ô f “ f λ-m.m. ô f λ-m.m.

folytonos.

(2) Ha a Riemann-integrál létezik, akkor f “ f λ-m.m., tehát f λ-majdnem Borel-mérhető
és ż b

a

fpxq dx “
ż b

a

fpxq dx “
ż

ra,bs

f dλ “
ż

ra,bs

f dλ.

Megjegyzés

Abból, hogy az
şb

a
f Riemann-integrál létezik, nem következik, hogy f Borel-mérhető.

Például a Jordan-nullmértékű Cantor-halmaznak létezik nem Borel-mérhető N részhal-
maza (mert csak kontinuum sok Borel-halmaz létezik).
A χN függvény Riemann-integrálható, de nem Borel-mérhető.

Megjegyzés

A bizonyítások átvihetők például a többdimenziós Jordan-mérték szerinti integrálokra.
Ha A Ă Rp Jordan-mérhető és f : A Ñ R korlátos, akkor az

ş
A

f Riemann-integrál akkor
és csak akkor létezik, ha f az A λ-m.m. pontjában folytonos.
Ilyenkor f Lebesgue-mérhető is, és a Riemann- és a Lebesgue-integrál értéke ugyanaz.

(Az átvihető azt jelenti, hogy házi feladat végiggondolni. )
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III. rész

Mértékek differenciálása

Mértékek differenciálása???

Legyen pX, M, µq rögzített mértéktér.

• Minden f : X Ñ R vagy f : X Ñ C integrálható függvényhez a M σ-algebrán definiál-
tunk egy ϕpAq ÞÑ

ş
A

f dµ előjeles vagy komplex mértéket.

• Az f függvényt nevezhetjük a ϕ mérték sűrűségfüggvényének.

• Ilyen módon az integrálás függvényekhez rendel előjeles, illetve komplex mértékeket.

• Ennek megfordítása az, hogy a ϕ előjeles vagy komplex mértékhez keresünk olyan f

függvényt, aminek ϕ az integrálja.

• Bizonyos értelemben a ϕ előjeles vagy komplex mértéket kell differenciálni a µ mérték
szerint.

• Ha pX, M, µq az 1-dimenziós Lebesgue mérték egy intervallumon, akkor a ϕ mértéket
azonosíthatjuk az eloszlásfüggvényével.

• Tehát a ϕ deriválása helyett próbálkozhatunk az eloszlásfüggvény hagyományos értelemben
vett differenciálásával is.

• Kérdés, hogy az eloszlásfüggvény differenciálásával visszakapjuk-e a sűrűségfüggvényt.

• Azt is meg lehet kérdezni, hogy egy általános monoton függvényt van-e értelme differen-
ciálni. . .
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16. Előjeles mértékek variációi
Előjeles és komplex mértékek. Előjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent. Majoráns mérték.
Pozitív, negatív és totális variáció. A totális variáció majorálja a pozitív és a negatív variációt.
[Petruska, 85–89. o.]

Eddig olyan mértékekkel foglalkoztunk, amelyeknek minden értéke nemnegatív. Most egy
kicsit az olyan σ-additív halmazfüggvényeket fogjunk megvizsgálni, amelyek negatívak (sőt,
komplexek) is lehetnek, mint például a gazdasági növekedés vagy az intelligencia.

– Két rendőr találkozik az utcán.
– Hát te meg hol jártál?
– Intelligenciateszten voltam.
– És milyen lett?
– Szerencsére negatív.

Mindig ugyanazon az pX, Mq mérhető téren fogunk játszani.

Definíció (előjeles és komplex mérték, újra)

ϑ : M Ñ R előjeles mérték, ha ϑpHq “ 0 és a ϑ függvény σ-additív.
ϑ : M Ñ C komplex mérték, ha ϑpHq “ 0 és a ϑ függvény σ-additív. (Az értéke csak
véges lehet.)

Példák

Hogy gyárthatunk előjeles és komplex mértékeket?
Pl. előjeles mértéket készíthetünk úgy, hogy vesszük két mérték különbségét: ϑ “ µ1 ´µ2.
Fontos, hogy µ1pXq és µ2pXq közül legalább az egyik véges legyen, hogy mindig el lehessen
végezni a kivonást.
A komplex mértékeknek a valós és a képzetes része is egy-egy véges előjeles mérték. Ennek
a mintájára gyárthatunk vektorértékű mértékeket is: minden koordináta egy-egy előjeles
mérték...
Egy másik, nagyon fontos lehetőség, ha egy függvényt integrálunk: vegyünk egy f mérhető
függvényt, egy µ mértéket, és legyen ϑpAq “

ş
A

fdµ.

Tétel

Előjeles mérték nem veheti fel mindkét végtelent.

Bizonyítás. Ha pX, M, ϑq előjeles mérték, és felveszi a `8 értéket, tehát ϑpP q “ 8 valamilyen
P Ă X halmazra, akkor az additivitás miatt ϑpXq “ ϑpP q ` ϑpXzP q “ 8 (a jobboldalon csak
összeadható mennyiségek lehetnek.)

Ha pedig ϑpNq “ ´8 valamilyen N Ă X halmazra, akkor az additivitás miatt ϑpXq “
ϑpNq ` ϑpXzNq “ ´8.
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Definíció (majoráns mérték)

Az pX, M, µq mérték majorálja az pX, M, ϑq előjeles/komplex mértéket, ha minden A P
M-re

ˇ̌
ϑpAq

ˇ̌
ď µpAq.

Variációk

Definíció (előjeles mérték variációi)

Legyen pX, M, ϑq előjeles mérték.

• A ϑ totális variációja τ : M Ñ r0, 8s, ,

τpAq “ sup
 

|ϑpBq| ` |ϑpCq| : B, C Ă A, B X C “ H
(

“ sup
" nÿ

k“1

|ϑpBkq| : n P N, Bk Ă A, Bk X Bℓ “ H
*

“ sup
" 8ÿ

k“1

|ϑpBkq| : Bk Ă A, Bk X Bℓ “ H
*

.

(Ezek egyenlők, mert az azonos előjelű tagokat összevonhatjuk.)

• A ϑ pozitív variációja

π : M Ñ r0, 8s, πpAq “ supt ϑpBq : B Ă Au.

• A ϑ negatív variációja

ν : M Ñ r0, 8s, νpAq “ supt ´ϑpBq : B Ă Au
“ ´ inft ϑpBq : B Ă Au.

Definíció (Komplex mérték totális variációja)

Legyen pX, M, ϑq komplex mérték. A ϑ totális variációja

τ : M Ñ r0, 8s, τpAq “ sup
" nÿ

k“1

|ϑpBkq| : n P N, Bk Ă A, Bk X Bℓ “ H
*

“ sup
" 8ÿ

k“1

|ϑpBkq| : Bk Ă A, Bk X Bℓ “ H
*

.

A kétféle definíció ugyanazt az értéket adja:

• A véges összegeket kiegészíthetjük üres halmazokkal, és

• A végtelen összegekhez tarthatunk véges összegekkel.
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Tétel

Legyen ϑ előjeles vagy komplex mérték, a totális variációja τ ; ha előjeles mérték, akkor
a pozitív és negatív variációi π, illetve ν.

1. τ , π, ν mértékek.

2. τ majorálja ϑ-t.

3. Ha ϑ előjeles mérték, akkor τ majorálja π-t és ν-t.

4. A τ a legkisebb mérték, ami majorálja ϑ-t.

Bizonyítás. (1a) π mérték: triviális , hogy πpAq ě ϑpHq “ 0, tehát π ě 0. Az is
triviális , hogy πpHq “ 0. Azt kell bizonyítani, hogy π σ-additív. Tegyük fel, hogy
A1, A2, . . . P M diszjunktak és A “ Ů

An. Azt kell igazolnunk, hogy πpAq “ ř
πpAnq.

Mindegyik n-hez vegyünk egy olyan Bn,1, Bn,2, . . . Ă An sorozatot, amelyre 0 ď ϑpBn,kq Ñ
πpAnq. Ekkor minden k-ra és N -re

Nÿ

n“1

ϑpBn,kq “ ϑ

ˆ Nğ

n“1

Bn,k

˙
ď πpAq.

Most k Ñ 8, majd N Ñ 8 határátmenet:

Nÿ

n“1

πpAnq ď πpAq

8ÿ

n“1

πpAnq ď πpAq. p˚q

Megfordítva, legyen C1, C2, . . . Ă A olyan sorozat, amelyre ϑpCkq Ñ πpAq, és legyen Cn,k “
An X Ck. Ekkor

ϑpCkq “ ϑ

ˆ 8ğ

n“1

Cn,k

˙
“

8ÿ

n“1

ϑpCn,kq ď
8ÿ

n“1

πpAnq;

A k Ñ 8 határátmenetből

πpAq “ lim
kÑ8

ϑpCkq ď
8ÿ

n“1

πpAnq. p˚˚q

Az p˚q és p˚˚q együtt azt adja, hogy πpAq “ ř
πpAnq.

(1b) τ mérték: τpHq “ 0, és triviális , hogy τpAq ě ϑpHq “ 0; most is a σ-additivitás
kell; Legyen megint A “ Ů

An.
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Mindegyik An-hez és mindegyik k-hoz vegyük τpBnq-nek egy közelítő összegét úgy, hogy
ezek k Ñ 8 esetén τpBnq-hez tartsanak, vagyis vegyük Bn,k,ℓ Ă An halmazok sorozatának
egy sorozatát úgy, hogy mindegyik n, k-ra a Bn,k,1, Bn,k,2, . . . Ă An halmazok diszjunktak, és
limkÑ8

ř8
ℓ“1 |ϑpBn,k,ℓq| “ τpAnq. Rögzített k-ra a Bn,k,ℓ halmazok diszjunkt részei A-nak, ezért

minden N -re
Nÿ

n“1

˜
8ÿ

ℓ“1

|ϑpBn,k,ℓq|
¸

ď τpAq.

k Ñ 8:
Nÿ

n“1

τpAnq ď τpAq.

N Ñ 8:
8ÿ

n“1

τpAnq ď τpAq.

A megfordításhoz vegyük τpAq közelítő összegeinek egy sorozatát, vagyis Ck,ℓ Ă A halmazo-
kat úgy, hogy rögzített k-ra Ck,1, Ck,2, . . . diszjunktak, és limkÑ8

ř8
ℓ“1 |ϑpCk,ℓq| “ τpAq. Legyen

Cn,k,ℓ “ An X Ck,ℓ.

8ÿ

ℓ“1

|ϑpCk,ℓq| “
8ÿ

ℓ“1

ˇ̌
ˇ̌
ˇϑ
ˆ 8ğ

n“1

Cn,k,ℓ

˙ˇ̌
ˇ̌
ˇ “

8ÿ

ℓ“1

ˇ̌
ˇ̌
ˇ

8ÿ

n“1

ϑpCn,k,ℓq
ˇ̌
ˇ̌
ˇ ď

ď
8ÿ

ℓ“1

8ÿ

n“1

ˇ̌
ϑpCn,k,ℓq

ˇ̌
“

8ÿ

n“1

ˆ 8ÿ

ℓ“1

ˇ̌
ϑpCn,k,ℓq

ˇ̌˙
ď

8ÿ

n“1

τpAnq

k Ñ 8:

τpAq ď
8ÿ

n“1

τpAnq.

(2) τ majorálja ϑ-t, mert:

• Minden A P M-re |ϑpAq| a τpAq egyik közelítő összege, tehát τpAq ě |ϑpAq|.

(3) τ majorálja π-t és ν-t, mert:

• Minden B Ă A-ra ϑpBq ď |ϑpBq| ď τpAq, ezért πpAq “ sup
 
ϑpBq : B Ă Au ď τpAq.

(4) A τ a legkisebb mérték, ami majorálja ϑ-t, mert:

• Tegyük fel, hogy valamilyen µ mérték majorálja ϑ-t, akkor
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• Bármely B1, . . . , Bn Ă A diszjunkt halmazokra

nÿ

k“1

|ϑpBkq| ď
nÿ

k“1

µpBkq ď µpAq,

• és ilyen összegekkel tarthatunk τpAq-hoz,

• tehát τpAq ď µpAq.
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17. Előjeles mértékek felbontási tételei
Előjeles mérték szerint létezik maximális és minimális mértékű halmaz. Hahn-felbontás. Jordan-
felbontás. τ “ π ` ν. [Petruska, 85–89. o.]

Célunk a következők bemutatása.

• Minden előjeles mérték előáll, mint két mérték különbsége: ha pX, M, ϑq előjeles mérték-
tér, a variációi τ , π és ν, akkor

– ϑ “ π ´ ν (Jordan-felbontás)

– τ “ π ` ν

– X “ P \ N , π “ ϑ|P , ν “ ´ϑ|N (Hahn-felbontás)

• Minden előjeles vagy komplex mérték előáll integrál alakban.

Lemma

Minden előjeles mértéknek van maximuma és minimuma, avagy:
Ha pX, M, ϑq előjeles mértéktér, akkor

• ´νpXq ď ϑ ď πpXq.

• Létezik olyan A P M halmaz, amelyre ϑpAq “ πpXq.

• Létezik olyan B P M halmaz, amelyre ϑpBq “ ´νpXq.

Bizonyítás.
(1) Bármely H P M esetén

• πpXq “ suptϑpP q : P P Mu ě ϑpHq és

• νpXq “ supt´ϑpNq : N P Mu ě ´ϑpHq.

• Az a kérdés, hogy ϑ felveszi-e a πpXq és ´νpXq értékeket.

• Elég a maximum létezését igazolni.

1. eset: πpXq “ 8, azaz ϑ nem korlátos felülről. Olyan A halmazt keresünk, amelyre
ϑpAq “ 8.

Nevezzünk egy V P M halmazt "végtelennek", ha πpV q “ 8, és egy végtelen V halmazt
"bonthatónak" (v.ö. "Rontom-bontom, kisnyulacska!"1), ha vannak olyan E és W diszjunkt
részhalmazai, amelyekre ϑpEq ě 1 és πpW q “ 8.

Vegyük észre, hogy nem bontható végtelen halmaznak a végtelen részhalmazai sem bontha-
tók.

1a. eset: Minden végtelen halmaz bontható, beleértve az X-et is. Ekkor bontva és tovább
bontva

X Ą E1 \ V1 Ą E1 \ pE2 \ V2q Ą E1 \ pE2 \ pE3 \ V3qq Ą . . . ;

1Ez a fenyegetés kb. annyit tesz, mint "Agyonverlek és kibelezlek, nyuszikám"; inkább ne mondjuk a gyere-
künknek. (Petőfi sem a saját gyerekének mondta, hanem ÑArany János gyerekének.
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de akkor E1, E2, . . . diszjunkt halmazok, mindegyikre ϑpEnq ě 1, így az A “ Ť
En halmazra

ϑpAq “ ř
ϑpEnq “ 8 “ πpXq.

1b. eset: Van nem bontható végtelen halmaz. Legyen V0 egy ilyen.
Indirekt tegyük fel, hogy ϑ értéke soha sem 8.

Készítünk egy V0 Ą V1 Ą V2 Ą . . . sorozatot nem bontható végtelen halmazokból. V0 már
megvan.

Ha Vn már megvan, akkor válasszunk egy olyan Vn`1 Ă Vn halmazt, amelyre ϑpVn`1q ą
maxpϑpVnq ` 1, 1q; ilyen halmaz biztosan létezik, mert ϑpVnq véges és πpVnq “ 8.

A Vn halmaz két fele a Vn`1 és VnzVn`1. Mivel π additív, valamelyik fél halmaz végtelen.
Az első felére ϑpVn`1q ě 1. Mivel a Vn nem bontható, a másik fél nem lehet végtelen. Tehát
Vn`1 is végtelen halmaz, ráadásul része a nem bontható Vn-nek, tehát ő sem bontható.

Most legyen Kn “ VnzVn`1; ekkor

ϑpKnq “ ϑpVnq ´ ϑpVn`1q ă ´1,

az N “ Ť8
n“1 Kn halmazra ezért ϑpNq “ ř

ϑpKnq “ ´8. Az N és V1 halmazokra N Ă V1,
ϑpNq “ ´8 és ϑpV1q ą 0, de az lehetetlen, hogy a pozitív mértékű V0-nak legyen egy ´8
mértékű részhalmaza, ellentmondás.

2. eset: πpXq véges, azaz ϑ felülről korlátos.
Szükségünk lesz a következő becslésre: ha ϑpHq ě πpXq ´ ε, és R Ă H, akkor

ϑpRq “ ϑpHq ´ ϑpHzRq ě pπpXq ´ εq ´ πpXq “ ´ε.

Vegyünk minden n pozitív egészhez egy Pn P M halmazt, amire ϑpPnq ě maxpπpXq´ 1
2n

, 0q.
Legyen Qk “ Ť8

n“k Pn (a Qn sorozat csökkenő) és A “ Ş8
k“1 Qk. 2

Bármely k-ra

Qk “ Pk Y
´

Pk`1zPk

¯
Y

´
Pk`2zpPk Y Pk`1q

¯
Y

´
Pk`3zpPk Y Pk`1 Y Pk`2q

¯
Y . . .

2A lim sup Pn “
Ş

8

k“1

`Ť
8

n“k Pn

˘
halmazt hívjuk a Pn halmazsorozat limesz szuperiorának: azokból a

pontokból áll, amelyek végtelen sok Pn halmaznak elemei.
A sorozat limesz inferiora lim inf Pn “

Ť
8

k“1

`Ş
8

n“k Pn

˘
, ez azokból a pontokból áll, amelyek véges sok

kivétellel minden Pn halmaznak elemei.
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ezért

πpXq ě ϑpQkq “ ϑpPkq `
8ÿ

n“k`1

ϑ

ˆ
Pnz

n´1ď

ℓ“k

Pℓ

˙
ě
ˆ

πpXq ´ 1
2k

˙
`

8ÿ

n“k`1

´1
2n

“ πpXq ´ 2
2k

Ezek után

0 ď πpXq ´ ϑpAq ă
ˆ

ϑpQkq ` 2
2k

˙
´ ϑpAq “ ϑpQkzAq ` 2

2k
“

“ ϑ

ˆ 8ď

n“k

pQnzQn`1q
˙

` 2
2k

“
8ÿ

n“k

`
ϑpQnq ´ ϑpQn`1q

˘
` 2

2k
ă

ă
8ÿ

n“k

ˆ
πpXq ´

´
πpXq ´ 2

2n`1

¯˙
` 2

2k
“
ˆ 8ÿ

n“k

2
2n`1

˙
` 2

2k
“ 4

2k
.

Végül k Ñ 8: látjuk, hogy ϑpAq “ πpXq.

Következmény

πpXq és νpXq közül legalább az egyik véges.

Bizonyítás. A 17 lemma szerint πpXq és ´νpXq is értéke ϑ-nak, de a 16 tétel szerint nem
lehet mindkettő végtelen.

Tétel (Hahn-felbontás (Hans Hahn, 1879–1934))

Ha ϑ előjeles mérték az pX, Mq mérhető téren, akkor X felbontható két diszjunkt részre:
X “ P \ N úgy, hogy a P mérhető részhalmazain ϑ ě 0, és az N mérhető részhalmazain
ϑ ď 0.
Avagy, ha a ϑ pozitív és negatív variációi π és ν, akkor πpNq “ 0 és νpP q “ 0.

Bizonyítás. 1. eset: πpXq ă 8.
Legyen P Ă X olyan halmaz, amelyre ϑpP q “ πpXq és legyen N “ XzP .
Tetszőleges H Ă P esetén ϑpHq “ ϑpP q ´ ϑpP zHq ě πpXq ´ πpXq “ 0, így valóban

νpP q “ 0.
Tetszőleges H Ă N esetén ϑpHq “ ϑpP \ Hq ´ ϑpP q ď πpXq ´ πpXq “ 0, így valóban

πpNq “ 0.

2. eset: πpXq “ 8. Ekkor νpXq véges, felcseréljük P és N definícióját.

Kérdés

Egyértelmű-e a Hahn-felbontás?
Nem, de τ -majdnem: ha X “ P1 Y N1 “ P2 Y N2 két Hahn-felbontás, akkor a
P1△P2 “ N1△N2 “ pP1 Y P2q X pN1 Y N2q halmazon π “ ν “ 0, vagyis τpP1△P2q “ 0; a
szimmetrikus differencia részhalmazain ϑ konstans 0.

Következmény

πpAq “ ϑpA X P q és νpAq “ ´ϑpA X Nq.

Bizonyítás. Bármilyen B Ă A-ra

ϑpBq “ ϑpB X P q ` ϑpB X Nq ď ϑpB X P q ` ϑppAzBq X P q ` 0 “ ϑpA X P q.
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Ha B “ A X P , akkor egyenlőség van. Tehát

πpAq “ max
 
ϑpBq : B Ă Au “ ϑpA X P q.

Következmény (Jordan-felbontás (Marie Ennemond Camille Jordan 1838–
1922))

Ha ϑ előjeles mérték, a pozitív és negatív variációi π és ν, akkor

ϑ “ π ´ ν.

Bizonyítás. Legyen a Hahn-felbontás X “ P \ N . Bármilyen H mérhető halmazra

ϑpHq “ ϑpH X P q ` ϑpH X Nq “ πpHq ´ νpHq.

Következmény

Ha ϑ előjeles mérték, a pozitív, negatív és totális variációi π, ν és τ , akkor

τ “ π ` ν.

Bizonyítás. Legyen a Hahn-felbontás X “ P \ N . Bármilyen H mérhető halmazra és bármi-
lyen A, B Ă H diszjunkt részeire

ˇ̌
ϑpAq

ˇ̌
`
ˇ̌
ϑpBq

ˇ̌
ď
´ˇ̌

ϑpA X P q
ˇ̌
`
ˇ̌
ϑpA X Nq

ˇ̌¯
`
´ˇ̌

ϑpB X P q
ˇ̌
`
ˇ̌
ϑpB X Nq

ˇ̌¯
“

“
`
πpAq ` νpAq

˘
`
`
πpBq ` νpBq

˘
“ πpA Y Bq ` νpA Y Bq ď πpHq ` νpHq;

például ha A “ H X P és B “ H X N , akkor egyenlőség van. Ezért

τpHq “ max
 

|ϑpAq| ` |ϑpBq| : A, B Ă H diszjunktak
(

“ πpHq ` νpHq.

Következmény

ϑpXq akkor és csak akkor véges, ha πpXq és νpXq véges.
Minden komplex mérték totális variációja véges.

Példa

Tegyük fel, hogy f mérhető az pX, M, µq mértéktéren és minden A P M esetén ϑpAq “ş
A

f dµ. Ekkor

• pX, M, ϑq Hahn-felbontása P “ tx : fpxq ě 0u, N “ tx : fpxq ă 0u.

• πpAq “
ş

A
f` dµ és νpAq “

ş
A

f´ dµ ,

• τpAq “
ş

A
|f | dµ “

ş
A

pf` ` f´q dµ “ πpAq ` νpAq,

• ϑpAq “
ş

A
f dµ “

ş
A

pf` ´ f´q dµ “ πpAq ´ νpAq.
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Az előjeles mérték, mint integrál

Következmény

Ha ϑ előjeles mérték, a pozitív, negatív és totális variációi π, ν és τ , akkor bármely A P M

mérhető halmazra
ϑpAq “

ż

A

pχP ´ χN q dτ.

Tehát, minden előjeles mérték előáll, mint egy függvény integrálja valamilyen mérték
szerint.

Kérdés

Vajon igaz-e valami hasonló összefüggés komplex mértékekre? Avagy, ha ϑ komplex mér-
ték, akkor létezik-e olyan mérhető f függvény, amelyre |f | “ 1, és bármely A mérhető
halmazra

ϑpAq “
ż

A

f dτ?
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18. Lebesgue-felbontás
Mérték tartója. Abszolút folytonos és szinguláris mértékek. Adott mértéknél nem nagyobb maxi-
mális szinguláris mérték. Lebesgue-felbontás. Egyértelműség. [Petruska, 90–91. o.]

A következő fejezetekben azt fogjuk vizsgálni, hogy milyen előjeles és komplex mértékek
írhatók fel, mint valamilyen függvény integrálja egy megadott mérték szerint.

Vegyük elő újra azt az esetet, amikor mértéket valamilyen függvény integráljaként defini-
áltunk: mondjuk pX, M, µq mértéktér, f olyan mérhető függvény, amelynek létezik integrálja
X-en, és bármely A P M-re ϑpAq “

ş
A

fdµ. Speciálisan, ha f : R Ñ R Borel-mérhető, és
létezik a Lebesgue-integrálja, akkor ϑpAq “

ş
A

fdλ egy előjeles Borel-mérték.
Könnyű mutatni olyan mértéket, amely nem áll elő Lebesgue-integrál alakban, pl. a szám-

lálómérték, vagy a Dirac-delta (δpAq “ 1, ha 0 P A, egyébként 0). Nincs olyan Borel- vagy
Lebesgue-mérhető f függvény, amelyre

ş
A

fdλ “ |A| vagy
ş

A
fdλ “ δpAq teljesülhetne.

Mindkét példánkban közös, hogy van egy olyan λ-nullmértékű A halmaz, amelyben ϑpAq ‰
0. Márpedig nullmértékű halmazon az integrál is nulla.

Abszolút folytonos és szinguláris mértékek

• Most is egy közös pX, Mq mérhető téren fogunk dolgozni.

• Csak mérhető (M-beli) halmazok lesznek.

Definíció (előjeles/komplex mérték tartója)

Az A P M halmaz a ϑ előjeles/komplex mértéknek tartója, ha (ezek ekvivalensek):

• az XzA halmazon ϑ konstans 0

• bármely H P M halmazra ϑpHq “ ϑpH X Aq.

Például az X “ P \ N Hahn-felbontásban π-nek a P , a ν-nek N egy tartója.
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Definíció (abszolút folytonos és szinguláris mértékek)

Legyen α és β két mérték az pX, Mq mérhető téren.

(1) Az α abszolút folytonos a β-ra nézve, ha bármely H P M esetén, ha βpHq “ 0,
akkor αpHq “ 0. Jele: α ! β.

(2) Az α és a β szinguláris egymásra nézve, ha (ezek ekvivalensek):

– α-nak van β-nullmértékű tartója

– β-nak van α-nullmértékű tartója

– X felbomlik két diszjunkt halmazra, X “ A Y B úgy, hogy az α-nak A, a
β-nak B tartója, vagyis α|B “ 0 és β|A “ 0.

Jele: α K β.

(3) Ha előjeles vagy komplex mértékekről van szó, akkor azt követeljük meg, hogy az α

totális variációja legyen abszolút folytonos, illetve szinguláris a β totális variációja
szerint. Ez megfelel annak, hogy ha egy előjeles mérték a H halmaz minden részén
0, akkor a totális variációja is 0.

Példák

• Ha f : X Ñ R mérhető függvény, és µ mérték, akkor a ϕpAq “
ş

A
fdµ előjeles

mérték abszolút folytonos µ-re nézve.

• Ha µ majorálja a ϑ előjeles mértéket, akkor ϑ ! µ.

• Ha ϑ előjeles mérték, és a variációi τ , π és ν, akkor

– τ ! ϑ és ϑ ! τ .

– π ! τ és ν ! τ .

– π ! ϑ és ν ! ϑ.

– π K ν.

Lemma

1. Ha α ! β és α K β, akkor α “ 0.

2. Ha α ! β és β ! γ, akkor α ! γ. (! egy tranzitív reláció, mint például az osztója,
a részhalmaza vagy a Ñmegette.)

3. Ha α1, α2, . . . ě 0 mértékek, akkor α1 ! ř
αk.

4. Ha α1, α2, . . . ! β és ϑ “ ř8
k“1 αk előjeles mértékek, akkor ϑ ! β.

5. Ha α ! β és β K γ, akkor α K γ.

6. Ha α1, α2, . . . K β és ϑ “ ř8
k“1 αk előjeles mértékek, akkor ϑ K β.
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Bizonyítás. 1. Legyen α és β egy-egy, diszjunkt tartója A, illetve B. Bármely H-ra αpHzAq “
0, mert az A halmaz tartója α-nak; továbbá βpH X Aq “ 0, mert A diszjunkt β tartójától. De
α ! β miatt ebből következik, hogy αpH X Aq “ 0. Így αpHq “ αpHzAq ` αpH X Aq “ 0.

2. Ha γpHq “ 0, akkor βpHq “ 0, de akkor αpHq “ 0.
3. A tagot majorálja az összeg.
4. Ha βpHq “ 0, akkor minden k-ra αkpHq “ 0, de akkor ezek összege is 0.
5. Legyen β és γ egy-egy diszjunkt tartója B, illetve C. A B-n kívül β konstans 0, de akkor

α is. Ezért B az α mértéknek is tartója.
6. Mindegyik αn-nek van egy τβ-nullmértékű An tartója. Az A “ Ť

An halmaz tartója ař
αn mértéknek, és β-nullmértékű.

Lebesgue-felbontás

Tétel (Lebesgue-felbontás)

Legyen ϑ σ-véges előjeles vagy komplex mérték, µ ě 0 mérték a közös pX, Mq mérhető
téren.
Ekkor ϑ egyértelműen felbontható egy µ-re nézve abszolút folytonos és egy µ-re nézve
szinguláris előjeles, illetve komplex mérték összegére, azaz egyértelműen vannak olyan α

és β előjeles, illetve komplex mértékek úgy, hogy

ϑ “ α ` β, α ! µ és β K µ.

Megjegyzés

A tételben azt is ki szokták kötni, hogy µ σ-véges, de erre nem lesz szükségünk.

Bizonyítás.
1. eset: ϑ véges.

Konstruálunk egy maximális szinguláris mértéket; ez lesz β, a maradék pedig α.
Legyen ϑ totális variációja τ , legyen N “ tN P M : µpNq “ 0u a µ-nullmértékű halmazok

gyűrűje, és legyen
s “ suptτpNq : N P N u.

A jobboldalon a halmazban szerepel a 0 “ τpHq, így a definíció értelmes, és s ě 0. Az is igaz,
hogy bármely N P N -re τpNq ď τpXq, így s ď τpXq, ami véges.

A szuprémumot tetszőleges pontossággal megközelíthetjük: minden pozitív egész n-hez van
egy olyan Zn P N halmaz, amelyre τpZnq ą s ´ 1

n
. Legyen Z “ Ť

Zn; ez megszámlálható sok
µ-nullmértékű halmaz uniója, ez is µ-nullmértékű: Z P N .

Bármely n-re Zn Ă Z; a τ monotonitása miatt

@n s ´ 1
n

ă τpZnq ď τpZq ď s,

az n Ñ 8 határátmenetből
τpZq “ s.

Tehát a szuprémum valójában maximum.
Ezek után legyen H P M esetén

αpHq “ ϑpHzZq, βpHq “ ϑpH X Zq,
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Az világos, hogy αpHq ` βpHq “ ϑpHq.
A Z halmaz a β mértéknek µ-nullmértékű tartója, tehát β K µ.
Annak igazolásához, hogy α ! µ, vegyünk egy tetszőleges µ-nullmértékű N halmazt és

ennek egy tetszőleges M mérhető részhalmazát. Az N Y Z is µ-nullmértékű, és

0 ď
ˇ̌
αpMq

ˇ̌
“
ˇ̌
ϑpMzZq

ˇ̌
ď τpMzZq ď τpNzZq “ τpN Y Zq ´ τpZq ď s ´ s “ 0.

Tehát, ha µpNq “ 0, akkor az N részhalmazain α “ 0; tényleg α ! µ.

Az egyértelműség bizonyítása:
Tegyük fel, hogy kétféle Lebesgue-felbontás is van:

ϑ “ α1 ` β1 “ α2 ` β2.

Ekkor az
α1 ´ α2 “ β2 ´ β1

mérték egyszerre abszolút folytonos és szinguláris, vagyis konstans 0.

2. eset: ϑ σ-véges.
Bontsuk fel az alaphalmazt megszámlálható sok, páronként diszjunkt ϑ-véges cellára: X “Ť8

n“1 Xn. Mindegyik Xn cellán a ϑ
ˇ̌
Xn

mérték véges, így van egy egyértelmű Lebesgue-felbontása:
ϑ
ˇ̌
Xn

“ αn ` βn. Ezeket próbáljuk — kellő óvatossággal — összeadni.
Az αn és βn-nek diszjunkt tartója is létezik: legyen αn tartója An Ă Xn, a βn tartója

Bn Ă Xn, ekkor tehát H Ă Xn esetén αnpHq “ ϑpH X Anq és βnpHq “ ϑpH X Bnq.
Ezek után legyen A “ Ť

An, B “ Ť
Bn,

αpHq “ ϑpH X Aq “
8ÿ

n“1

ϑpH X Anq “
8ÿ

n“1

αnpH X Xnq,

βpHq “ ϑpH X Bq “
8ÿ

n“1

ϑpH X Bnq “
8ÿ

n“1

βnpH X Xnq.

Világos hogy ez a definíció értelmes, α ` β “ ϑ, α ! µ és β K µ.

Az egyértelműséghez tegyük fel, hogy α1 ` β1 és α2 ` β2 is Lebesgue-felbontás; ekkor
mindegyik Xn-re megszorítva a ϑ

ˇ̌
Xn

mértéknek Lebesgue-felbontása a α1

ˇ̌
Xn

` β1

ˇ̌
Xn

és
α2

ˇ̌
Xn

` β2

ˇ̌
Xn

. A véges esetben a felbontás egyértelmű, ezért α1

ˇ̌
Xn

“ α2

ˇ̌
Xn

és β1

ˇ̌
Xn

“ β2

ˇ̌
Xn

;
de ezeket összeadva visszakapjuk az eredeti mértékeket.

Megjegyzés

Ha ϑ nem σ-véges, akkor nem biztos, hogy létezik Lebesgue-felbontás.

• Legyen például X “ R, M “ B, µ “ λ és ϑ a számlálómérték, és tegyük fel, hogy
|.| “ α ` β, a β egy tartója a B halmaz.

• A szinguláris rész tartója csak Lebesgue-nullmértékű lehet, tehát λpBq “ 0.

• Bármely a P RzB pontra

– αptauq ` βptauq “ |tau| “ 1.

– λptauq “ 0; α ! λ miatt αptauq “ 0.

– βptauq “ 1.

– De akkor a P B, ellentmondás.
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19. Radon–Nikodym derivált
Radon–Nikodym derivált. Radon–Nikodym tétel. Helyettesítéses integrálás. A totális variáció
szerinti RN derivált. Előjeles és komplex mérték szerinti integrál definíciói. [Petruska, 91–95. o.]

Definíció (Radon–Nikodym derivált)

Legyen µ ě 0 mérték, és legyen ϑ előjeles vagy komplex mérték az pX, Mq mérhető
téren. Az f : X Ñ R, illetve f : X Ñ C mérhető függvényt a ϑ mérték µ szerinti
Radon–Nikodym deriváltjának nevezzük, ha bármely H P M-re ϑpHq “

ş
H

fdµ.

Használatos az f “ dϑ

dµ
jelölés is:

ş
H

dϑ

dµ
dµ “

ş
H

dϑ.

Megjegyzés

A Radon–Nikodym-derivált létezésének triviális szükséges feltétele, hogy ϑ ! µ legyen,
mert nullmértékű halmazokon az integrál is mindig nulla.
Ugyanakkor az abszolút folytonosság önmagában nem elég. Pl. R Borel-halmazain nem
létezik a Lebesgue-mértéknek Radon–Nikodym-deriváltja a számlálómérték szerint, mert

ż

H

fd|.| “
ÿ

aPH

fpaq,

és az egyelemű halmazokra ez azt adja, hogy f konstans 0, de a konstans 0 integrálja
minden halmazon 0.

Tétel (Radon–Nikodym)

Legyen pX, M, µq szigma-véges mérték, és legyen α előjeles vagy komplex mérték az
pX, Mq mérhető téren, és tegyük fel, hogy α ! µ.
Ekkor létezik a dα

dµ
Radon–Nikodym derivált, vagyis létezik olyan f : X Ñ R, illetve

X Ñ C µ-mérhető függvény, amelyre bármely H P M esetén αpHq “
ş

H
fdµ.

A Radon–Nikodym derivált µ-majdnem egyértelmű, vagyis ha f és g is Radon–Nikodym
derivált, akkor f “ g µ-m.m.

Bizonyítás. I.a eset: α ě 0, mindkét mérték véges.
Legyen

Φ “
"

f : X Ñ r0, 8s mérhető, f ě 0, @H P M

ż

H

fdµ ď αpHq
*

a sehol sem túl nagy függvények halmaza, és

s “ sup
"ż

X

fdµ : f P Φ
*

Világos, hogy 0 ď s ď αpXq.
(1) 0 P Φ (triviális ).

(2) Ha g, h P Φ, akkor m “ maxpg, hq P Φ.
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Biz. Legyen A “ Xpg ě hq és B “ Xpg ă hq. Bármely H-ra
ż

H

mdµ “
ż

HXA

gdµ `
ż

HXB

hdµ ď αpH X Aq ` αpH X Bq “ αpHq.

(3) Ha g1, g2, . . . P Φ és g1 ď g2 ď . . ., akkor h “ lim gn P Φ.
Biz. Bármely H P M-re és n-re

ż

H

gndµ ď αpHq;

A monoton konvergencia tételből
ż

H

hdµ
mkt“ lim

ż

H

gndµ ď αpHq.

(4) Van olyan f P Φ, amelyre
ş

X
fdµ “ s. Avagy, a szuprémum maximum is.

Biz. Vegyünk egy olyan g1, g2, . . . P Φ sorozatot, amelyre
ş

X
gndµ Ñ s, és legyen

fn “ maxpg1, . . . , gnq P Φ. Ekkor 0 ď gn ď fn ď fn`1; legyen f “ lim fn. Ekkor
ş

X
gndµ ďş

X
fndµ ď s; a rendőr-elv miatt

ş
X

fndµ Ñ s. A monoton konvergencia tétel miatt
ş

X
fdµ “

lim
ş

X
fndµ “ s.

(5) s “ αpXq.
Biz: indirekt. tegyük fel, hogy s ă αpXq. Ekkor van olyan ε ą 0 amire ε¨µpXq ă αpXq´s “

αpXq ´
ş

X
fdµ.

Legyen

ϕpHq “ αpHq ´
ż

H

pf ` εqdµ “ αpHq ´
ż

H

fdµ ´ ε ¨ µpHq.

Ekkor ϕ előjeles mérték, ϕ ! µ és ϕpXq ą 0.
Legyen ϕ Hahn-felbontása X “ P \ N . Ekkor tehát bármely H Ă P esetén ϕpHq ě 0, azazş

H
pf ` εqdµ ď αpHq.
Mivel ϕpXq ą 0, ezért ϕpP q ą 0; viszont ϕ ! µ miatt ebből következik, hogy µpP q ą 0.
Legyen most g “ f ` ε ¨ χP . Ez a függvény Φ-beli, mert bármely H P M-re

ż

H

gdµ “
ż

HXN

fdµ `
ż

HXP

pf ` εqdµ ď αpH X Nq ` αpH X P q “ αpHq.

Ugyanakkor ż

X

gdµ “
ż

X

fdµ ` ε ¨ µpP q ą
ż

X

fdµ “ s,

ellentmondás.

(6) Ha
ş

X
fdµ “ s, akkor minden H-ra αpHq “

ş
H

fdµ.
Biz. ϕpHq “ αpHq ´

ş
H

fdµ ě 0 mérték, de ϕpXq “ 0, tehát ϕ “ 0.

I.b eset: α véges előjeles mérték.
Vegyük α Jordan-felbontását: α “ π ´ ν, végesek. Mivel π, ν ! α ! µ, a pozitív és negatív

variációnak is létezik Radon–Nikodym deriváltja.

I.c eset: α véges komplex mérték.
Az α valós és képzetes része is véges, abszolút folytonos mérték, van Radon–Nikodym deri-

váltjuk.

Egyértelműség:
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Elég a valós esetre. Ha f és g is Radon–Nikodym derivált, akkor legyen A “ Xpf ą gq és
B “ Xpf ă gq. Ekkor

ż

A

pf ´ gqdµ “
ż

A

fdµ ´
ż

A

gdµ “ αpAq ´ αpAq “ 0;

A baloldalon az integrandus pozitív; az integrál csak úgy lehet 0, ha µpAq “ 0. Hasonlóan
látjuk, hogy µpBq “ 0. Így hát f “ g µ-m.m.

II.a eset: α előjeles, és σ-véges.
Legyen α Jordan-felbontása α “ π ´ ν.
Osszuk fel a teret diszjunkt cellákra: X “ Ť

Xn úgy, hogy minden cellán α és µ is véges.
Mindegyik Xn cellán van π-nek és ν-nek is Radon–Nikodym deriváltja; legyenek ezek

gn “ d π|Xn

d µ|Xn

és hn “ d ν|Xn

d µ|Xn

;

ezekből készítsünk egy-egy nagy közös g, illetve h függvényt, amelynek a cellákra vett megszo-
rításai a RND-k:

gpxq “ gnpxq ha x P Xn; hpxq “ hnpxq ha x P Xn.

Azt állítjuk, hogy f “ g ´ h jó lesz.
Bármely H-ra

πpHq “
8ÿ

n“1

πpH X Xnq “
8ÿ

n“1

ż

HXXn

gndµ “
8ÿ

n“1

ż

HXXn

gdµ “
ż

H

gdµ

és ugyanígy

νpHq “
ż

H

hdµ.

A πpXq és νpXq közül az egyik véges, ezért g és h közül valamelyik µ-m.m. véges, ezért

αpHq “ πpHq ´ νpHq “
ż

H

gdµ ´
ż

H

hdµ “
ż

H

pg ´ hqdµ “
ż

H

fdµ.

Egyértelműség: az f µ-majdnem egyértelmű mindegyik cellán, tehát a megszámlálható sok
cellán együtt is.

II.b eset: α komplex, σ-véges.
Külön-külön létezik és m. egyértelmű a valós és a képzetes rész Radon–Nikodym deriváltja.

III. eset: α nem σ-véges.
Feltehetjük, hogy αpXq “ 8 (a másik eset a ´8 lenne). Azt állítjuk, hogy X felbontható

két részre: X “ S Y V úgy, hogy S-en α σ-véges, a V részhalmazain pedig αpHq “ 8 ha
µpHq ą 0.

A teret felcellázzuk olyan cellákra, amelyeken µ véges; vegyük észre, hogy az állításunkat
elég egy cellára igazolni. Tehát azt is feltehetjük, hogy µpXq véges.

Minden n-re legyen ϕn “ α´n¨µ; ez előjeles mérték, a Hahn-felbontása legyen X “ PnYNn.
A definíció miatt ϕn`1 ď ϕn, így Pn`1 Ă Pn és Nn`1 Ą Nn. Legyen S “ Ť

Nn és V “ Ş
Pn.

Mivel 0 ě ϕnpNnq “ αpNnq ´ n ¨ µpNnq, ezért ´8 ă αpNnq ď n ¨ µpNnq ă 8 vagyis αpNnq
véges. Ezért α valóban σ-véges S-en.
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Ha H Ă V “ Ş
Pn és µpHq ą 0, akkor minden n-re H Ă Pn; akkor ϕnpHq ě 0, αpHq ě

n ¨ µpHq. Ez minden n-re igaz, tehát αpHq “ 8.
Ezek után a Radon–Nikodym deriváltat előállíthatjuk a σ-véges S részen úgy mint eddig, a

V halmazon pedig legyen f “ 8.

Egyértelműség: az S-en az egyértelműséget már tudjuk; azt kell igazolni, hogy a V halmazon
csak a (µ-m.m.) konstans 8 lehet a RND. Legyen tehát f RND a V halmazra megszorítva;
ekkor tehát minden H Ă V és µpHq ą 0 esetén

ş
H

fdµ “ 8.
Legyen Vn “ V pf ď nq. Mivel αpVnq “

ş
Vn

fdµ ď µpVnq ¨ n ă 8 véges, ez csak úgy lehet, ha
µpVnq “ 0. De ekkor a V pf ă 8q “ Ť

Vn halmaz µ-nullmértékű. Tehát a V halmazon f “ 8
µ-m.m.

19.1 Tétel

Legyenek α ! β (pozitív) mértékek pX, Mq-en, g “ dα
dβ

, és f integrálható X-en. Ekkor

ż

X

f dα “
ż

X

fg dβ.

Bizonyítás. Ha f egyszerű függvény, akkor triviális , majd monoton konvergencia.

Megjegyzés

A Radon-Nikodym derivált formulájának megjegyzési módja ugyanaz, mint a Riemann–
Stieltjes integrálok átírásánál:

ż

X

f dα “
ż

X

f ¨ dα

dβ
¨ dβ.

Lemma

Legyen pX, M, µq mérték, f mérhető függvény, amelyre létezik
ş

X
fdµ. Ekkor a ϑpHq “ş

H
fdµ előjeles/komplex mérték totális variációja

τpHq “
ż

H

|f |dµ.

Bizonyítás. Triviális , hogy bármely H Ă X-re

ˇ̌
ϑpHq

ˇ̌
“
ˇ̌
ˇ̌
ż

H

fdµ

ˇ̌
ˇ̌ ď

ż

H

|f |dµ.

A másik irányhoz vegyünk egy n ě 4 egészt, és k “ 1, . . . , n esetén legyen
Ak “

!
x P H : 2πpk´1q

n
ď arg fpxq ă 2πk

n

)
.

τpHq ě
nÿ

k“1

ˇ̌
ϑpAkq

ˇ̌
“

nÿ

k“1

ˇ̌
ˇ̌
ż

Ak

fdµ

ˇ̌
ˇ̌ “

nÿ

k“1

ˇ̌
ˇ̌e´ 2πki

n

ż

Ak

fdµ

ˇ̌
ˇ̌ ě

nÿ

k“1

Re
ˆ

e´ 2πki
n

ż

Ak

fdµ

˙
“

“
nÿ

k“1

ż

Ak

Re
`
e´ 2πki

n f
˘
dµ ě

nÿ

k“1

ż

Ak

|f | cos
2π

n
dµ “ cos

2π

n

nÿ

k“1

ż

Ak

|f |dµ “ cos
2π

n

ż

H

|f |dµ.
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Így hát

cos
2π

n

ż

H

|f |dµ ď τpHq ď
ż

H

|f |dµ,

és n Ñ 8-vel kész.

Tétel

Ha ϑ komplex mérték pX, Mq-en, és a totális variációja τ , akkor van olyan f függvény,
amelyre |f | “ 1 és

ϑpHq “
ż

H

fdτ.

Bizonyítás. Legyen g “ dϑ
dτ

, avagy ϑpHq “
ş

H
gdτ . Az előző lemma szerint τpHq “

ş
H

|g|dτ ,
vagyis

ş
H

p|g| ´ 1qdτ “ 0 minden H-ra, ami azt jelenti, hogy |g| “ 1 τ -mm. Ahol g nem
egységnyi, ott tetszés szerint megváltoztathatjuk...

Definíció (előjeles/komplex mérték szerinti integrál)

Ha ϑ előjeles/komplex mérték és a totális variációja τ , akkor legyen
ż

H

fdϑ :“
ż

H

f
dϑ

dτ
dτ.

Alternatív definíció: Ha ϑ előjeles mérték és a variációi π, ν, akkor
ż

H

fdϑ :“
ż

H

fdπ ´
ż

H

fdν.
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IV. rész

Borel-mértékek differenciálása

Most Rp-beli lokálisan véges előjeles Borel-mértékeket fogunk deriválni.

20. Differenciálbázisok; előjeles Borel-mértékek de-

riváltja
Differenciálbázis. Alsó és felső deriváltak. Szimmetrikus, közönséges és erős derivált.

Tegyük fel, hogy ϑ egy Lebesgue–Stieltjes mérték R-en, egy eloszlásfüggvénye F . Az F

jobb-, bal- és kétoldali oldali deriváltját a ϑ mértékkel kifejezhetjük:

• F 1pa ` 0q “ lim
rÑ`0

F pa ` rq ´ F paq
r

“ lim
rÑ`0

ϑ
´

ra, a ` rq
¯

λ
´

ra, a ` rq
¯ ,

• F 1pa ´ 0q “ lim
sÑ`0

F paq ´ F pa ´ sq
s

“ lim
sÑ`0

ϑ
´

ra ´ s, aq
¯

λ
´

ra ´ s, aq
¯ ,

• F 1paq “ lim
r,sÑ`0

F pa ` rq ´ F pa ´ sq
r ` s

“ lim
r,sÑ`0

ϑ
´

ra ´ s, a ` rq
¯

λ
´

ra ´ s, a ` rq
¯ .

Kérdés, hogy ezeknek mi a kapcsolata a
dϑ

dλ
Radon–Nikodym deriválttal.

2- vagy magasabb dimenzióban egy pont köré sokféle halmazt rajzolhatunk (kocka, gömb
stb.), így még többféle "deriváltat" definiálhatunk.

Definíció (differenciálbázis)

Legyen G Ă Rp nyílt, B “ BpGq. A D Ă G ˆ B halmaz differenciálbázis, ha minden
pa, Aq P D esetén A korlátos, λpAq ą 0, és a P G és ε ą 0 esetén létezik olyan pa, Aq P D,
amelyre A Ă Bpa, εq.
A D differenciálbázis reguláris, ha minden a P G-hez van olyan ̺paq ą 0 sűrűség, hogy
minden pa, Aq-ra van olyan r, hogy AzBpa, rq nullmértékű és λpAq ě ̺paq ¨ λpBpa, rqq,
vagyis ha vesszük a legkisebb, az A-t majdnem tartalmazó gömböt, akkor az A a gömbnek
legalább a ̺paq részét kitölti.
A D differenciálbázis egyenletesen reguláris, ha a ̺pxq függvény konstans.
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Definíció (differenciálbázis szerinti derivált)

Legyen ϑ előjeles Borel-mérték G-n, D differenciálbázis.

• A ϑ D szerinti alsó deriváltja az a P G pontban

DDϑpaq “ lim
rÑ0`

inf
"

ϑpAq
λpAq : pa, Aq P D, A Ă Bpa, rq

*
,

illetve

• a ϑ D szerinti felső deriváltja az a P G pontban

DDϑpaq “ lim
rÑ0`

sup
"

ϑpAq
λpAq : pa, Aq P D, A Ă Bpa, rq

*
.

• Azt mondjuk, hogy a D bázis differenciálja ϑ-t az a pontban, ha az alsó és a felső
derivált egyenlő és véges. Ilyenkor DDϑpaq-val is jelöljük. Ezzel ekvivalensen, a D

bázis differenciálja ϑ-t az a pontban, és a derivált értéke DDϑpaq “ b P R, ha

@ε ą 0 Dr ą 0 @pa, Aq P D, A Ă Bpa, rq
ˇ̌
ˇ̌ϑpAq
λpAq ´ b

ˇ̌
ˇ̌ ă ε.

• Egy ϑ komplex mérték akkor differenciálható, ha a valós és a képzetes része is
differenciálható, és persze DDϑpaq “ DDpRe ϑpaqq ` i ¨ DDpIm ϑpaqq. A komplex
mértékek definícióját az előző képlettel is definiálhatjuk.

Példák

1. Legyen ϑ egydimenziós Lebesgue-Stieltjes mérték, aminek az eloszlásfüggvénye F .
A D1 “ tpa, ra, a ` rqq : a P G, r ą 0u bázis szerinti derivált

DD1
ϑpaq “ lim

rÑ`0

ϑ
`
ra, a ` rq

˘

λ
`
ra, a ` rq

˘ “ lim
rÑ`0

F pa ` rq ´ F paq
r

“ F 1pa ` 0q;

a D2 “ tpa, ra ´ r, aqq : a P G, r ą 0u bázis szerinti derivált

DD2
ϑpaq “ lim

rÑ`0

ϑ
`
ra ´ r, aq

˘

λ
`
ra ´ r, aq

˘ “ lim
rÑ`0

F paq ´ F pa ´ rq
r

“ F 1pa ´ 0q;

a D3 “ D1 Y D2 bázis szerinti derivált F 1paq.
2. Szimmetrikus bázis: D “ tpa, Bpa, rqq : r ą 0u, a szimmetrikus bázis szerinti derivált
a szimmetrikus derivált.
3. Kockabázis: D “ tpa, Qq : Q Q a tengelypárhuzamos, zárt kockau, ebből lesz a közön-
séges derivált.
4. Téglabázis: D “ tpx, T q : T Q x tengelypárhuzamos, zárt téglau, ebből lesz az erős
derivált.
A szimmetrikus és a kockabázis egyenletesen reguláris, a téglabázis nem reguláris.
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Megjegyzés

Bár természetes lenne, de a differenciálbázis definíciójában nem kötjük ki, hogy az a pont
benne legyen a halmazban; például a D2 “ ta, ra´r, aq : a P G, r ą 0u differenciálbázisban
a halmazok nem tartalmazzák az a pontot.

Lemma

Dpϑ1 ` ϑ2q ď Dϑ1 ` Dϑ2

Dpϑ1 ` ϑ2q ě Dϑ1 ` Dϑ2

Ha ϑ1 és ϑ2 is differenciálható a D bázisban, akkor

Dpϑ1 ` ϑ2q “ Dϑ1 ` Dϑ2.

Bizonyítás. A limszup szub-, illetve a liminf szuperadditivitásából következik.

A továbbiakban D a szimmetrikus bázis, a legtöbb helyen nem is fogjuk kiírni. Sőt, egy
darabig csak pozitív mértéket (ami majd a ϑ totális variációja lesz) fogjuk deriválni.

A szimmetrikus bázisban

Dϑpaq “ lim inf
rÑ0`

ϑ
`
Bpa, rq

˘

λ
`
Bpa, rq

˘ és Dϑpaq “ lim sup
rÑ0`

ϑ
`
Bpa, rq

˘

λ
`
Bpa, rq

˘ .

Először is azt fogjuk megmutatni, hogy Borel-mértékek deriváltjai Borel-mérhető függvé-
nyek.

Lemma

Ha µ ě 0 Borel-mérték G-n, és 0 ă t ď 8 rögzített, akkor az

f tpxq “ sup
"

µpBpx, rqq
λpBpx, rqq : 0 ă r ă t

*

függvény a.f.f., az

gtpxq “ inf
"

µpBpx, rqq
λpBpx, rqq : 0 ă r ă t

*

függvény f.f.f., ezért mindkettő Borel-mérhető.

Bizonyítás. (a) Rögzítsünk egy a P G pontot és egy c ă f tpaq számot tetszőlegesen.
Vegyünk egy olyan c1-et, amelyre c ă c1 ă f tpaq. Ehhez létezik olyan A “ Bpa, rq úgy,

hogy r ă t és
µpAq
λpAq ą c1.

B(a, r)

B(a, t)

x
a

B(a, δ)

B(x, r + δ)
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Ha δ ď t´r
2

és x P Bpa, δq, akkor Bpa, rq Ă Bpx, r ` δq Ă Bpa, r ` 2δq Ă Bpa, tq,

f tpxq ě µpBpx, r ` δqq
λpBpx, r ` δqq ě µpBpa, rqq`

r`δ
r

˘p
λpBpa, rqq ą

ˆ
r

r ` δ

˙p

c1 ą c,

az utolsó egyenlőtlenség akkor igaz, ha δ elég kicsi.
Tehát bármely c ă f tpaq esetén van olyan kicsi δ ą 0, hogy a Bpa, δq környezetben f t ą c.

Vagyis az f t függvény a.f.f.

(b) Ugyanígy, vegyünk egy a P G pontot és egy c ą gtpaq számot tetszőlegesen, majd
ezekhez egy c1-et, amelyre c ą c1 ą gtpaq. Ehhez létezik olyan A “ Bpa, rq úgy, hogy r ă t és
µpAq
λpAq ă c1.

B(a, t)

B(a, r)

B(a, δ)

a
x

B(x, r − δ)

Ha δ ă r és x P Bpa, δq, akkor Bpx, r ´ δq Ă Bpa, rq Ă Bpa, tq, és

gtpxq ď µpBpx, r ´ δqq
λpBpx, r ´ δqq ď µpBpa, rqq`

r´δ
r

˘p
λpBpa, rqq ă

ˆ
r

r ´ δ

˙p

c1 ă c,

az utolsó egyenlőtlenség most is csak elég kicsi δ esetén igaz.
Tehát bármely c ą gtpaq esetén van olyan kicsi δ ą 0, hogy a Bpa, δq környezetben gt ă c.

Vagyis a gt függvény f.f.f.

Lemma

Ha µ ě 0 Borel-mérték G-n, akkor Dµ és Dµ Borel-mérhető.

Bizonyítás. Az előző lemma jelöléseivel

Dµpxq “ lim
tÑ`0

f tpxq “ lim
nÑ8

f 1{npxq és Dµpxq “ lim
tÑ`0

gtpxq “ lim
nÑ8

g1{npxq,

ahol f tpxq illetve gtpxq az előző lemma szerint a.f.f. illetve f.f.f., tehát Borel-mérhetőek, és
Borel-mérhetők pontonkénti limesze is Borel-mérhető.
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21. A maximális operátor tétele
Maximális operátor. A maximális operátor, az alsó és a felső derivált mérhetősége. A maximális
operátor tétele. Lokálisan véges mérték alsó és felső deriváltja m.m. véges.

Definíció (maximális operátor, maximális függvény)

Legyen ϑ előjeles vagy komplex Borel-mérték, a totális variációja τ , és legyen 0 ă t ď 8.
Ekkor legyen

M tϑpxq “ sup
"

τpBpx, rqq
λpBpx, rqq : 0 ă r ă t

*
.

Ha t “ 8, akkor a jelölésből elhagyhatjuk a t indexet: Mϑ. Ha ϑ az f függvény integrálja,

akkor írhatjuk azt is, hogy M tf vagy Mf . Vagyis Mfpxq “ sup

#ş
Bpx,rq

|f |dλ

λpBpx, rqq : 0 ă r

+

Az M t neve maximális operátor (mert mértékhez vagy függvényhez rendel függvényt), az
M tϑ a maximális függvény.

Triviális , hogy ha ϑ előjeles mérték, akkor ´Mϑ ď Dϑ ď Dϑ ď Mϑ (liminf és limsup
az inf és sup között van).

Lemma

Az M tϑ maximális függvény a.f.f., tehát Borel-mérhető.

Bizonyítás. A 20 lemma első fele a τ mértékre.

Lemma

Véges sok gömb közül kiválaszthatóak páronként diszjunktak úgy, hogy a háromszorosuk
az összes gömböt fedje (A Bpa, rq gömb háromszorosa 3Bpa, rq “ Bpa, 3rq).

Bizonyítás. Legyen a gömbök B1, . . . , Bn sorrendje olyan, hogy r1 ě . . . ě rn ą 0
A gömbök közül kiválasztunk néhányat, amelyek páronként diszjunktak. Mohón, a gömbök

mindegyikét sorban vagy kiválasztjuk, vagy nem. A B1-et kiválasztjuk. A B2-t akkor választjuk
ki, ha nem metszi B1-et. Ha a B1, . . . , Bk´1 gömbökről már eldöntöttük, hogy kiválasztjuk-e:
a Bk gömböt akkor választjuk ki, ha nem metszi egyik korábban kiválasztott gömböt sem.

Legyenek a kiválasztott gömbök Bi1
, . . . , BiN

; ezek páronként diszjunktak. Azt állítjuk,
hogy a 3-szorosra nagyított Bpxi1

, 3ri1
q, . . . , BpxiN

, 3riN
q gömbök lefedik

Ťn

i“1 Bi-t. Vegyünk
egy tetszőleges x P Ťn

i“1 Bi pontot; ezt valamelyik Bk gömb lefedi. Ha Bk kiválasztott gömb,
akkor ennek 3-szoros nagyítása is fedi x-et. Ha Bk nem kiválasztott, akkor belemetsz egy nála
korábban kiválasztott, tehát egy nála nem kisebb kiválasztott gömbbe: legyen ez Bj, és legyen
y a Bk és Bj gömbök egy közös pontja. Ekkor |x ´ xj| ď |x ´ xk| ` |xk ´ y| ` |y ´ xj| ă
rk ` rk ` rj ď 3rj, így x P Bpxj, 3rjq.
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Lemma (A maximális operátor tétele)

Ha ϑ véges előjeles vagy komplex mérték a G Ă Rp halmazon, és t ą 0, akkor

λpMϑ ą tq ď 3pτpGq
t

.

Bizonyítás. Ha K Ă GpMϑ ą tq kompakt, akkor minden x P K-hoz van olyan r “ rpxq sugár,
amelyre τpBpx,rqq

λpBpx,rqq
ą t.

Ť
xPK Bpx, rpxqq lefedi K-t; a kompaktság miatt kiválasztható közülük

egy véges fedés, tehát vannak olyan x1, . . . , xn P K pontok és r1, . . . , rn ą 0 sugarak, avagy
Bk “ Bpxk, rkq gömbök, amelyek fedik K-t.

Ezek után alkalmazzuk az előző lemmát a gömbökre, kapunk olyan diszjunkt Bi1
, . . . , BiN

gömböket, amelyekre K Ă ŤN

k“1 3Bik
. Tehát

λpKq ď
Nÿ

k“1

λpBpxik
, 3rik

qq “ 3p
Nÿ

k“1

λpBpxik
, rik

qq ă 3p
Nÿ

k“1

τpBpxik
, rik

qq
t

ď 3pτpGq
t

.

Ez minden kompakt K Ă G-re igaz, tehát a Lebesgue-mérték regularitása miatt a GpMϑ ą
tq halmazra is.

Következmény

Ha ϑ lokálisan véges, akkor Dϑ és Dϑ is λ-m.m. véges.

Bizonyítás. A G lefedhető megszámlálható sok olyan G1, G2, . . . gömbbel, amelyen τ véges.
Legyen ϑnpHq “ ϑpH X Gnq; ez egy véges előjeles mérték; az Gn gömbön belül ϑ és ϑn alsó és
felső deriváltja megegyezik.

Mivel ´Mϑn ď Dϑn ď Dϑn ď Mϑn, bármely t ą 0 esetén

λ
´

|Dϑn| “ 8
¯

ď λ
´

Mϑn “ 8
¯

ď λ
´

pMϑn ą t
¯

ď 3pτnpGq
t

.

Az t Ñ 8 határátmenetből
λ
´

|Dϑn| “ 8
¯

“ 0.

A Gn belsejében tehát Dϑ m.m. véges, tehát a gömbök unióján is.
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22. Borel-mértékek differenciálása
Lokálisan véges Borel-mérték akkor és csak akkor szinguláris, ha a deriváltja m.m. 0. Lebesgue-
pont. Abszolút folytonos mérték m.m. differenciálható, és a deriváltja megegyezik a Radon–
Nikodym deriválttal. Mérhető burok. Alsó és felső sűrűség. Sűrűségi tétel. [Petruska, 100–105.
o.]

Lebesgue-pontok

Definíció

Legyen H Ă Rp, f : H Ñ R vagy f : H Ñ C mérhető. Az x0 P int H pont az f

függvénynek Lebesgue-pontja, ha

lim
rÑ0`

ş
Bpx0,rq

|f ´ fpx0q|dλ

λpBpx0, rqq “ 0.

Triviális , hogy minden folytonossági pont Lebesgue-pont.

Definíció

Az f függvényt lokálisan integrálhatónak nevezzük H-n, ha minden pontnak van olyan
környezete, amelyen az integrál véges, vagy ezzel ekvivalensen, minden K Ă H kompakt
halmazon az integrál véges.

Tétel

Ha f lokálisan integrálható H-n, akkor H m.m. belső pontja Lebesgue-pontja H-nak.

Bizonyítás. A H-t lefedhetjük olyan gömbökkel, amelyeken f integrálható, így elég integrál-
ható f -re bizonyítani, vagyis f P L1 esetén.

Rögzítsünk két pozitív egészt, k-t és m-et.
Az integrálható függvények terében sűrűn vannak az olyan "szép" függvények, amelyek véges

sok téglalapon konstansok, azokon kívül az értékük 0. Legyen g egy olyan szép függvény,
amelyre

ş
G

|f ´ g|dλ ă 1
k
, és legyen h “ f ´ g; ekkor tehát

ş
G

|h|dλ ă 1
k
.

Ha egy x pont nem esik egyik téglalap határára sem, akkor x egy kis környezetében g

konstans, és így
ż

Bpx,rq

|f ´ fpxq|dλ “
ż

Bpx,rq

|h ´ hpxq|dλ ď
ż

Bpx,rq

`
|h| ` |hpxq|

˘
dλ,

ş
Bpx,rq

|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq ď |hpxq| `
ş

Bpx,rq
|h|dλ

λpBpx, rqq ď |hpxq| ` Mhpxq,

lim sup
rÑ0`

ş
Bpx,rq

|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq ď |hpxq| ` Mhpxq.

Ha az x pontban lim suprÑ0`

ş
Bpx,rq |f´fpxq|dλ

λpBpx,rqq
ą 1

m
, akkor ott |hpxq| és Mhpxq valamelyike leg-
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alább 1
2m

. Ezért

λ

˜
lim sup

rÑ0`

ş
Bpx,rq

|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq ą 1
m

¸
ď λ

ˆ
|h| ą 1

2m

˙
` λ

ˆ
Mh ą 1

2m

˙
ď

ď
ş

|h|dλ

1{2m
` 3p

ş
|h|dλ

1{2m
“ 2mp1 ` 3pq

ż

G

|h|dλ ă 2mp1 ` 3pq
k

.

Ebből k Ñ 8, majd m Ñ 8 határátmenettel

λ

˜
lim sup

rÑ0`

ş
Bpx,rq

|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq ą 1
m

¸
“ 0,

λ

˜
lim sup

rÑ0`

ş
Bpx,rq

|f ´ fpxq|dλ

λpBpx, rqq ą 0

¸
“ 0.

Derivált és Radon–Nikodym derivált

Lemma

Ha µ ě 0 lok. véges, szinguláris Borel-mérték, akkor Dµ “ 0 m.m.

Bizonyítás. A 21. következményhez hasonlóan elég zárt gömbök belsejére bizonyítani, ezért
az is feltehető, hogy µ véges.

Rögzítsünk két pozitív egészt, k-t és m-et.
Legyen H a µ egy Lebesgue-nullmértékű tartója. A µ lok. véges Borel-mérték, tehát

reguláris; van olyan K Ă H kompakt halmaz, amelyre µpHzKq ă 1
k
.

Legyen ϑpAq “ µpAzKq; ekkor persze ϑ totális variációja µpAzKq. A K komplementuma
nyílt, ezen ϑ és µ alsó és felső deriváltja ugyanaz, tehát Dϑ “ Dµ és Dϑ “ Dµ λ-m.m.

Ezek után

λ

ˆ
Dµ ą 1

m

˙
“ λ

ˆ
Dϑ ą 1

m

˙
ď λ

ˆ
Mϑ ą 1

m

˙
ď 3pµpGzKq

1{m
ă 3pm

k
.

k Ñ 8 majd m Ñ 8,

@m λ

ˆ
Dµ ą 1

m

˙
“ 0

λ
`
Dµ ą 0

˘
“ 0.

Következmény

Legyen D reguláris differenciálbázis, β lok. véges, szinguláris előjeles vagy komplex mér-
ték. Ekkor DDβ “ 0 λ-m.m.

Bizonyítás. 1. eset: β ě 0 mérték. Ha px0, Aq P D, A Ă Bpx0, rq és λpAq ą ̺ ¨ λpBpx0, rqq,
akkor ˇ̌

ˇ̌βpAq
λpAq

ˇ̌
ˇ̌ ă βpBpx0, rqq

̺ ¨ λpBpx0, rqq Ñ 1
̺

Dµpx0q “ 0 m.m. x0-ra.

2. eset: β előjeles mérték, a Jordan-felbontása π ´ ν. Az előző rész szerint Dπ “ Dν “ 0
m.m.
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3. eset: β komplex mérték. Ekkor DpRe βq “ DpIm βq “ 0 m.m.

22.1 Tétel (Mértékek differenciálásának fő tétele)

Legyen D reguláris differenciálbázis, ϑ lok. véges előjeles vagy komplex mérték, a
Lebesgue-felbontása ϑ “

ş
fdλ ` β. Ekkor DDϑ “ f λ-m.m.

Bizonyítás. Legyen α “
ş

fdλ; megmutatjuk, hogy az f minden Lebesgue-pontjában Dα “ f .
Mivel Dβ “ 0 m.m., ez elég is.

Legyen tehát x0 Lebesgue-pont, és 0 ă ρ “ ρpx0q ď 1 a differenciálbázis regularitásában
szereplő arány. Ha A Ă Bpx0, rq és λpAq ą ρ ¨ λpBpx0, rqq, akkor

ˇ̌
ˇ̌αpAq
λpAq ´ fpx0q

ˇ̌
ˇ̌ “

ˇ̌
ˇ̌
ş

A
pf ´ fpx0qqdλ

λpAq

ˇ̌
ˇ̌ ď

ş
A

|f ´ fpx0q|dλ

λpAq ď
ş

Bpx0,rq
|f ´ fpx0q|dλ

ρ ¨ λpBpx0, rqq Ñ 0.

22.2 Tétel

Egy β lok. véges előjeles vagy komplex mérték akkor és csak akkor szinguláris, ha Dβ “ 0
λ-m.m.
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23. A sűrűségi tétel

Definíció

H Ă Rp-nek A mérhető burka, ha A P LpRpq, A Ą H és p˚q minden B P LpRpq, B Ą H-ra
λpAzBq “ 0, avagy, minden B P LpRpq, H Ă B Ă A-ra λpAzBq “ 0.

Lemma

1. Minden halmaznak létezik mérhető burka; még Gδ is.
2. Ha M1 és M2 is mérhető burok, akkor λpM1△M2q “ 0.
3. Ha M mérhető burok és A mérhető, akkor M X A mérhető burka H X A-nak.

Bizonyítás. 1. Tekintsünk egy tetszőleges H Ă Rp halmazt; ehhez konstruálunk mérhető
burkot.

Osszuk fel a teret korlátos kockákra: Rp “ Ť8
n“1 Kn, és legyen a H halmaznak az n-edik

kockába eső része Hn “ H X Kn .
Vegyünk minden k-hoz és n-hez egy olyan Gn,k nyílt halmazt, ami 1{k-nál pontosabban fedi

a Hn halmazt: Hn Ă Gn,k, λpGn,kq ă λpH X Knq ` 1
k
. Ezek után legyen

Mn “
8č

k“1

Gn,k, M “
8ď

n“1

Mn.

Azt állítjuk, hogy M mérhető burka H-nak. Az triviális , hogy M is mérhető, Mn Ą Hn és
M Ą H.

A p˚q ellenőrzéséhez vegyünk egy tetszőleges B Ą H mérhető halmazt. A Kn kockában
Hn Ă B X Mn Ă Mn, ezért minden k-ra

λpHnq ď λpB X Mnq ď λpMnq ď λpGn,kq ă λpHnq ` 1
k

;

A k Ñ 8 határátmenetből
λpB X Mnq “ λpMnq “ λpHnq,

a kettő különbségéből λpMnzBq “ 0, végül

λpMzBq “
8ÿ

n“1

λpMnzBq “ 0.

Ez így még nem feltétlenül Gδ, de a regularitás miatt vehetjük a mérhető burok Gδ burkát.

2. Mivel M1 és M2 Ą H, a mérhető burok definíciójából λpM2zM1q “ 0. Az M1, M2

felcserélésével λpM1zM2q “ 0.

3. Az világos, hogy M XA mérhető és tartalmazza H XA-t; ismét csak p˚q-t kell ellenőrizni.
Tegyük fel, hogy B mérhető és B Ą H X A. Mivel B fedi a H X A halmazt, Az M pedig a
teljes H halmazt, H-nak nem lehet eleme az pM X AqzB atomban:
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Akkor viszont H-t fedi az Mz
`
pM X AqzB

˘
, és így, mivel M mérhető burka H-nak,

λ
´

pM X AqzB
¯

“ 0.

Definíció

Legyen H Ă Rp, a mérhető burka M , és tekintsük a µpAq “ λpA X Hq “ λpA X Mq
mértéket. A H halmaz alsó és felső sűrűsége az x P Rp pontban

dpx, Hq “ Dµpxq “ lim sup
rÑ0`

λpBpx, rq X Hq
λpBpx, rqq ,

illetve

dpx, Hq “ Dµpxq “ lim inf
rÑ0`

λpBpx, rq X Hq
λpBpx, rqq ,

sűrűsége

dpx, Hq “ Dµpxq “ lim
rÑ0`

λpBpx, rq X Hq
λpBpx, rqq .

Az x a H-nak sűrűségi pontja, ha dpx, Hq “ 1.

Tétel (Lebesgue-féle sűrűségi tétel)

(a) m.m. x P H sűrűségi pont.
(b) H akkor és csak akkor Lebesgue-mérhető, ha m.m. x R H-ra dpx, Hq “ 0.

Bizonyítás. (a) Legyen M mérhető burka H-nak és f “ χM . Ekkor µpAq “ λpA X Mq “ş
A

fdλ. Ezért Dµ “ χM m.m.; speciálisan m.m.x P H Ă M -re Dµpxq “ 1.
(b) Legyen N az RpzH mérhető burka, νpAq “ λpA X Nq és g “ χN .
Ha H mérhető, akkor lehet M “ H és N “ RpzH, és a két sűrűség is komplementere

egymásnak.
Ha H nem mérhető, akkor λpM X Nq ą 0. Ugyanis RpzN Ă H Ă M , vagyis H két mérhető

halmaz közé esik, ezek különbsége nem lehet nullmértékű. A különbség viszont éppen M X N .
A metszet pontjaiban H sűrűsége 1 m.m.
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24. Abszolút folytonos függvények
Abszolút folytonos függvény. A Lipschitz-tulajdonság, az abszolút folytonosság és a folytonosság
kapcsolata. Monoton növő függvény abszolút folytonosságának átfogalmazása a megváltozásból
származó mértékkel és Radon–Nikodym deriválttal.

Az előző fejezetekben tisztáztuk a Borel-mértékek deriváltja és a Radon–Nikodym derivált
kapcsolatát: Egy lokális véges Borel-mérték deriváltja majdnem mindenhol az abszolút folyto-
nos résznek a Lebesgue-mérték szerinti Radon–Nikodym deriváltja.

Most azzal fogunk játszani, hogy a Borel-mértékek differenciálásáról szóló tételeinket átírjuk
az eloszlásfüggvényeikre.

Definíció (abszolút folytonos függvény)

• Egy f : ra, bs Ñ R függvényt abszolút folytonosnak mondunk, ha minden ε ą 0-hoz
van olyan δ ą 0, hogy bármely n és a ď x1 ă y1 ď x2 ă y2 ď . . . ď xn ă yn ď b,řpyi ´ xiq ă δ esetén

ř |fpyiq ´ fpxiq| ă ε.

• Egy I nyílt intervallumon értelmezett függvényt abszolút folytonosnak mondunk, ha
minden ra, bs Ă I intervallumon abszolút folytonos.

Példák

• Az fpxq “ x2 függvény abszolút folytonos.

• A gpxq “
#

x ¨ sin 1
x

ha x ‰ 0

0 ha x “ 0
függvény folytonos, de nem abszolút folytonos.

Trivialitás

F Lipschitz ñ F abszolút folytonos ñ F folytonos.

24.1 Lemma

Legyen I Ă R nyílt intervallum, F : I Ñ R monoton növő, ϕF a megváltozásából
származó Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:
(1) F abszolút folytonos.
(2) A ϕF mérték abszolút folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.
(3) Van olyan f ě 0 mérhető függvény, aminek F integrálfüggvénye, és f “ F 1 m.m.
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Bizonyítás. p1q ùñ p2q: Tekintsünk egy tetszőleges N Ă I nullmértékű halmazt; azt kell
igazolnunk, hogy ϕF pNq “ 0. A ϕF reguláris, ezért elég ezt az N kompakt részeire igazolni.
Legyen tehát K Ă I kompakt, λpKq “ 0. A K benne van egy ra, bs Ă I intervallum belsejében:
K Ă pa, bq Ă ra, bs Ă I.

Tetszőleges ε-hoz vegyünk egy, az (1) tulajdonságnak megfelelő δ-t. Fedjük le K-t nyílt
intervallumokkal, amelyek Lebesgue-összmértéke δ-nál kisebb. Ebből válasszunk ki egy véges
fedést. A fedésben lehetnek többszörösen fedett részek, de a fedés uniója mindenképpen vé-
ges sok diszjunkt relatív nyílt intervallumból áll; legyenek ezek px1, y1q, . . . , pxn, ynq. A fedés
Lebesgue-mértéke

nÿ

i“1

pyi ´ xiq ă δ,

a K halmaz Lebesgue–Stieltjes mértéke

ϕF pKq ď
nÿ

i“1

ϕF

`
pxi, yiq

˘
“

nÿ

i“1

´
F pyiq ´ F pxiq

¯
ă ε.

Az ε Ñ 0 határátmenetből ϕF pKq “ 0.

p2q ùñ p3q: Először is ϕF ! λ, ezért minden pont mértéke 0, és ezért F folytonos.

Legyen f “ dϕF

dλ
, ekkor tehát a F a f -nek integrálfüggvénye.

A D “
 

rx, x ` rq, rx ´ r, xq : x P I, r ą 0
(

reguláris differenciálbázisban a 22 tétel szerint
F 1 “ DDϕF “ f m.m.

p3q ùñ p1q: Legyen ra, bs Ă I és ε ą 0 adott, ezekhez szeretnénk megfelelő δ ą 0 számot
találni.

Az f függvény integrálható ra, bs-n, ezért van olyan szép g : ra, bs Ñ r0, 8q függvény, amely
tehát véges sok szakaszon konstans, és

ş
ra,bs

|f ´ g|dλ ă ε
2
. Legyen K “ max g ` 1. Azt állítjuk,

hogy δ “ ε
2K

jó lesz.
Tekintsünk egy tetszőleges a ď x1 ă y1 ď x2 ă y2 ď . . . ď xn ă yn ď b intervallumsoroza-

tot, amelyre
řn

i“1pyi ´ xiq ă δ. Erre a sorozatra

nÿ

i“1

`
F pyiq ´ F pxiq

˘
“

nÿ

i“1

ż

rxi,yiq

fdλ ď
nÿ

i“1

ż

rxi,yiq

`
g ` |f ´ g|

˘
dλ ď

ď
nÿ

i“1

ż

rxi,yiq

Kdλ `
ż

ra,bs

|f ´ g|dλ ď
nÿ

i“1

Kpyi ´ xiq ` ε

2
ă Kδ ` ε

2
“ ε.

Megjegyzés

Nyílt intervallumon a terminológia nem egyértelmű. Sokan ott is ugyanezt az epszilon-
deltás tulajdonságot követelik meg, és lokálisan abszolút folytonos-nak hívják azt, amit
mi abszolút folytonosnak hívunk.
A https://en.wikipedia.org/wiki/Absolute_continuity Wikipédia oldalon például
az a definíció, hogy bármlyen I intervallumon f : I Ñ R akkor abszolút folytonos, ha
minden ε ą 0-hoz van olyan δ ą 0, hogy bármely pa1, b1q, . . . , pan, bnq Ă I, páronként
diszjunkt intervallumok és

řpyi ´ xiq ă δ esetén
ř |fpbiq ´ fpaiq| ă ε. Majd (hamisan)

azt állítják, hogy ezzel ekvivalens, hogy f 1 m.m. létezik, és f az f 1 integrálfüggvénye.
Érdemes kipróbálni mondjuk az fpxq “ x2 függvényre.
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25. Szinguláris függvények
Szinguláris függvény. Monoton növő függvény szingularitásának átfogalmazása a megváltozás-
ból származó mértékkel. Lebesgue-felbontás. Minden monoton függvény m.m. differenciálható.
Fubini-tétel monoton függvények összegének tagonkénti differenciálásáról. Newton–Leibniz formu-
la.

Definíció

Legyen I Ă R intervallum. Egy F : I Ñ R függvényt szingulárisnak nevezünk, ha F 1 “ 0
m.m.

25.1 Lemma

Legyen I Ă R intervallum, F : I Ñ R monoton növő, ϕF a megváltozásából származó
Lebesgue-Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:
(1) F szinguláris.
(2) A ϕF mérték szinguláris a Lebesgue-mértékre nézve.

Bizonyítás. A 22 tételt akarjuk alkalmazni. Legyen D “
 

rx, x ` rq, rx ´ r, xq : x P I, r ą 0
(

és DϕF a szimmetrikus derivált; Vegyük észre, hogy

ϕF prx ´ r, x ` rqq
2r

ď max
ˆ

ϕF prx ´ r, xqq
r

,
ϕF prx, x ` rqq

r

˙
ď 2

ϕF prx ´ r, x ` rqq
2r

.

Ha x az F -nek folytonossági pontja, akkor vegyünk felső határérték r Ñ `0-ra:

0 ď DϕF pxq ď F 1pxq ď F 1pxq ď 2DϕF pxq.

Ezért F szinguláris ô F 1 “ 0 m.m. ô DϕF “ 0 m.m. ô ϕF szinguláris.

Megjegyzés

Itt sem egyértelmű a terminológia. Van, aki csak folytonos függvényekre definiálja a
szingularitást, itten kezdve baj lesz a Lebesgue-felbontással. Van aki a konstans nul-
la függvényt nem hívja szingulárisnak, szerinte a szinguláris függvények nem alkotnak
vektorteret.
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Példa (Cantor-mérték és Cantor-függvény
(Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, 1845–1918))

Legyen C Ă r0, 1s a Cantor-halmaz,

f : C Ñ r0, 1s, fp0, a1a2a3 . . .p3qq “ 0, a1

2
a2

2
a3

2
. . .p2q pa1, a2 . . . P t0, 2uq

a Cantor-halmaz szokásos ráképezése a r0, 1s intervallumra.
A Cantor-mértéket pl. a µpAq “ λ

`
fpC X Aq

˘
képlettel definiálhatjuk. A mérték tartója

a Cantor-halmaz.
Az eloszlásfüggvénye a cpxq Cantor-függvény. (A függvényt definiáljuk úgy, hogy a
p´8, 0s intervallumon 0, az r1, 8q intervallumon konstans 1 legyen.)

0

1

0 1
1

3

2

3

1

2

1

9

2

9

7

9

8

9

3

4

1

4

A Cantor-függvény monoton nő, folytonos (mert minden pont nullmértékű) és szinguláris.
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Példa (szigorúan monoton növő, folytonos szinguláris függvény)

Végtelen sok szinguláris, folytonos mérték összegéből nyerhetünk szigorúan monoton,
folytonos, szinguláris függvényt.
Ha q1, q2, . . . a racionális számok egy felsorolása (vagy csak egy sűrű sorozat), akkor az

F pxq “
8ÿ

k“1

1
2k

c
`
x ´ qk

˘
függvény

• szigorúan monoton nő,

• az egyenletes konvergencia miatt folytonos,

• és szinguláris, mert ϕF megszámlálható sok szinguláris mérték összege.

0

1

0 1

1

2
cpxq ` 1

4
cpx ´ 1q ` 1

8
cpx ` 1q ` 1

16
cpx ´ 1

2
q ` 1

32
cpx ` 1

2
q ` 1

64
cpx ´ 1

3
q ` 1

128
cpx ` 1

3
q

` 1

256
cpx ´ 2

3
q ` 1

1024
cpx ` 2

3
q ` 1

2048
cpx ´ 1

4
q ` 1

4096
cpx ` 1

4
q ` 1

8192
cpx ´ 3

4
q ` 1

16384
cpx ` 3

4
q ` . . .

Folytonos, szigorúan monoton nő, de majdnem mindenhol 0 a deriváltja. . .

Lebesgue-felbontás

Tétel (Lebesgue-felbontás)

Minden monoton növő függvény felbomlik egy abszolút folytonos és egy szinguláris függ-
vény összegére.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy F : I Ñ R monoton nő, x0 egy folytonossági pontja, és legyen
ϕF Lebesgue-felbontása ϕF “ α ` β.

Vegyük α-nak és β-nak egy-egy apxq, illetve bpxq eloszlásfüggvényét úgy, hogy apx0q`bpx0q “
F px0q. Ekkor bármely x ą x0 folytonossági pontban

F pxq “ F px0q ` ϕF prx0, xqq “ apx0q ` bpx0q ` αprx0, xqq ` βprx0, xqq “ apxq ` bpxq.

Az F szakadási pontjaiban b értékét megváltoztathatjuk úgy, hogy F “ a ` b mindenhol
teljesüljön.

Tétel

Ha F monoton, akkor m.m. differenciálható.
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Bizonyítás. Az F abszolút folytonos és a szinguláris része is m.m. differenciálható.

Tétel (Fubini)

Ha I Ă R intervallum, Fn : I Ñ R monoton növő és F pxq “ ř
Fnpxq minden pontban

konvergens, akkor ˜
8ÿ

n“1

Fn

¸1

“
8ÿ

n“1

F 1
n m.m.

Bizonyítás. Legyen az Fn megváltozásából származó LS mérték és ennek Lebesgue-felbontása
ϕn “ αn ` βn, az αn RN deriváltja fn ě 0, és legyen ϕ “ ř

ϕn, α “ ř
αn (ami absz. folyt.) és

β “ ř
βn (ami szinguláris).

Az F “ ř
Fn függvény a ϕ “ α ` β mértéknek eloszlásfüggvénye, mert F pbq ´ F paq “ř`

Fnpbq ´ Fnpaq
˘

“ ř
ϕn

`
ra, bq

˘
.

α “
ÿ

αn “
ÿż

fndλ
BL“

ż ˆÿ
fn

˙
dλ,

vagyis ϕ abszolút folytonos részének Radon–Nikodym deriváltja
ř

fn. A 22. tétel szerint

F 1 “ dϕ

dλ
“
ÿ

fn “
ÿ

F 1
n λ-m.m.

Newton–Leibniz formula

Kérdés

A klasszikus derivált és a Riemann-integrál esetében előfordulhatott, hogy egy differenci-
álható függvény deriváltja nem volt Riemann-integrálható, ezért a deriváltat nem tudtuk
minden esetben "visszaintegrálni".
Vajon Riemann- helyett Lebesgue-integrállal van valamilyen általánosabb tétel?

Lemma

Bármely pG, BpGq, µq, G Ă Rp lokálisan véges szinguláris Borel-mérték esetén Dµ “ 8
µ-m.m.

Bizonyítás.

• Legyen A P BpGq a µ egy Lebesgue-nullmértékű tartója: λpAq “ 0 és µpRpzAq “ 0.

• t P N esetén legyen At “ A
`
Dµ ă t

˘
.

• Mivel
8Ť

t“1
At “ A

`
Dµ ă 8

˘
, elég azt igazolni, hogy µpAtq “ 0.

• A µ reguláris mérték, ezért az is elég, hogy bármely K Ă At kompaktra µpKq “ 0.

• Bármely δ ą 0 esetén legyen Kδ “ Ť
xPK

Bpx, δq a K δ sugarú megvastagítása.
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• Mivel K zárt,
Ş
δą0

Kδ “ K. Ezért lim
δÑ`0

λpKδq “ λpKq “ 0.

• Rögzítsünk egy ε ą 0-t; ehhez van olyan δ ą 0, hogy λpKδq ă ε.

• Minden x P K-ra Dµpxq ă t, ezért van olyan 0 ă rx ă δ, hogy µ
`
Bpx, rxq

˘
ă t ¨

λ
`
Bpx, rxq

˘
.

• A K halmazt lefedik a Bpx, 1
3
rxq gömbök; a kompaktság miatt véges sok, B1 “ Bpx1,

1
3
r1q, . . . , Bn “

Bpxn, 1
3
rnq is lefedi.

• A maximális operátornál tanult lemma szerint ezek közül kiválasztható véges sok disz-
junkt, Bi1

, . . . , Bim
úgy, hogy a 3-szoros nagyításuk az összes Bi-t lefedi:

K Ă
nď

i“1

Bpxi,
1
3
riq Ă

mď

k“1

Bpxik
, rik

q Ă Kδ.

• A K mértékére

µpKq ď
ÿ

k

µ
`
Bpxik

, rik
qq ď

ÿ

k

tλ
`
Bpxik

, rik
qq

“
ÿ

k

3ptλ
`
Bpxik

, 1
3
rik

qq ď 3ptλpKδq ă 3ptε.

• A ε Ñ `0 határátmenetből µpKq “ 0.

Következmény

Ha F : I Ñ R monoton nő, szinguláris és nem konstans, akkor van olyan pont, ahol
F 1 “ 8.

Bizonyítás.

• Legyen ϕF az F megváltozásából kapott Lebesgue–Stieltjes mérték.

• A Lemma miatt van olyan pont, ahol DϕF “ 8.

• Abban a pontban F felső szimmetrikus deriváltja, és a felső deriváltja is 8.

Alternatív bizonyítás.

• Tegyük fel, hogy F paq ă F pbq és legyen ϕF az F megváltozásából kapott Lebesgue–
Stieltjes mérték.

• Mivel ϕF szinguláris, ezért van olyan nullmértékű H Ă ra, bs halmaz, amelyre ϕF pHq “
ϕF pra, bsq “ F pbq ´ F paq ą 0.

• Fedjük le H-t nagyon kis összhosszússágú intervallumokkal. Valamelyikben nagy lesz F

meredeksége a két végpont között.

• Erre az intervallumra ugyanezt eljátszva, majd ezt ismételgetve, az intervallumok met-
szetében kapunk egy pontot, amelyben végtelen a felső derivált.
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Tétel (Newton–Leibniz formula)

Ha F monoton nő, mindenhol differenciálható, akkor abszolút folytonos, és F pbq´F paq “ş
ra,bs

F 1dλ.

Bizonyítás.

• Legyen F Lebesgue-felbontása F pxq “ apxq ` bpxq.

• apxq monoton nő, mert a ϕ abszolút folytonos részének eloszlásfüggvénye.

• Ha bpxq nem konstans, akkor van olyan x, pont, ahol b1pxq “ 8.

• De akkor F 1pxq “ 8, ellentmondás.

• Tehát b konstans, F abszolút folytonos.
ż

ra,bs

F 1 dλ “
ż

ra,bs

dϕF

dλ
dλ “ ϕF

`
ra, bq

˘
“ F pbq ´ F paq.
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Korlátos változású függvények
A korlátos változású függvényekre ezek könnyen kiterjeszthetőek. A továbbiakban F lokálisan
korlátos változású lesz.

Definíció

Legyen I Ă R intervallum, f : I Ñ R. Az f függvény lokálisan korlátos változású, ha I

minden kompakt részintervallumán korlátos változású.

Lemma

Egy f : I Ñ R függvény akkor és csak akkor lokálisan korlátos változású, ha két mononton
növő függvény különbsége.

Bizonyítás. Válasszunk egy x0 P I kezdőpontot, és legyen

gpxq “
#

V pf, rx0, xsq x ě x0

´V pf, rx, x0sq x ă x0

, hpxq “ gpxq ´ fpxq.

Következmény

Legyen F : I Ñ R (vagy F : I Ñ C), ekkor
F Lipschitz ñ F abszolút folytonos ñ F folytonos és lok. k.v.

Lemma

Ha F : I Ñ R (vagy F : I Ñ C) korlátos változású, akkor az F folytonossági inter-
vallumain értelmezett ϕpra, bqq “ F pbq ´ F paq intervallumfüggvény kiterjeszthető előjeles
(komplex) Borel-mértékké.

Bizonyítás. Az F felbomlik két monoton növekvő függvény különbségére. Ezekből egy-egy
véges LS-mértéket készíthetünk, ezek különbsége egy előjeles mérték, ami az F megváltozásának
kiterjesztése.

Következmény

Legyen I Ă R intervallum, F : I Ñ R lok. k.v, ϕF a megváltozásából származó előjeles/-
komplex Lebesgue–Stieltjes mérték. Ezek ekvivalensek:
(1) F abszolút folytonos.
(2) A ϕF mérték abszolút folytonos a Lebesgue-mértékre nézve.
(3) Van olyan f mérhető függvény, aminek F integrálfüggvénye, és f “ F 1 m.m.

Következmény

Az F : I Ñ C lok.kv. függvény akkor és csak akkor szinguláris, ha az F megváltozásából
származó előjeles/komplex Lebesgue–Stieltjes mérték szinguláris.
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Következmény

Minden lok. k.v. függvény felbomlik egy abszolút folytonos és egy szinguláris függvény
összegére.

Következmény

Ha F lokálisan korlátos változású, akkor m.m. differenciálható.
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V. rész

Szorzatmértékek

26. Véges sok mértéktér szorzata

σ-additivitás két mértéktér direkt szorzatán. Két mértéktér szorzata. Fubini-tétel (bizonyítás
nélkül). Véges sok mértéktér szorzata. [Petruska, 121, 123–124. o.]

Két mértéktér szorzata

Álmodjunk szorzatmértékről

Legyen pX, M, µq és pY, N , νq két mértéktér. Mi legyen ezek szorzata?

• Legyen T “ tA ˆ B : A P M, B P N u, a téglák halmaza.

• Bármely T “ A ˆ B téglára esetén legyen αpT q “ µpAq ¨ νpBq.

• (Az üres tégla sokféle szorzatként is előáll, de µpAq ¨ νpBq értéke mindig 0.)

• Ezt az α függvényt szeretnénk kiterjeszteni a téglák által generált σ-algebrára.

• Azt várjuk, hogy például az m- és az n-dimenziós Lebesgue-mértékterek szorzata
az pm ` nq-dimenziós Lebesgue-mértéktér lesz.

26.1 Lemma

Legyen pX, M, µq és pY, N , νq két mértéktér.
(a) A T “ tA ˆ B : A P M, B P N u, a téglák halmaza félgyűrű;
(b) A T félgyűrűn az αpA ˆ Bq “ µpAq ¨ νpBq halmazfüggvény σ-additív, additív és
σ-szubadditív.

Bizonyítás. (a) Ahhoz, hogy T félgyűrű legyen, három dolog kell: H P T , bármely két tégla
metszete tégla, és bármely két tégla különbsége előáll, mint véges sok tégla diszjunkt uniója;
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mindhárom triviális . Az ábrán a T X U és T zU felbontása látható.
T A

D

C

(A \ C)× (B \D)

U

B

(A ∩ C)× (B \D)

(A \ C)× (B ∩D) (A ∩ C)× (B ∩D)

Az üres halmaz is tégla, például H ˆ H P T .

(b1) Állítás: α σ-additív.
Tegyük fel, hogy a T “ A ˆ B tégla a Tn “ An ˆ Bn téglák (n “ 1, 2, . . .) diszjunkt uniója.
Bármely x P X, y P Y esetén

χApxq χBpyq “ χT px, yq “
8ÿ

n“1

χTn
px, yq “

8ÿ

n“1

χAn
pxq χBn

pyq.

Rögzítsük y-t, és integráljunk x szerint:

µpAq χBpyq “
ˆż

X

χApxq dµpxq
˙

χBpyq “
ż

X

χApxq χBpyq dµpxq

“
ż

X

˜
8ÿ

n“1

χAn
pxqχBn

pyq
¸

dµpxq Beppo Levi“
8ÿ

n“1

ż

X

χAn
pxqχBn

pyqdµpxq

“
8ÿ

n“1

ˆż

X

χAn
pxqdµpxq

˙
χBn

pyq “
8ÿ

n“1

µpAnqχBn
pyq.

Most integráljunk y szerint:

αpT q “ µpAq νpBq “ µpAq
ż

Y

χBpyq dνpyq “
ż

Y

µpAq χBpyq dνpyq

“
ż

Y

˜
8ÿ

n“1

µpAnq χBn
pyq

¸
dνpyq Beppo Levi“

8ÿ

n“1

ż

Y

µpAnqχBn
pyqdνpyq

“
8ÿ

n“1

µpAnq
ż

Y

χBn
pyqdνpyq “

8ÿ

n“1

µpAnqνpBnq “
8ÿ

n“1

αpTnq.

Tehát α tényleg σ-additív.

(b2) Állítás: α additív.
Triviális , mert H P T és αpHq “ 0.

(b3) Állítás: α σ-szubadditív.
(Következik abból, hogy T félgyűrű: a fedő téglákat elmetszhetjük a lefedett téglával, és a

fedés kicserélhető diszjunkt téglákkal való fedésre.)
Tegyük fel, hogy A, B1, B2, . . . P T és A Ă Ť

Bk. Azt kell bizonyítani, hogy αpAq ďř
αpBkq.
A fedő téglákat elmetsszük a lefedett téglával: legyen

Ck “ Bk X A; Ck P T ; αpCkq ď αpBkq.
A fedést kicseréljük diszjunkt téglákra: minden n-re vannak olyan Dk,1, . . . , Dk,nk

téglák, hogy

Ckz
ˆď

iăk

Ci

˙
“

nkğ

j“1

Dk,j, Ck “
kğ

i“1

niğ

j“1

pDi,j X Ckq, A “
8ğ

i“1

niğ

j“1

Di,j.
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A

C3

D3,2

D3,1

B3

B2

C2

D2,1 D2,2

C1 = D1,1

B1

αpBkq ě αpCkq “
kÿ

i“1

niÿ

j“1

αpDi,j X Ckq ě
nkÿ

j“1

αpDk,j X Ckq “
nkÿ

j“1

αpDk,jq

8ÿ

k“1

αpBkq ě
8ÿ

k“1

ˆ nkÿ

j“1

αpDk,jq
˙

“ α

ˆ 8ğ

k“1

nkğ

j“1

Dk,j

˙
“ αpAq.

Tehát α tényleg σ-szubadditív.

Következmény

A mértékkiterjesztési tétel szerint az α téglafüggvény kiterjeszthető mértékké a téglák
által generált σ-algebrára.

Definíció

Az pX, M, µq és pY, N , νq mértékterek szorzata a pZ, S, ϕq mértéktér, ahol Z “ X ˆ Y ,
ϕα a lemmabeli α-hoz asszociált külső mérték a Z halmazon, S a ϕα szerint mérhető
halmazok rendszere, és ϕ a ϕα megszorítása S-re.

Véges sok mértéktér szorzata
A lemma és a definíció minden nehézség nélkül kiterjeszthető n mértéktér szorzatára is.

Definíció

(véges sok mértéktér szorzata)
Ha pXk, Mk, µkq (k “ 1, 2 . . . , n) mértékterek, akkor T “ tA1 ˆ . . . ˆ An : A1 P
M1, . . . , An P Mnu a téglák félgyűrűje, ezen az αpA1 ˆ . . . ˆ Anq “ µ1pA1q ¨ . . . ¨ µnpAnq
függvény σ-additív. A mértékterek szorzata pZ, S, ϕq, ahol Z “ X1 ˆ . . . ˆ Xn halmazon,
ϕα : Z Ñ r0, 8s az α-hoz asszociált külső mérték, S a ϕα szerint mérhető halmazok
rendszere, és ϕ a ϕα megszorítása S-re.

A σ-additivitásának bizonyítása ugyanúgy megy, mint a 26 lemmában, csak a Beppo Levi
tételt nem kétszer, hanem k-szor kell alkalmazni.
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Példa

Ha µ a p-dimenziós, ν a q-dimenziós Lebesgue-mérték, akkor a szorzat a pp`qq-dimenziós
Lebesgue-mérték. Ez majdnem triviális , a valamelyik mérték szerint nullmértékű
halmazokat kell egy kicsit diszkutálni: minden mérhető halmaz egy Fσ halmaz és egy
nullmértékű halmaz uniója stb.

A szorzatmérték szerinti integrál átírása többszörös in-

tegrállá

Tétel (Fubini)

Legyen a pZ, S, ϕq az pX, M, µq és pY, N , νq mértékterek szorzata, és f ϕ-m.mérhető Z-n.
Ha f (végesen) integrálható, vagy ha Z σ-véges és

ş
Z

fdϕ létezik, akkor
(a) µ-m.m. x-re létezik a gpxq “

ş
Y

fpx, yqdνpyq paraméteres integrál;
(b)

ş
X

gdµ “
ş

Z
fdϕ, avagy

ż

Z

fpx, yqdϕpx, yq “
ż

X

ˆż

Y

fpx, yq dνpyq
˙

dµpxq.

Megjegyzés

Az f ě 0 esetet szokás Tonelli-tételnek is nevezni. (Leonida Tonelli, 1885–1946)

A Fubini-tétel bizonyítása. A komplex értékű függvények esetében külön vehetjük a valós
és a képzetes részt, ezért elég csak a valós értékű függvényekre bizonyítani.

Az f függvényt nevezzük Fubini-félének, ha
ş

Z
fdϕ létezik, és f -re teljesül a tétel, vagyis

az (a) és a (b) tulajdonság. Jelölje Φ a Fubini-féle függvények családját. Szép sorban egyre
többféle függvényről bizonyítjuk be, hogy Fubini-féle.

(I) Bármely T “ A ˆ B P T tégla esetén χT P Φ.
A ϕ definíciója alapján triviális :

ż

X

ˆż

Y

χT px, yq dνpyq
˙

dµpxq “
ż

X

ˆż

Y

χApxqχBpyq dνpyq
˙

dµpxq “

“
ż

X

ˆ
χApxq

ż

Y

χBpyq dνpyq
˙

dµpxq “
ż

X

χApxqνpBq dµpxq “

“ νpBq
ż

X

χApxq dµpxq “ νpBqµpAq “ ϕpT q “
ż

Z

χT dϕ.

(II) Ha f P Φ és c P R, akkor c ¨ f P Φ.
ż

X

ˆż

Y

c fpx, yq dνpyq
˙

dµpxq “
ż

X

ˆ
c

ż

Y

fpx, yq dνpyq
˙

dµpxq “

“ c

ż

X

ˆż

Y

fpx, yq dνpyq
˙

dµpxq “ c

ż

Z

fpx, yq dϕ “
ż

Z

´
c fpx, yq

¯
dϕ.
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(III) Ha f1, f2 P Φ és
ş

Z
f1 dϕ `

ş
Z

f2 dϕ létezik, akkor f1 ` f2 P Φ.
A két integrál összeadható, és (II) miatt f megszorozható p´1q-gyel, ezért feltehetjük, hogy

egyik sem ´8. Legyen gipxq “
ş

Y
fipx, yq dνpyq (i “ 1, 2). Mivel

ż

X

gipxq dµpxq “
ż

Z

fi dϕ ą ´8,

az is igaz, hogy µ-m.m. x-re gipxq létezik, és az értéke nem ´8. Akkor viszont g1pxq és g2pxq
µ-m.m. x-re összeadható. Minden egyes ilyen x értékre

ż

Y

fipx, yq dνpyq “ gipxq ą ´8,

ezért ν-m.m. y-ra fipx, yq ą ´8, vagyis értelmes az f1px, yq ` f2px, yq összeg, így

g1pxq ` g2pxq “
ż

Y

f1px, yq dνpyq `
ż

Y

f2px, yq dνpyq “
ż

Y

`
f1px, yq ` f2px, yq

˘
dνpyq “ gpxq,

és most már jogos a µ-m.m. x-re létező gpxq-ről beszélni.
Mivel

ż

X

g1pxq dµpxq “
ż

Z

f1 dϕ és
ż

X

g2pxq dµpxq “
ż

Z

f2 dϕ

összeadható,
ż

X

gpxq dµpxq “
ż

X

g1pxq dµpxq `
ż

X

g2pxq dµpxq “
ż

Z

f1 dϕ `
ż

Z

f2 dϕ “
ż

Z

f dϕ.

(IV) Ha 0 ď f1 ď f2 ď . . . nemnegatív Fubini-féle függvények egy növekvő sorozata, akkor
ezek limesze, f “ lim fn is Fubini-féle.

Legyen gnpxq “
ş

Y
fnpx, yq dνpyq; ez (a) miatt µ-m.m. x-re létezik, ezért µ-m.m. x-re az

összes gnpxq létezik, és 0 ď g1pxq ď g2pxq ď . . .. Legyen most g “ lim gn; a MKT miatt

gpxq “ lim gnpxq “ lim
ż

Y

fnpx, yq dνpyq mkt“
ż

Y

fpx, yq dνpyq (µ-m.m. x-re),
ż

Z

f dϕ
mkt“ lim

ż

Z

fn dϕ
fn P Φ“ lim

ż

X

gnpxq dµpxq mkt“
ż

X

gpxq dµpxq.

(V) Ha 0 ď f1 ď f2, f2 P Φ és
ş

Z
f2 dϕ “ 0, akkor f1 P Φ.

Világos, hogy

0 ď
ż

Z

f1dϕ ď
ż

Z

f2dϕ “ 0, így
ż

Z

f1dϕ “ 0.

Abból, hogy ż

X

ˆż

Y

f2px, yq dνpyq
˙

dµpxq “
ż

Z

f2dϕ “ 0,
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látjuk, hogy

µ-m.m x-re
ż

Y

f2px, yq dνpyq “ 0;

µ-m.m x-re
ˆ

ν-m.m y-ra f2px, yq “ 0
˙

;

µ-m.m x-re
ˆ

ν-m.m y-ra f1px, yq “ 0
˙

;

µ-m.m x-re
ż

Y

f1px, yq dνpyq “ 0;
ż

X

ˆż

Y

f1px, yq dνpyq
˙

dµpxq “ 0 “
ż

Z

f1dϕ.

(VI) Ha A “ Ť
Tk megszámlálható sok tégla uniója, akkor χA P Φ.

Mivel a téglák félgyűrűt alkotnak, a szokásos módon kicserélhetjük az unióban szereplő
téglákat diszjunkt téglákra. Mostantól a tégláink diszjunktak, ezért χA “ ř

χTk
.

Legyen fn “ χT1Y...YTn
“ χT1

` . . . ` χTn
; Ekkor 0 ď f1 ď f2 ď . . ., és lim fn “ χA.

Ezután (III) miatt fn P Φ, majd (IV) miatt χA “ lim fn P Φ.

(VII) Tegyük fel, hogy A1, A2, . . . P S, mindegyikük megszámlálható sok tégla egyesítése,
ϕpA1q véges, és A “ Ş

An. Ekkor χA P Φ.
Először is, vegyük észre, hogy ha B “ Ť

k Bk és C “ Ť
ℓ Cℓ is megszámlálható sok tégla

uniója, akkor B X C “ Ť
k,ℓpBk X Cℓq is megszámlálható sok tégla uniója. Ezért A2-t kicserél-

hetjük az A1 X A2 halmazra, utána A3-at kicserélhetjük A2 X A3-ra. . . ; ezek után feltehetjük,
hogy A1 Ą A2 Ą . . .. Ekkor χA “ lim χAn

.
Legyen fn “ χA1

´ χAn
. (VI) miatt χAn

P Φ, (II+III) miatt fn P Φ. Mivel 0 ď fn ď fn`1,
(IV) miatt χA1zA “ lim fn P Φ. Mivel

ş
Z

χA1
dϕ “ ϕpA1q véges, (II+III) miatt χA “ χA1

´
χA1zA P Φ.

(VIII) Ha ϕpAq “ 0, akkor χA P Φ és µ-m.m. x-re ν˚pAxq “ 0 (itt Ax “ ty : px, yq P Au az A

halmaz x szerinti szekciója, ν˚ pedig ν teljessé tétele).
Minden n-re fedjük le A-t egy olyan Bn halmazzal, amely megszámlálható sok tégla uniója és

ϕpBnq ă 1
n
, és legyen C “ XBn. Ekkor persze ϕpCq “ 0 mert minden n-re ϕpCq ď ϕpBnq ă 1

n
.

(VII) szerint χC “ χXBn
P Φ, végül 0 ď χA ď χC és (V) miatt χA P Φ.

Már csak azt kell belátni, hogy ϕpAq “ 0, χA P Φ ñ µ-m.m. x-re ν˚pAxq “ 0. Itt Φ
definíciója miatt

ş
Z

χA dϕ “
ş

X
p
ş

Y
χA dνq dµ, továbbá ϕpAq “ 0 miatt

ş
Z

χA dϕ “ 0. A
kettőt összevetve

ş
X

p
ş

Y
χA dνq dµ “ 0, ahonnan következik, hogy µ-m.m. x-re

ş
Y

χAx
dνpyq “ş

Y
χApx, yq dνpyq “ 0. Itt Ax lehet, hogy nem mérhető ν szerint, de ν˚ szerint már biztosan az;

tehát ν˚pAxq “ 0.

(IX) Ha A P S és ϕpAq véges, akkor χA P Φ.
Válasszunk minden n-re olyan Bn halmazt, amely megszámlálható sok tégla uniója, fedi A-t

és ϕpBnq ă ϕpAq ` 1
n
. Legyen C “ XBn. Ekkor az N “ CzA halmazra ϕpNq “ 0; (VII) miatt

χC P Φ, (VIII) miatt χN P Φ, végül (II+III) miatt χA “ χC ´ χN P Φ.

(X) Ha A P S és A σ-véges ϕ szerint, akkor χA P Φ. Valóban, mivel A “ \Aj, ϕpAjq ď 8,
ezért (III+IV+IX) miatt χA “ ř

χAj
P Φ.

(XI) Legyen f ě 0 mérhető. Ha
ş

Z
fdϕ véges, vagy ha ϕ σ-véges, akkor f P Φ. Valóban, ha egy

g “ ř
ckχAk

ě 0 egyszerű függvény integrálja véges, vagy ha ϕ σ-véges, akkor (II+III+X) miatt
g P Φ. (IV) alapján ugyanez mondható f -re is, mert monoton limesze egyszerű függvényeknek.
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(Itt χk “ χAk
,
Ť˚

Ak “ Z)

(XII) Legyen f majdnem mérhető és f ě 0 m.m. Ha
ş

Z
fdϕ véges, vagy ha ϕ σ-véges, akkor

f P Φ. Legyen f1 ě 0, és f1 “ f ϕ-m.mindenhol. Legyen A :“ tz P Z : f ‰ g1u, ekkor
ϕpAq “ 0 és (VIII) szerint m.m. x-re ν˚pAxq “ 0. Rögzítve egy x-et fpx, yq “ f1px, yq m.m.
y-ra, vagyis gpxq “

ş
Y

fpx, yqdνpyq “
ş

Y
f1px, yqdνpyq :“ g1pxq is m.m. x-re létezik, és az

egyenlőség fennáll. Ekkor pedig (XI) szerint
ş

X
gdµ “

ş
X

g1dµ “
ş

Z
f1dϕ “

ş
Z

fdϕ.

(XIII) Legyen f majdnem mérhető. Ha
ş

Z
fdϕ véges, vagy ha ϕ σ-véges és

ş
Z

fdϕ létezik,
akkor f P Φ. Az eddigiek szerint ha az első feltétel teljesül készen vagyunk (f`, f´ ě 0). A
második esetben f, f`, f´ majdnem mérhetők, és nemnegatívak, (II+XII) szerint f`, ´f´ P Φ,
az integrál definíciója, és (III) miatt f P Φ is teljesül.

A Fubini-tétel lehetőséget ad az integrálok felcserélgetésére, feltéve, hogy a szorzatmérték
szerinti integrál létezik.

Példa

A Jordan-mérték szerinti integráloknál szokott szerepelni ez a példa: A r0, 1s ˆ r0, 1s
négyzeten legyen

fpx, yq “

$
&
%

x2 ´ y2

px2 ` y2q2
ha x, y ą 0

0 ha x “ 0 vagy y “ 0.

Erre a függvényre
ż 1

0

ˆż 1

0

x2 ´ y2

px2 ` y2q2
dy

˙
dx “ π

4
, de

ż 1

0

ˆż 1

0

x2 ´ y2

px2 ` y2q2
dx

˙
dy “ ´π

4
.

A két integrál azért lehet különböző, mert f` és f´ integrálja is végtelen, így a Fubini-tétel
feltételei nem teljesülnek.

Megjegyzés

Az ilyen példák után szokott eljönni az a kérdés, hogy tudunk-e olyan korlátos vagy nem-
negatív f : r0, 1s ˆ r0, 1s Ñ r0, 8q függvényt mondani, amelyre

ş1

x“0

´ş1

y“0
fpx, yqdy

¯
dx

és
ş1

y“0

´ş1

x“0
fpx, yqdx

¯
dy is létezik, de az értékük különböző.

A Fubini-tétel miatt korlátos vagy nemnegatív, Lebesgue-, speciálisan Borel-mérhető
függvényekre a két integrál mindig egyenlő, mi pedig csak Borel-mérhető függvényeket
tudunk felírni.
Nem mérhető függvények konstruálásához muszáj a kiválasztási axiómát használni.
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Példa

Tegyük fel, hogy igaz a kontinuumhipotézis, és legyen ă a r0, 1s halmaz egy ω1 típusú
jólrendezése. Tekintsük a következő függvényt:

fpx, yq “
#

1 x ă y

0 x ľ y

Bármely x-re csak megszámlálható sok olyan y van, amely megelőzi x-et a jólrendezésünk-
ben. Ezért bármely rögzített x-re fpx, yq “ 1 m.m. y-ra, és így

ş
r0,1s

fpx, yqdλpyq “ 1,
tehát ż

xPr0,1s

ˆż

yPr0,1s

fpx, yq dλpyq
˙

dλpxq “ 1.

Megfordítva, bármely y P r0, 1s-hez csak megszámlálható sok x ĺ y létezik, tehát rögzített
y esetén fpx, yq “ 0 m.m. x-re, ezért

ż

yPr0,1s

ˆż

xPr0,1s

fpx, yq dλpxq
˙

dλpyq “ 0.

Tétel (Friedman, 1980 (Harvey Martin Friedman, 1948–))

A ZFC-vel konzisztens a következő állítás:
Legyen f : r0, 1s2 Ñ r0, 8q tetszőleges függvény. Ha az

ş
xPr0,1s

´ş
yPr0,1s

fpx, yqdλpyq
¯

dλpxq
és

ş
yPr0,1s

´ş
xPr0,1s

fpx, yqdλpxq
¯

dλpyq kettős integrálok léteznek, akkor egyenlők.

[Friedmann]

♥

• Tehát, ha akarjuk, legalábbis pozitív függvények esetén, szabad cserélgetni a több-
szörös szummákat és Lebesgue-integrálokat.

• Ha akarjuk, létezik olyan eset, amikor nem lehet felcserélni az integrálokat, de
ilyenkor sem tudunk konkrét ellenpéldát felírni a ZFC-nél erősebb plusz feltételek
felhasználása nélkül.
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27. Végtelen sok mértéktér szorzata

Akárhány valószínűségi mértéktér szorzata. Bizonyítás a σ-szubadditivitásra. [Petruska, 121,
124–126. o.]

Ha a szorzatmértékek definícióját végtelen sok mértéktér szorzatára akarjuk átvinni, több-
féle nehézségbe ütközünk: biztosítanunk kell, hogy a tégláink mértékét kifejező — most már
végtelen sok tényezős — szorzatok sorrendfüggetlenek legyenek; ráadásul végtelen sok σ-algebra
direkt szorzata nem lesz félgyűrű. Az is előfordulhat, hogy megszámlálható soknál több mér-
tékteret szeretnénk összeszorozni, mert éppen olyan kedvünk szottyant, hogy 22ℵ0 független
valószínűségi változót szeretnénk konstruálni.

Ezeknek a nehézségeknek egy lehetséges feloldása az, hogy csak valószínűségi mértéktereket
szorzunk össze, amelyekben a teljes tér mértéke 1, (r0, 1s-beli számok végtelen szorzata már nem
függ a sorrendtől), továbbá csak olyan téglákat használunk, amelyeknek véges sok kivétellel
minden éle a megfelelő teljes tér (hasonlóan például a topologikus terek szorzatához).

Egy következő állomás lehetne az olyan téglák megengedése, amelyeknek megszámlálható
sok kivétellel minden éle az egész tér, de az ilyenek úgyis benne lesznek a generált σ-algebrában.

Mostantól tehát legyen I tetszőleges számosságú, de azért nem üres indexhalmaz, és minden
i P I-re pXi, Mi, µiq valamilyen valószínűségi mértéktér.

A leendő szorzatmérték alaphalmaza az Xi halmazok szorzata, Z “ Ś
iPI

Xi lesz. Ez tekinthe-

tő az olyan, I-n értelmezett függvények halmazának, amelyek minden i P I-hez Xi-beli pontot
rendelnek. Ha I “ N, akkor a Z “ Ś

iPI

Xi “ X1

Ś
X2

Ś
X3

Ś
. . . halmaz elemei végtelen

sorozatok.
A téglák az olyan T “ Ś

iPI

Ai hengerhalmazok lesznek, amelyekben minden i P I-re Ai P Mi,

és véges sok i index kivételével Ai “ Xi. Az Ai halmazt (így, egymás közt, nem hivatalosan) a
T tégla i-edik élének fogjuk hívni.

A tégláink halmazát jelölje most is T , tehát

T “
#ą

iPI

Ai : @i P I Ai P Mi, és ti P I : Ai ‰ Xiu véges

+
.

A T “ Ś
iPI

Ai téglához hozzárendeljük a

αpT q “
ź

iPI

µipAiq

számot. A szorzatban véges sok i kivételével minden tényező 1, így vehetjük csak az 1-nél
kisebbek szorzatát, vagy a véges részszorzatok minimumát.

Lemma

(a) T félgyűrű.
(b) Az α : T Ñ r0, 1s téglafüggvény additív.
(c) Az α : T Ñ r0, 1s téglafüggvény σ-szubadditív.

Bizonyítás. (a) Ahhoz, hogy T félgyűrű legyen, három dolog kell: H P T , bármely két tégla
metszete tégla, és bármely két tégla különbsége előáll, mint véges sok tégla diszjunkt uniója.
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Az üres halmaz is tégla, az egyik Ai-t választhatjuk H-nek.
Legyen T “ Ś

iPI Ai és U “ Ś
iPI Bi két tégla. Legyen J Ă I az olyan indexek halmaza,

amelyekre Ai ‰ Xi vagy Bi ‰ Xi. Átindexelve, feltehetjük, hogy J “ t1, 2, . . . , nu. Innen pedig
minden ugyanúgy megy, mint véges sok mértéktér esetén.

(b) Tegyük fel, hogy egy T tégla az U1, . . . , Un téglák diszjunkt uniója. Legyen J Ă I

az olyan i indexek halmaza, amelyekre valamelyik téglánk i-edik éle nem az egész tér; ez
véges sok véges indexhalmaz uniója, vagyis J véges. Ismét csak átindexelve, feltehetjük, hogy
J “ t1, 2, . . . , Nu Innen pedig minden ugyanúgy megy, mint véges sok mértéktér esetén.

(c) Indirekt tegyük fel, hogy α nem σ-szubadditív, vagyis van olyan T tégla, ami lefed-
hető az U1, U2, . . . téglák uniójával úgy, hogy

ř8
n“1 αpUnq ă αpT q. Nyilván mindegyik Un-et

lecserélhetjük az Un X T téglával, így a fedés tovább csökken. Tehát feltehetjük, hogy Un Ă T .
Az itt szereplő téglák élei összesen megszámlálható sok irányban lehetnek kisebbek, mint

a megfelelő mértéktér; ezeket átindexelhetjük pozitív egészekkel. Az összes többi irányban
minden szorzat minden tényezője 1. Tehát feltehetjük, hogy átindexelés után I “ N, a direkt
szorzatok elemei sorozatok.

Legyen T “ Ś8
i“1 Ai és minden n-re Un “ Ś8

i“1 Bn
i . Mivel Un Ă T , az is igaz, hogy minden

i indexre Bn
i Ă Ai. Az indirekt feltevés szerint

8ÿ

n“1

αpUnq ă αpT q,

vagyis
8ÿ

n“1

˜
8ź

i“1

µipBn
i q
¸

ă
8ź

i“1

µipAiq. p1q

Rekurzívan konstruálunk egy olyan t “ pa1, a2, . . .q P T pontot, ami a következőt fogja
tudni:

8ÿ

n“1

˜
kź

i“1

χBn
i

paiq ¨
8ź

i“k`1

µipBn
i q
¸

ă
8ź

i“k`1

µipAiq minden k “ 0, 1, 2, . . . esetén. p2q

Ha k “ 0, akkor az első produktum üres, ezt most is 1-nek definiáljuk.
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A p2q szemléletes jelentése a következő. Vegyük az x1 “ a1, . . . , xk “ ak hipersíkot, és az összes
tégláink nyomát – metszetét a hipersíkkal. A baloldalon az első produktum értéke 0 vagy 1 attól
függően, hogy az Un tégla elmetszi-e a hipersíkot. A másik két produktum a hipersíkra eső
vetületek módosított mértéke, amit érthetően az első k koordináta nélkül számolunk, ezért megy
az index pk ` 1q-től. A p2q formula tehát azt fejezi ki, hogy az Un téglák nyomának összege a
hipersíkon kisebb, mint a T tégla nyoma.

A k “ 0 esetben p2q egybeesik p1q-gyel, tehát igaz.
Ha k pozitív egész, és a1, . . . , ak´1 már megvan, akkor vizsgáljuk a következő függvényt:

fpxq “
8ÿ

n“1

˜
k´1ź

i“1

χBn
i

paiq ¨ χBn
k

pxq ¨
8ź

i“k`1

µipBn
i q
¸

(vagyis p2q baloldalán az ak helyére az x változót tettük). Olyan ak P Ak pontra van szükségünk,

amelyre fpakq ă
8ś

i“k`1

µipAiq.
Az Ak halmazon integrálva,

ż

Ak

fpxqdµkpxq B.L.“
8ÿ

n“1

ż

Ak

˜
k´1ź

i“1

χBn
i

paiq ¨ χBn
k

pxq ¨
8ź

i“k`1

µipBn
i q
¸

dµkpxq

“
8ÿ

n“1

˜
k´1ź

i“1

χBn
i

paiq ¨
8ź

i“k

µipBn
i q
¸

(2) pk ´ 1q-reă
8ź

i“k

µipAiq “
ż

Ak

˜
8ź

i“k`1

µipAiq
¸

dµkpxq.

Az f integrálja kisebb, tehát az Ak halmaz egy pozitív mértékű részén f ă ś8
i“k`1 µipAiq;

ebből a pozitív mértékű részből válasszunk egy ak pontot.
Ezzel megkonstruáltuk a p2q-nak eleget tevő t “ pa1, a2, . . .q sorozatot.
Az indirekt feltevésünk szerint a t pontot fedi valamelyik Um tégla, vagyis minden i-re

χBm
i

paiq “ 1. Az Um egy hengerhalmaz, tehát véges sok i index kivételével Bm
i “ Xi, ezért elég

nagy k esetén

1 “
kź

i“1

χBm
i

paiq ¨
8ź

i“k`1

µipBm
i q ď

8ÿ

n“1

˜
kź

i“1

χBn
i

paiq ¨
8ź

i“k`1

µipBn
i q
¸

p2qă
8ź

i“k`1

µipAiq ď 1,

ellentmondás.
Tehát α tényleg σ-szubadditív.

Definíció

Az pXi, Mi, µiq valószínűségi mértékterek (i P I) szorzata a pZ, S, ϕq mértéktér, ahol
Z “ Ś

iPI Xi, ϕα az α-hoz asszociált külső mérték a Z halmazon, S a ϕα szerint mérhető
halmazok rendszere, és ϕ a ϕα megszorítása S-re.
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VI. rész

Kitekintések

28. Lp-terek
Lp-normák. Valós és komplex ℓp és Lp terek. Konjugált kitevők, Hölder- és Minkowski-egyenlőtlenség.
Faktorizálás a m.m. 0 függvények terével. Sűrű alterek Lp-terekben (egyszerű, szép (véges sok,
téglán konstans), kompakt tartójú folytonos függvények alterei). [Petruska, 127–130. o.]

Egy rögzített pX, M, µq mértéktéren majdnem mérhető függvényekkel fogunk dolgozni. A
képhalmaz R vagy C is lehet, tehát vannak "valós Lp terek" és "komplex Lp terek" is.

Definíció

Egy majdnem mérhető függvény p-edik normája az pX, M, µq téren:
0 ă p ă 8 esetén

}f}p “
ˆż

X

|f |pdµ

˙1{p

;

p “ 8 esetén
}f}8 “ ess sup |f | “ mintK : |f | ď K µ-m.m.u.

(lényeges szuprémum)

Tétel (Hölder-egyenlőtlenség (Ludwig Otto Hölder, 1859–1937))

Ha 1 ď p, q ď 8 konjugált kitevők, azaz 1
p

` 1
q

“ 1 , és f, g majdnem mérhető függvények,
akkor

}f}p ¨ }g}q “
ˆż

X

|f |p dµ

˙1{pˆż

X

|g|q dµ

˙1{q

ě }fg}1 “
ż

X

|fg| dµ.

Megjegyzés

Véges sorozatokra már tanultuk:

`
|a1|p ` . . . ` |an|p

˘1{p`|b1|q ` . . . ` |bn|q
˘1{q ě |a1b1| ` . . . ` |anbn|.

Bizonyítás. Triviális esetek:

• Ha }f}p “ 0 vagy }g}q “ 0, akkor f “ 0 µ-m.m, illetve g “ 0 µ-m.m, ilyenkor mindkét
oldal 0.
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• Ha }f}p és }g}q egyike sem 0, és legalább az egyik 8, akkor a baloldal végtelen.

• Ha p “ 1, akkor q “ 8, és

}f}p ¨ }g}q “
ż

X

|f |dµ ¨ ess sup |g| ě
ż

X

|f | ¨ |g| dµ “ }fg}1.

• Ugyanígy triviális , ha p “ 8 és q “ 1.

A továbbiakban feltesszük, hogy 1 ă p, q ă 8, 0 ă }f}p ă 8 és 0 ă }g}q ă 8. A
homogenitás miatt a két függvényt normálhatjuk, ezért azt is feltehetjük, hogy }f}p “ }g}q “ 1.

A súlyozott számtani-mértaniból

1
p

¨ |f |p ` 1
q

¨ |g|q ě
´

|f |p
¯ 1

p ¨
´

|g|q
¯ 1

q “ |f | ¨ |g|,

és ez az olyan pontokban is igaz, ahol |f | “ 8 vagy |g| “ 8. Integrálva

}f}p ¨ }g}q “ 1 “ 1
p

}f}p
p ` 1

q
}g}q

q “
ż

X

ˆ
1
p

|f |p ` 1
q

|g|q
˙

dµ ě
ż

X

|f | ¨ |g|dµ “ }fg}1.

Következmény (Cauchy–Schwarz–Bunyakovszkij egyenlőtlenség (Augustin
Louis Cauchy, 1789–1857, Karl Hermann Amandus Schwarz,
1843–1921, Виктор Яковлевич Буняковский, 1804–1889))

Ha f, g majdnem mérhető függvények, akkor

}f}2 ¨ }g}2 ě }fg}1.

Tétel (Minkowski-egyenlőtlenség)

Ha 1 ď p ď 8, és f, g majdnem mérhető, összeadható függvények, akkor

}f ` g}p ď }f}p ` }g}p.

Bizonyítás. Triviális esetek:

• Ha p “ 1, akkor

}f ` g}1 “
ż

X

|f ` g|dµ ď
ż

X

|f |dµ `
ż

X

|g|dµ “ }f}1 ` }g}1.

• Ha p “ 8, akkor

}f ` g}8 “ ess sup |f ` g| ď ess sup |f | ` ess sup |g| “ }f}8 ` }g}8.

• Ha }f}p “ 8, }g}p “ 8 vagy }f ` g}p “ 0.

A továbbiakban 1 ă p ă 8, a p-hez tartozó konjugált kitevő q “ p
p´1

, }f}p és }g}p is véges,
és }f ` g}p ą 0.

Egy triviális becslés:
ż

X

|f ` g|pdµ ď
ż

X

´
2 max

`
|f |, |g|

˘¯p

dµ ď 2p

ż

X

`
|f |p ` |g|p

˘
dµ “ 2p

`
}f}p

p ` }g}p
p
˘

ă 8,
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tehát }f ` g}p egy véges, pozitív szám; szabad vele egyenlőtlenségeket szorozni és osztani.
A Hölder-egyenlőtlenséget a q, p kitevőkkel fogjuk alkalmazni, és kihasználjuk, hogy p´1 “

p
q
.

}f ` g}p
p “

ż

X

|f ` g|pdµ ď
ż

X

|f ` g|p´1 ¨
`
|f | ` |g|

˘
dµ ď

ď
ż

X

|f ` g|p{q ¨ |f |dµ `
ż

X

|f ` g|p{q ¨ |g|dµ

Hölderď
›››|f ` g|p{q

›››
q
}f}p `

›››|f ` g|p{q
›››

q
}g}p “

“ }f ` g}p
p{q
`
}f}p ` }g}pq “ }f ` g}p

p´1
`
}f}p ` }g}pq.

Ezt elosztva }f ` g}p
p´1-nel, kész vagyunk.

Következmény

Minden egyes 1 ď p ď 8 esetén, az olyan majdnem mérhető f függvények, amelyekre
}f}p véges, vektorteret alkotnak.
(Ezek a függvények m.m. végesek, ezért összeadhatók.)

Definíció

1 ď p ď 8 esetén LppX, M, µq a véges p-normájú függvények tere, faktorizálva a m.m.
nulla függvények alterével. Ezen a }.}p tényleg norma, tehát Lp egy normált vektortér.

Példák

1. Ha X “ t1, 2, . . . , du és µ a számlálómérték, akkor L2pXq a d-hosszúságú sorozatokból
áll, éppen az Rd euklideszi tér.
2. Ha X “ N, akkor a tér a végtelen számsorozatokból áll, a neve (valós vagy komplex)
ℓp tér. Van, amikor praktikus negatív indexeket is megengedni, tehát X “ Z, a tér elemei
minkét irányban végtelen sorozatok; pl. Fourier-soroknál.
3. Ha X az Rd egy pozitív mértékű részhalmaza, és µ a Lebesgue-mérték. Ilyenkor csak
az alaphalmazt adjuk meg: L2pXq; L2

`
ra, bs

˘
stb.

Megjegyzés

A különböző p értékekre különböző függvényosztályokat kapunk, általában egyik sem

része a másiknak. Például ha X “ p0, 8q és p ă q ă 8, akkor az f “
#

x´1{q x P p0, 1q
0 x P r1, 8q

függvény Lp-beli, de nem Lq-beli. A g “
#

0 x P p0, 1q
x´1{p x P r1, 8q

függvény Lq-beli, de nem

Lp-beli.
Ha µpXq véges, akkor p ă q-ból például a Hölder egyenlőtlenség miatt következik, hogy
Lq Ă Lp: ha f P Lq, akkor

ż

X

|f |p ď
››|f |p

››
q

p

¨
››1
››

q

q´p

“ }f}q
p ¨

`
µpXq

˘ q´p

q ă 8.
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Tétel

Lp-ben sűrű az egyszerű függvények altere.
Ha p véges, akkor

LppRdq sűrű altérŹ egyszerű függvények
sűrű altérŹ "szép" függvények

sűrű részhalmazĄ rac. "szép" függvények

ahol a szép függvények a véges sok téglán konstans, azon kívül nulla függvények; a rac.
"szép" függvények a racionális értékű, véges sok racionális téglán konstans, azon kívül 0
függvények.
Ha p véges, akkor

LppRdq sűrű altérŹ kompakt tartójú folytonos függvények.

Következmény

Ha p véges, akkor LppRdq szeparábilis.

Példa

L8pRq nem szeparábilis, mert a χpc,8q (c P R) alakú függvényekből kontinuum sok van,
és bármelyik kettő távolsága 1, tehát az 1

2
sugarú környezeteik diszjunktak.
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29. Riesz–Fischer tétel

Példák pontonként és Lp-ben (nem) konvergens sorozatokra. Teljesség, Riesz-Fischer-tétel. Banach-
tér. (Petruska II, 24. fej.) [Petruska, 127–130. o.]

Definíció (Lp-beli konvergencia)

Legyen f1, f2, . . . , g P LppX, M, µq. Az fn függvénysorozat Lp-ben tart g-hez, ha }fn ´
g}p Ñ 0.

Jele: fn
LpÑ g.

Megjegyzés

• Az L8-beli konvergencia a majdnem egyenletes konvergenciát jelenti, tehát egy null-
mértékű halmazt elhagyva a függvénysorozat egyenletesen konvergál.

• Az L8-beli konvergenciából a következik m.m. pontonkénti konvergencia.

• A m.m. pontonkénti konvergenciából nem következik az L8-beli konvergencia.

Példák

Ha p véges, akkor a pontonkénti és az Lp-beli konvergencia nem következik egymásból.

1. Az fn “ χrn,n`1q függvénysorozatra fn Ñ 0 pontonként, de fn

Lp

­Ñ 0.

1

0
0 1 2 3 4 5f3

2. Legyen n “ 2k ` r, 0 ď r ă 2k esetén gn “ χr r

2k
, r`1

2k
q.

1

0
0 1f5

Először Ña nagyra nőtt Jeff dugja ki a fejét, majd egyre kisebb vakondok.

Ha p ă 8, akkor gn
LpÑ 0, de gn ­Ñ 0 pontonként.
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29.1 Lemma

Ha f1, f2, . . . ě 0 majdnem mérhető függvények, akkor
›››››

8ÿ

n“1

fn

›››››
p

ď
8ÿ

n“1

}fn}p.

Bizonyítás. Ha p “ 8: m.m. x-re

8ÿ

n“1

fnpxq ď
8ÿ

n“1

}fn}8.

Ha p ă 8, akkor

›››››
8ÿ

n“1

fn

›››››
p

“
˜ż

X

ˆ 8ÿ

n“1

fn

˙p

dµ

¸1{p

“
˜ż

X

ˆ
lim

NÑ8

Nÿ

n“1

fn

˙p

dµ

¸1{p

“

xp folyt.“
˜ż

X

lim
NÑ8

ˆ Nÿ

n“1

fn

˙p

dµ

¸1{p

m.k.“
˜

lim
NÑ8

ż

X

ˆ Nÿ

n“1

fn

˙p

dµ

¸1{p

“

x1{p folyt.“ lim
NÑ8

˜ż

X

ˆ Nÿ

n“1

fn

˙p

dµ

¸1{p

“ lim
NÑ8

›››››
Nÿ

n“1

fn

›››››
p

ď

Minkowskiď lim
NÑ8

Nÿ

n“1

}fn}p “
8ÿ

n“1

}fn}p.

Tétel (Riesz–Fischer (Riesz Frigyes, 1880–1956; Ernst Sigismund Fischer,
1875–1954))

Az LppX, M, µq metrikus tér teljes, azaz minden Cauchy-sorozat konvergens.

Bizonyítás. A program: Kérjünk egy tetszőleges Cauchy-tulajdonságú pfnq sorozatot az el-
lenségtől; ehhez konstruálunk limeszfüggvényt. Abban nem reménykedhetünk, hogy az pfnq
sorozat pontonként konvergens, de lesz egy alkalmas részsorozata, ami m.m. pontban konver-
gens. A részsorozat pontonkénti limesze lesz az Lp értelemben vett limeszfüggvény.

A Cauchy-tulajdonság ε “ 1
2k -ra azt mondja, hogy

@k P N Dnk @m, n ě nk }fn ´ fm}p ă 1
2k

.

Az nk indexeket tetszés szerint megnövelhetjük, ezért még azt is azt is feltehetjük, hogy
n1 ă n2 ă n3 ă . . ..

Legyen gk “ fnk
(k “ 1, 2, . . .). A következőket bizonyítjuk erről a részsorozatról:

1. A gk sorozat m.m. pontban konvergens; a limeszfüggvényét jelölje g.
2. g P Lp és gk

LpÑ g.

3. fn
LpÑ g.

1. Legyen h1, h2, . . . az a függvénysorozat, amelyre gk “ h1 ` h2 ` . . . ` hk, tehát h1 “ g1,
és i ě 2 esetén hi “ gi ´ gi´1. Legyen d “ ř8

i“1 |hi|.
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Az nk´1 definíciója miatt

}hk}p “ }fnk
´ fnk´1

}p ă 1
2k´1

, pk ě 2q,

}d}p “
›››››

8ÿ

k“1

|hk|
›››››

p

Lemmaď
8ÿ

k“1

}hk}p ď }h1}p `
8ÿ

k“2

1
2k´1

ă 8.

Emiatt dpxq m.m. x-re véges. Ha viszont egy x pontban dpxq “ ř |hkpxq| véges, akkor ař
hkpxq sor konvergens, azaz a pgkpxqq sorozat konvergens. Legyen g “ lim gk “ ř8

i“1 hi. (Ez
egyelőre pontonkénti limesz.)

2.

}g ´ gk}p “
›››››

8ÿ

i“k`1

hi

›››››
p

Lemmaď
8ÿ

i“k`1

}hi}p ď
8ÿ

i“k`1

1
2i´1

“ 2
2k

.

és
}g}p ď }g ´ g1}p ` }g1}p ă 8.

3. Ha n ě nk, akkor

}g ´ fn}p ď }g ´ fnk
}p ` }fnk

´ fn}p “ }g ´ gk}p ` }fnk
´ fn}p ă 2

2k
` 1

2k
“ 3

2k
.

Ezzel tetszőleges LppXq-beli Cauchy-sorozathoz konstruáltunk (Lp értelemben vett) limesz-
függvényt.

Definíció

Azokat a normált vektortereket, amelyek egyben teljes metrikus terek is, Banach-térnek
hívjuk.

Következmény

Minden Lp tér Banach-tér.
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30. Mértékben való konvergencia
Mértékben való konvergencia. Metrizálhatóság. Kapcsolat a mértékben való, az Lp-beli és a
pontonkénti konvergencia között. Teljesség. [Petruska, 135–137. o.]

A célunk a sokféle konvergenciafogalom egy közös kiterjesztése.

Definíció (mértékben való konvergencia)

Legyen pX, M, µq mértéktér, M a majdnem mérhető, m.m. véges függvények vektortere,
faktorizálva a m.m. nulla függvények terével.
Az f1, f2, . . . P M függvénysorozat mértékben tart a g P M függvényhez (jele: fn

mÑ g

vagy fn
µÑ g), ha

@δ ą 0 µ
´

X
`
|fn ´ g| ě δ

˘¯
Ñ 0.

Definíció

Definiálhatjuk M -en a következő metrikát:

dpf, gq “ min

˜
1, inf

"
δ ` µ

´
X
`
|f ´ g| ě δ

˘¯
: δ ą 0

*¸
.

Tétel

(a) A d függvény eltolásinvariáns metrika.
(b) fn

mÑ g akkor és csak akkor, ha dpfn, gq Ñ 0.

Bizonyítás. (a) Csak a háromszög-egyenlőtlenség nem triviális ; azt akarjuk igazolni, hogy
dpf, gq ` dpg, hq ě dpf, hq. Ha dpf, gq “ 1 vagy dpg, hq “ 1, akkor persze triviális .

Ha dpf, gq ă 1 és dpg, hq ă 1 akkor vegyünk egy tetszőleges ε-t. Ehhez létezik olyan δ1 ą 0
és δ2 ą 0, hogy

δ1 ` µ
´

|f ´ g| ě δ1

¯
ă dpf, gq ` ε,

δ2 ` µ
´

|g ´ h| ě δ2

¯
ă dpg, hq ` ε;

dpf, hq ď δ1 ` δ2 ` µ
´

|f ´ h| ě δ1 ` δ2

¯

ď δ1 ` δ2 ` µ
´

|f ´ g| ě δ1

¯
` µ

´
|g ´ h| ě δ2

¯

ă dpf, gq ` dpg, hq ` 2ε.

Végül szokás szerint ε Ñ 0.

(b, ñ) Legyen ε ą 0 tetszőleges, δ “ ε{2. Ekkor van olyan n0 küszöbindex, hogy n ě n0

esetén µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ă δ. Akkor pedig

dpfn, gq ď δ ` µ
´

|fn ´ g| ě δ
¯

ă 2δ “ ε.
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Tehát, @ε ą 0 Dn0 @n ě n0 dpfn, gq ă ε.

(b, ð) Legyen δ0 ą 0 és 0 ă ε ă minp1, δ0q. Olyan n0 kell, hogy n ě n0 esetén µ
´

|fn ´ g| ě
δ0

¯
ă ε.

Legyen n0, hogy n ě n0-ra dpfn, gq ă ε.

dpfn, gq ă ε ď 1

inf
!

δ ` µ
´

X
`
|fn ´ g| ě δ

˘¯)
ă ε

Dδ ą 0 δ ` µ
´

X
`
|fn ´ g| ě δ

˘¯
ă ε ď δ0

δ ď δ0,

µ
´

X
`
|fn ´ g| ě δ0

˘¯
ď µ

´
X
`
|fn ´ g| ě δ

˘¯
ă ε.

Tétel

Ha fn
LpÑ g, akkor fn

mÑ g.

Bizonyítás. Ha p “ 8, akkor a konvergencia egy nullmértékű halmaztól eltekintve egyenletes.
Ha p ă 8, akkor

}fn ´ g}p
p “

ż

X

|fn ´ g|pdµ ě µ
´

X
`
|fn ´ g| ě δ

˘¯
¨ δp,

µ
´

X
`
|fn ´ g| ě δ

˘¯
ď }fn ´ g}p

p

δp
Ñ 0.

Következmény

Ha fn
LpÑ g és fn

LqÑ h, akkor g “ h µ-m.m.

Példa

Abból, hogy fn Ñ g pontonként, nem következik, hogy fn
mÑ g. Például az pR, L, λq

mértéktérben az fn “ χpn,8q sorozat pontonként tart 0-hoz, mégis dpfn, 0q “ 1.

Tétel

Ha fn Ñ g pontonként, és µ véges, akkor fn
mÑ g.

Bizonyítás. Legyen δ ą 0 tetszőleges.

µ
`
|fn ´ g| ě δ

˘
ď µ

ˆ 8ď

k“n

X
`
|fk ´ g| ě δ

˘˙
Ñ µ

ˆ 8č

n“1

8ď

k“n

X
`
|fn ´ g| ě δ

˘˙
“ µpHq “ 0.

Tétel

A pM, dq metrikus tér teljes.

Bizonyítás. Tegyük fel, hogy fn egy Cauchy-sorozat; ehhez szeretnénk mértékbeli limeszfügg-
vényt.
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Minden k-ra legyen nk olyan, hogy n, m ě nk esetén dpfn, fmq ă 1
2k . Az nk számokat tetszés

szerint megnövelhetjük, így elérhetjük, hogy n1 ă n2 ă . . . legyen.
Legyen Ak “ X

´ˇ̌
fnk

´ fnk`1

ˇ̌
ě 1

2k

¯
.

Alkalmas δ-val
δ ` µ

´ˇ̌
fnk

´ fnk`1

ˇ̌
ě δ

¯
ă 1

2k
,

de akkor δ ă 1
2k , és így

µpAkq “ µ
´ˇ̌

fnk
´ fnk`1

ˇ̌
ě 1

2k

¯
ď µ

´ˇ̌
fnk

´ fnk`1

ˇ̌
ě δ

¯
ă 1

2k
.

Bármely k esetén, az Ak Y Ak`1 Y . . . halmazon kívül az pfnk
q részsorozat egyenletesen

Cauchy, így az is igaz, hogy m.m.pontban konvergens. Legyen g “ lim fnk
a pontonkénti

limesz.
Az Ak Y Ak`1 Y . . . halmazon kívül |fnk

´ g| ă 2
2k , ezért

dpfnk
, gq ď 2

2k
` µ

ˆ
|fnk

´ g| ě 2
2k

˙
ă 4

2k
.

Tehát fnk

mÑ g; ebből következik, hogy fn
mÑ g. (Cauchy-sorozat, aminek van konvergens

részsorozata)

137



31. L2-terek, ortogonális függvénysorok
Skaláris szorzás. Az L2 és ℓ2 Hilbert-terek. A Legendre- és a trigonometrikus polinomok rendsze-
rének teljessége. Az L2pra, bsq izomorfiája az ℓ2 térrel. [Petruska, 24. fej.]

A leggyakrabban előforduló esetek persze a legegyszerűbb L1 és L8, no meg — a skaláris
szorzás miatt — az L2.

Definíció

Az f, g P L2pX, M, µq függvények skaláris szorzata

xf, gy “
ż

X

fg dµ.

Ennek megvannak a véges dimenziós algebrából jól ismert tulajdonságai, pl. xf, fy “ }f}2,
valósban bi- komplexben szeszkvilinearitás, lehet véges sok vektorra Gram–Schmidt ortogona-
lizációt végezni stb.

A Cauchy–Schwarz egyenlőtlenség egyszerű következménye, hogy
ˇ̌
xf, gy

ˇ̌
ď }f}2 ¨ }g}2.

Definíció

Az olyan Banach-tereket, amelyekben van skaláris szorzás, és }f}2 “ xf, fy, (valós, illetve
komplex) Hilbert-tereknek hívjuk.

Legendre-polinomok

(Adrien-Marie Legendre, 1752–1833)

Legyen most ra, bs korlátos, zárt intervallum. Az L2pra, bsq térben az 1, x, x2 . . . soro-
zatból Gram–Schmidt ortogonalizációval nyert ortogonális polinomokat nevezzük Legendre-
polinomoknak. Legyenek ω0, ω1, . . . a négyzetesen normált Legendre-polinomok, azaz deg ωk “
k, }ωk}2 “ 1 és j ‰ k esetén xωj, ωky “ 0.

Például a r´1, 1s intervallumon

ω0pxq “
?

2
2

, ω1pxq “
?

6
2

x, ω2pxq “
?

10
4

p3x2 ´ 1q, ω3pxq “
?

14
4

p5x3 ´ 3xq, . . .

ωkpxq “ p´1qk

?
2k ` 1

2k` 1

2 k!

´
p1 ´ x2qk

¯pkq

Ha egy tetszőleges f P L2 függvényhez keressük a legközelebbi polinomot a legfeljebb k-
adfokú polinomok terében, akkor jól ismert (és ez egy véges dimenziós állítás), hogy a legköze-
lebbi p polinom a merőleges vetület, tehát

p “
kÿ

j“0

cjωj, ahol cj “ xf, ωjy az f vetülete az ωj irányára.
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Tétel

Legyen f P L2pra, bsq tetszőleges függvény és cj “ xf, ωjy. Ekkor

kÿ

j“0

cjωj
L2Ñ f ha k Ñ 8.

(Az ilyen ortogonális rendszereket hívjuk teljesnek.)

Bizonyítás. Vegyünk egy rögzített ε-t.
Válasszunk egy olyan g folytonos függvényt, amelyre }f ´ g}2 ă ε.
Weierstrass I. approximációs tétele szerint a folytonos függvények jól közelíthetők polino-

mokkal: a g : ra, bs Ñ C folytonos függvényhez és ε ą 0-hoz van olyan q polinom, amelyre
max |g ´ q| ă ε.

Legyen n0 “ deg q, és legyen pk “ řk

j“0 cjωj az f merőleges vetülete a legfeljebb k-adfokú
polinomok alterére. Ekkor tehát

}pk ´ f}2 ď }f ´ q}2 ď }f ´ g}2 ` }g ´ q}2 ă ε ` ε
?

b ´ a.

Ez a tétel egy újfajta bázisfogalmat is ad (Schauder-bázis, nem csak az L2-ben, hanem
általában Banach-terekben): az f koordinátái az ortonormált polinomok bázisában a cj számok,
de most nem csak véges sok nemnulla lehet közöttük. Ezért az összeget is mint L2 értelemben
konvergens függvénysort kell értelmeznünk.

A koordinátairányokra való vetítés egy természetes megfeleltetést ad az L2pra, bsq és ℓ2 terek
között: minden f P L2pra, bsq függvényt megfeleltethetünk a pcjq sorozatnak.

Következmény

L2pra, bsq „ ℓ2.

Bizonyítás. Az f ÐÑ pc0, c1, c2 . . . q megfeleltetés megtartja a műveleteket, a normát és a
skaláris szorzást.

Trigonometrikus polinomok
Polinomok helyett trigonometrikus függvényeket is használhatunk, így kapjuk a Fourier-sorokat
(Jean-Baptiste Joseph Fourier, 1768–1830). Pl. a r0, 2πs intervallumon, komplex alakban írva,
az einx alakú függvények (n P Z) ortogonálisak. Ha az alap intervallumunk a r0, 1s polinom,
akkor az e2πinx polinomok lesznek ortogonálisak. Az ilyenek lineáris kombinációit hívjuk trigo-
nometrikus polinomoknak.

Weierstrass II. approximációs tétele szerint a 2π szerint periodikus folytonos függvény kö-
zelíthető trigonometrikus polinomokkal, és a fenti bizonyítás is átvihető. A Fourier-sor k-adik
együtthatója az fpxq és az e2πikx függvény skaláris szorzata, ezt az pfpkq szimbólummal is szokás
jelölni:
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Definíció (Fourier-együttható, Fourier-sor)

Legyen f P L1pr0, 1sq tetszőleges függvény és k egész szám. Az f függvény k-adik Fourier-
együtthatója

pfpkq “ xfpxq, e2πikxy “
ż

r0,1s

fpxqe´2πikx dλpxq.

A függvény Fourier-sora

pfp0q `
8ÿ

k“1

´
pfpkqe2πikx ` pfp´kqe´2πikx

¯
“ lim

nÑ8

nÿ

k“´n

pfpkqe2πikx.

31.1 Tétel

Tetszőleges f P L2pr0, 1sq tetszőleges függvényre

ÿ

|k|ďn

pfpkqe2πikx L2Ñ f ha n Ñ 8.

Ez persze nem ígér sokat a pontonkénti konvergenciáról...
Fejér Lipót észrevétele volt, hogy a részletösszegek átlaga szépen viselkedik.

Tétel (Fejér [Weisz] Lipót, 1880–1959))

Ha fpxq 1 szerint periodikus, folytonos függvény, a Fourier-együtthatói

pfpkq “
ż 1

0

e´2πikxfpxq dx,

a Fourier-részletösszegei

snpxq “
nÿ

k“´n

pfpkqe2πikx,

akkor
s0pxq ` s1pxq ` . . . ` sn´1pxq

n
Ñ fpxq

egyenletesen.
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32. L1-függvények konvolúciója

L1-beli függvények konvolúciója. L1 mint kommutatív Banach-algebra. [Petruska, 138. o.]

Példák

Tegyük fel, hogy fényképet készítünk; a fényességet egy f : R2 Ñ R függvény írja le. Igen
ám, de a kezünk remeg, ezért a képet sokféle y vektorral eltoljuk, és az így eltolt, végtelen
sokféle x ÞÑ fpx´yq függvényt szuperponáljuk egymásra mindenféle gpyq súlyokkal, Ezért
az áhított x ÞÑ fpxq függvény helyett az x ÞÑ

ş
y

gpyq¨fpx´yq dy elmosódott/szellemképes
függvény lesz a kép.
Egy másik példa a polinomok és hatványsorok szorzása, a Cauchy-szorzat. Az a0`a1x`. . .

és b0 ` b1x ` . . . polinomok/sorok szorzata c0 ` c1x ` . . ., ahol cn “ ř
akbn´k.

Független valószínűségi változók összegének vizsgálatakor is találkozunk konvolúcióval: ha
ξ1 és ξ2 független valószínűségi változók, a sűrűségfüggvényük f , illetve g, akkor ξ1 ` ξ2

sűrűségfüggvénye x ÞÑ
ş

y
gpyq ¨ fpx ´ yq dy.

Definíció

Az f, g : Rp Ñ R{C függvények konvolúciója az

pf ˚ gqpxq “
ż

yPRp

fpyqgpx ´ yqdλpyq

paraméteres integrállal megadott függvény, ha valamilyen értelemben létezik...

Megjegyzés

Az Rp vektortér helyett más mérhető csoportokra is definiálhatjuk a konvolúciót (algebrai
csoport, amin még egy eltolásinvariáns mérték is van). A legfontosabb példa a kör, avagy
amikor a számegyenest periodikusan, modulo 1 vagy modulo 2π tekintjük.
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Példák (A Fourier-sor tagja és részletösszege, mint konvolúció)

Az f P L1pr0, 1sq függvény Fourier-sorának k-adik tagja

pfpkqe2πkix “
ˆż

yPr0,1s

fpyqe´2πkiydλpyq
˙

e2πkix “
ż

yPr0,1s

fpyqe2πkipx´yqdλpyq.

A Fourier-sor n-edik részletösszege

nÿ

k“´n

pfpkqe2πkix “
ż

yPr0,1s

fpyq
ˆ nÿ

k“´n

e2πkipx´yq

˙
dλpyq

“
ż

yPr0,1s

fpyq Dnpx ´ yq dλpyq

Az itt fellépő

Dnptq “
nÿ

k“´n

e2πikt “ sinp2n ` 1qπt

sin πt

függvény az n-edik Dirichlet-magfüggvény. Ezzel a jelöléssel

snpxq “
ż

yPr0,1s

fpyqDnpx ´ yq dλpyq,

vagyis
sn “ f ˚ Dn.

Az első n részletösszeg átlaga

σn “ s0 ` s1 ` . . . ` sn´1

n
“ f ˚ D0 ` D1 ` . . . ` Dn´1

n
“ f ˚ Fn,

ahol

Fnptq “ D0ptq ` . . . ` Dn´1ptq
n

“
n´1ÿ

k“´n`1

ˆ
1 ´ |k|

n

˙
e2πikt “ 1

n

ˆ
sin nπt

sin πt

˙2

az n-edik Fejér-magfüggvény.

A Fourier-sorok vizsgálatában a Dirichlet- és Fejér-magfüggvényeknek fontos szerepe van.
Sajnos a Dirichlet-magfüggvények sorozata nem viselkedik elég szépen: negatív értékeket is
felvehetnek, és }Dn}1 Ñ 8. Ez az oka annak, hogy a folytonos függvényeket nem állítják
elő minden pontban a Fourier-soruk. Ezzel szemben a Fejér-magok csak nemnegatív értékéket
vesznek fel, }Fn}1 “ 1, és

ş
Fn a 0 közelébe koncentrálódik, Folytonos függvény Fourier-sora

részletöszegeinek átlaga egyenletesen tart a függvényhez.
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Megjegyzés

Ha nem 1, hanem 2π szerint periodikus függvényeket vizsgálunk, akkor a képletek módo-
sulnak:

Dnptq “
nÿ

k“´n

eikt “ sinp2n ` 1q t
2

sin t
2

és

Fnptq “
n´1ÿ

k“´n`1

ˆ
1 ´ |k|

n

˙
eikt “ 1

n

ˆ
sin nt

2

sin t
2

˙2

.

Az indexelés sem egyértelmű; van, aki szerint Fn “ D0`...`Dn

n`1
.
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L1 függvények konvolúciója

Definíció

Az f, g P L1pRpq függvények konvolúciója

pf ˚ gqpxq “
ż

yPRp

fpyqgpx ´ yqdλpyq.

Tétel

Ha f, g, h P L1pRpq, akkor

(a) az f ˚ g konvolúció m.m. pontban létezik, f ˚ g P L1pRpq és }f ˚ g}1 ď }f}1 ¨ }g}1;

(b) ha c, d számok, akkor pcf`dgq˚h “ cpf˚hq`dpg˚hq és f˚pcg`dhq “ cpf˚gq`dpf˚hq;

(c) f ˚ g “ g ˚ f .

(d) pf ˚ gq ˚ h “ f ˚ pg ˚ hq.

A konvolúció tehát egyfajta szorzás (bilineáris operáció) az L1 téren.
Bizonyítás. (a) Fubini-tétel az fpyqgpx ´ yq függvényre.

Az pu, vq ÞÑ fpuqgpvq függvény mérhető az pRp, λpq ˆ pRp, λpq “ pR2p, λ2pq szorzattérben,
és ezt komponáljuk az px, yq ÞÑ py, x ´ yq lineáris (tehát mérhető) transzformációval, tehát az
F px, yq “ fpyqgpx ´ yq függvény λ2p-mérhető.

Az abszolút érték integrálja
ż

RpˆRp

ˇ̌
fpyqgpx ´ yq

ˇ̌
dλ2ppx, yq Fubini“

ż

yPRp

ˇ̌
fpyq

ˇ̌ˆ ż

xPRp

ˇ̌
gpx ´ yq

ˇ̌
dλppxq

˙
dλppyq

“
ż

yPRp

ˇ̌
fpyq

››g
››dλppyq “

››f
››

1
¨
››g
››

1

ami véges, ezért alkalmazhatjuk a Fubini-tételt:
ż

RpˆRp

fpyqgpx ´ yqdλ2ppx, yq “
ż

xPRp

ˆż

yPRp

fpyqgpx ´ yqdλppyq
˙

dλppxq

“
ż

xPRp

pf ˚ gqpxq dλppxq.

A Fubini-tétel miatt a belső integrál m.m. x-re létezik. Továbbá, mivel a kettős integrál véges,
a belső integrál is, vagyis pf ˚ gqpxq m.m. x-re véges.

Végül,

}f ˚ g}1 “
ż

Rp

ˇ̌
f ˚ g|dλp “

ż

xPRp

ˇ̌
ˇ̌
ż

yPRp

fpyqgpx ´ yqdλppyq
ˇ̌
ˇ̌dλppxq

ď
ż

RpˆRp

ˇ̌
fpyqgpx ´ yq

ˇ̌
dλ2ppx, yq “

››f
››

1
¨
››g
››

1
.

(b) Triviális .
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(c) A y ÞÑ z “ x ´ y helyettesítéssel (ld. 19 tétel)

pf ˚ gqpxq “
ż

yPRp

fpyqgpx ´ yqdλpyq “
ż

zPRp

fpx ´ zqgpzqdλpzq “ pg ˚ fqpxq.

(d) m.m. x-re

`
pf ˚ gq ˚ h

˘
pxq “

ż

yPRp

pf ˚ gqpyq ¨ hpx ´ yq dλppyq

“
ż

yPRp

ˆż

zPRp

fpzq ¨ gpy ´ zq dλppzq
˙

dλppyq

Fubini“
ż

zPRp

fpzq
ˆż

yPRp

gpy ´ zq ¨ hpx ´ yq dλppyq
˙

dλppzq

w “ y ´ z“
ż

zPRp

fpzq
ˆż

yPRp

gpwq ¨ hpx ´ z ´ wq dλppwq
˙

dλppzq

“
ż

zPRp

fpzqpg ˚ hqpx ´ zq dλppzq “
`
f ˚ pg ˚ hq

˘
pxq.

Definíció

Banach-tér szorzással: Banach-algebra. Az L1pRpq tér a konvolúcióval egy kommutatív
Banach-algebra.

Példa

Az L8pXq tér a pontonkénti szorzással egy másik Banach-algebra.
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33. Fourier-transzformált
Fourier-transzformált. L1-függvények Fourier-transzformáltja. Konvolúció Fourier-transzformáltja
a Fourier-transzformáltak szorzata. A Fourier-transzformált homomorfizmus az pL1, ˚q és pLp, ¨q
Banach-algebrák között. Inverz transzformált (bizonyítás nélkül). Véges Borel-mértékek Fourier-
transzformáltja. Fourier-Stieltjes transzformált. [Halász, 1–2. o.]

• Amikor egy polinomba vagy hatványsorba behelyettesítünk egy egységnyi komplex szá-
mot, ezt a behelyettesített szám argumentumával is felírhatjuk:

fptq “
8ÿ

n“´8

anpeitqn “
8ÿ

n“´8

aneint

vagy

fptq “
8ÿ

n“´8

anpe2πitqn “
8ÿ

n“´8

ane2πint.

Ennek folytonos kiterjesztése
ż 8

x“´8

apxqeixt dx vagy
ż 8

x“´8

apxqe2πixt dx.

Két polinom szorzata esetén előbb vehetjük a két együttható-sorozat konvolúcióját (Cauchy-
szorzatát), és utána helyettesítünk be, vagy előbb külön-külön behelyettesítünk, aztán a
helyettesítési értékeket simán összeszorozzuk: ha van egy gptq “ ř

n bnpe2πitqn függvé-
nyünk is, akkor

fptqgptq “
ˆÿ

k

akeikt

˙ˆÿ

ℓ

bℓe
iℓt

˙
“
ÿ

n

ˆ ÿ

k`ℓ“n

akbℓ

˙
eint.

• Nagyon hasonló a Fourier-sorok együtthatóképlete: ha f : R Ñ R 1 vagy 2π szerint
periodikus, akkor az n-edik Fourier együtthatója

cn “
ż 1

0

fpxqe´2πinxdx vagy cn “ 1
2π

ż 2π

0

fpxqe´inxdx.

Definíció

Egy f : R Ñ C függvény Fourier-transzformáltja az

pfpsq “
ż 8

´8

fpxqe´2πisxdx

paraméteres integrállal megadott függvény, ha ez valamilyen értelemben létezik.

A valamilyen értelem sokféle lehet:

• A klasszikus improprius integrál

• lim
KÑ8

şK

´K
fpxqe´2πixsdx (A lim is sokfélét jelenthet.)
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• határérték helyett az átlag határértéke (szummáció)

lim
KÑ8

1
K

ż K

L“0

ˆż L

´L

fpxqe´2πixsdx

˙
dL “ lim

KÑ8

ż K

´K

ˆ
1 ´ |x|

K

˙
fpxqe´2πixsdx.

• Ha az improprius integrál létezik, akkor az átlag is létezik, és ugyanannyi.

• az átlag átlag átlagának határértéke

• további szummáció változatok (átlagok más súlyfüggvényekkel, pl. haranggörbével)

• Lebesgue-integrál

Megjegyzés

Az inverz transzformált képlete

fpxq ??“
ż 8

´8

pfpsqe2πixsds.

(Ennek az értelmezésével és érvényességével még több gond van...)

Megjegyzés

Ahány ház, annyi szokás, és ugyanannyi alternatív definíció. Ha nem a Fourier-
sorok együtthatóformuláját, hanem a sorba való behelyettesítést tekintjük a Fourier-
transzformált elődjének, akkor az inverz transzformált képletében lesz a kitevőben negatív
előjel. Ha nem 1, hanem 2π szerint periodikus függvények Fourier-sorából indulunk ki,
akkor a kitevőben nincs 2π, viszont valahol osztani kell 2π-vel, vagy mindkét képletben
osztunk

?
2π-vel.

Fourier-transzformált inverz transzformáció

(a) pfpsq “
ż 8

´8

fpxqe´2πisxdx fpxq “
ż 8

´8

pfpsqe2πixsds

(b) pfpsq “
ż 8

´8

fpxqeixsdx fpxq “ 1
2π

ż 8

´8

pfpsqe´isxds

(c) pfpsq “ 1?
2π

ż 8

´8

fpxqeixsdx fpxq “ 1?
2π

ż 8

´8

pfpsqe´isxds

Az L2pRq térben az (a) és (c) is izometria, megtartják a skaláris szorzatot; ezek unitér
lineáris transzformációk.

L1-függvények Fourier-transzformáltja
Most csak a legegyszerűbb esetet nézzük, amikor a függvény az egész R-en integrálható.
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Definíció

Egy f P L1pRq függvény Fourier-transzformáltja

pfpsq “
ż

R

fpxqe´2πisxdλpxq.

Tétel

Ha f P L1pRq, akkor

(a) pfpsq “
ş
R

fpxqe´2πixsdx minden valós s-re létezik és } pf}8 ď }f}1.

(b) {cf ` dg “ c pf ` dpg (lineáris)

(c) zf ˚ g “ pf ¨ pg.

(d) pf folytonos.

(e) lim
sÑ˘8

pfpsq “ 0.

Más szóval, a Fourier-transzformált egy homomorfizmus az pL1, ˚q és pL8, ¨q kommutatív
Banach-algebrák között.

Bizonyítás. (a,b) triviális .
(c) Bármely s P R-re

zf ˚ gpsq “
ż

xPR

pf ˚ gqpxqe´2πisxdλpxq

“
ż

xPR

ˆż

yPR

fpyqgpx ´ yqdλpyq
˙

e´2πisxdλpxq

“
ż

yPR

fpyqe´2πisy

ˆż

xPR

gpx ´ yqe´2πispx´yqdλpxq
˙

dλpyq

“
ż

yPR

fpyqe´2πisy ¨ pgpsqdλpyq “ pfpsq ¨ pgpsq.

(d) Átviteli elv. Vegyünk egy tetszőleges s0 P R számot és egy hozzá konvergáló s1, s2, . . .

sorozatot. Azt kell igazolni, hogy pfpsnq Ñ pfps0q.
Legyen gnpxq “ fpxqe´2πisnx. Erre a függvényre gnpxq Ñ g0pxq pontonként, és a függvény-

sorozatot dominálja az integrálható |fpxq| függvény. A dominált konvergencia tétel miatt

pfpsnq “
ż

R

gnpxqdλpxq Ñ
ż

R

g0pxqdλpxq “ pfps0q.

(e) Vegyünk egy tetszőleges ε ą 0 számot. Ehhez létezik egy olyan g : R Ñ R szép függvény,

ani véges sok korlátos intervallumon konstans és azon kívül 0, tehát g “
nř

k“1

ck ¨ χrak,bkq, és

}f ´ g}1 ă ε
2
. Az (a)-beli triviális becslés szerint

ˇ̌ pfpsq ´ pgpsq
ˇ̌

ď }f ´ g}1 ă ε

2
.
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Bármely s ‰ 0 esetén e´2πisx egy primitív függvénye ´ 1
2πis

e´2πisx, ezért

ˇ̌
pgpsq

ˇ̌
“
ˇ̌
ˇ̌

nÿ

k“1

ż

rak,bkq

cke´2πisxdλpxq
ˇ̌
ˇ̌ ď

nÿ

k“1

|ck|
ˇ̌
ˇ̌
ż bk

ak

e´2πisxdx

ˇ̌
ˇ̌

ď
nÿ

k“1

|ck|
ˇ̌
ˇ̌
”

´ 1
2πis

e´2πsx
ıbk

ak

ˇ̌
ˇ̌ ď

nÿ

k“1

|ck| 1
π|s| “

ř |ck|
π|s| ,

ami 0-hoz tart. Ezek után legyen Kε “
ř

|ck|
ε

; erre a számra teljesül, hogy minden |s| ą Kε

esetén
ˇ̌
pgpsq

ˇ̌
ă ε

2
, és akkor

ˇ̌ pfpsq
ˇ̌

ď
ˇ̌
pgpsq

ˇ̌
`
ˇ̌ pfpsq ´ pgpsq

ˇ̌
ă ε

2
` ε

2
“ ε. l

Inverz transzformált
Az inverz transzformált képletének azt várjuk, hogy

fpxq “
ż

R

pfpsqe2πixsdλpsq,

csak ez nem feltétlenül létezik, ugyanis pfpsq nagyon lassan is tarthat 0-hoz. Ráadásul ez a képlet
is csak folytonos, 0-hoz tartó függvényeket állít elő, márpedig az f függvény nem feltétlenül
ilyen. Szerencsére az átlagolás működik.

Tétel

Ha f P L1pRq, akkor

fpxq “ lim
KÑ8

ż K

´K

ˆ
1 ´ |s|

K

˙
pfpsqe2πixsds

majdnem minden x-re (pl. az f Lebesgue-pontjaira igaz.)

A tételt itt nem bizonyítjuk; elolvashatjátok a Halász-jegyzetben [Halász, 1–5].

Következmény

Ha f P L1pRq és pf P L1pRq, akkor

fpxq “
ż

R

pfpsqe2πixsdλpsq

majdnem minden x-re.

Mértékek Fourier-transzformáltja
A Radon–Nikodym tétel miatt az integrálható függvényeket azonosíthatjuk a véges, abszolút
folytonos előjeles mértékekkel. Ha f P L1pRq, és ϑpHq “

ş
H

fdλ az f integrálásából származó
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előjeles mérték, akkor

pfpsq “
ż

R

e´2πixsfpxqdλpxq “
ż

R

e´2πixsdϑpxq.

Ezt a képletet persze kiterjeszthetjük bármilyen véges mértékre.

Definíció

• Ha ϑ véges előjeles vagy komplex Borel-mérték R-en, akkor a Fourier-
transzformáltja

pϑpsq “
ż 8

´8

e´2πixsdϑpxq.

• Ezzel ekvivalensen, ha a ϑ egy eloszlásfüggvénye F , akkor

pϑpsq “
ż 8

´8

e´2πixsdF pxq.

Az utóbbi képletet hívhatjuk az F függvény Fourier–Stieltjes transzformáltjának.

Definíció

• Ha ξ valós értékű valószínűségi változó, az eloszlása a P valószínűségi Borel-mérték,
eloszlásfüggvénye F pxq “ P pξ ă xq, akkor a ξ karakterisztikus függvénye

ϕξpsq “
ż 8

´8

eixsdP pxq “
ż 8

´8

eixsdF pxq “ Epeisξq.

• Ha ξ abszolút folytonos, akkor létezik egy f sűrűségfüggvénye, és

ϕξpsq “
ż 8

´8

fpxqeixsdλpxq.

(Félre: Ez is mutatja, hogy a Fourier-transzformált összes változatára fel kell készülnünk,
˘2π-vel és anélkül...)

A karakterisztikus függvényeknek azokban a határeloszlás-tételekben, amikor sok független
valószínűségi változót adunk össze, fontos szerepük van. Ugyanis az összeg sűrűségfüggvénye
a sűrűségfüggvények konvolúciója, és sokkal könnyebb a karakterisztikus függvényeket ponton-
ként összeszorozni vagy éppen egyetlen függvényt hatványozni, mint konvolúcióhatványokat
számolni.
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