KFT vizsgatajékoztatd és részletes tételjegyzék (sillabusz),
2024 tavasz, Analizis Major

Konzultaciok: Vizsgaidépontok:
maj. 26. vas 10-12 Teams K.G. maj. 27. hét  9- D-3-306 K.G.
jan. 6. csiit 10-12 Teams K.G. jun. 7. pén 9 D-3-306 K.G.
jun. 12, sze 10-12 Teams K.G. jun. 13. csit 9- D-3-306 K.G.
jun. 14. pén 9- D-3-306 K.G.
jun. 20. csiit 10-12 Teams K.G. jan. 21. pén 9- D-3-306 K.G.
jal. 1. hét  10-12 Teams S.I. jal. 2. kedd 9- D-3-219 S.L

Jelenléti, szobeli vizsga lesz. Nem kell kioltozni. Normélis, kényelmes, hétkdznapi
ruhaban gyertek.

A vizsgan a tételjegyzéket hasznalhatjatok, a sillabuszt nem.

A vizsgatételek koziil kettSt huztok (egy feketét és egy pirosat). Kb. 60 percetek
lesz a tételek véazlatos kidolgozasara, amit kb. 20 percben szoban elmeséltek, és
valaszoltok a vizsgaztato kérdéseire.

Egyszerre legfeljebb 4-5 vizsgazo késziilhet a teremben. A folyoson f6ldon iilés he-
lyett ebben tablazatban irjatok be, hogy ki mikor szeretne jonni:
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1_yDEqymXNtW30u8x1VFH-cXsIu8yjaboLJbncAyXwrI/

edit?usp=sharing

Az elégséges osztalyzat alsd hatara: pontosan ki kell tudni mondani a tananyagban
szerepld tételeket és definiciokat, és ezeket meg is kell érteni. Ha valamelyik részre
vagy tételre a vizsgaz6 tudésa elégtelen, pl. valamelyik alapvets tételt vagy defi-
niciot segitséggel sem tudja helyesen kimondani, akkor az egész vizsga értékelése
elégtelen.

Ha valaki mindent tokéletesen tud, annak az osztélyzata 6-os lenne, a ketts kozott
a vizsgaztatdo mérlegel.

A konzultaciokat on-line tartjuk az el6adés Teams csoportjaban, és felvessziik, hogy
vissza lehessen nézni.

&A 1. Komplex szamok

Komplex szamok. Komplex sik. A komplex sik geometriai transzformacioi. Az 1/z és az 1/Z
fliggvények. Hatarérték, folytonossag, fiiggvénysorozatok, egyenletes konvergencia. Weierstrass
M-teszt. co. Hatérérték oo-ben. Riemann-gémb.

&2 2. Komplex differencidlhatosag

Komplex differencialhatosag, geometriai jelentés. Differencialasi szabalyok. Lokalis inverz fligg-
vény differencialasi szabalya. Cauchy—Riemann egyenletek. A Z fiiggvény sehol sem differenci-

alhato. f(z) differencialhatoséaga. Holomorf és egészfiiggvények. Ha egy holomorf fliggvény valos
vagy képzetes része konstans, vagy a derivalt 0, akkor a fiiggvény konstans.


https://docs.google.com/spreadsheets/d/1_yDEqymXNtW3Ou8xlVFH-cXsIu8yjaboLJbncAyXwrI/edit?usp=sharing
https://docs.google.com/spreadsheets/d/1_yDEqymXNtW3Ou8xlVFH-cXsIu8yjaboLJbncAyXwrI/edit?usp=sharing
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3. Hatvanysorok

Hatvanysorok. Konvergenciakér. Példak véges, 0 és végtelen konvergenciasugarra. Cauchy—
Hadamard tétel. A kor belsejében a sor abszolut konvergens, kisebb korokon egyenletesen abszolit
konvergens. Tagonkénti differencialhatésag. Taylor-egyiitthato. A hatvanysor egyértelmiisége.

4. Az exp z és a komplex trigonometrikus fiiggvények

Az €%, cos z, sin z, tg 2, ctg z fiiggvények. Azonossigok: (e*)’, €7, e*T™, e* # 0. Kapcsolat e?, cos z
és sin z kozott. Periodicitas. Trigonometrikus azonossagok. Vizszintes és fliggGleges egyenesek és
savok e* szerinti képe. A trigonometrikus fiiggvények hatartarértéke, ha Im z — +oo.

5. Komplex logaritmus és hatvanyozas

A logaritmus értelmezésének problémai. A logaritmus féértéke. A logaritmusfliggvények derivala-
sa. Azonossagok. A hatvanyozéas nehézségei. Pozitiv valos alaptu hatvanyok. Azonossagok.

6. Komplex vonalintegral

Szakaszonként C! gorbék. Folytonos fiiggvény vonalintegralja szakaszonként C! gorbén létezik.
Atiras komplex értéki Riemann-integrallal. Atparaméterezés, megforditas, additivitas, linearités.
Trivialis fels6 becslés. Egyenletesen konvergens fiiggvénysorozatok és -sorok integralasa. Helyet-
tesitéses integralas. NewtonLeibniz formula. Ivhossz szerinti integral az egységkérvonalon.

7. Primitiv fliggvény csillagszeri tartomanyon

A primitiv fiiggvény létezésének kapcsolata a vonalintegral eltiinésével. Goursat-lemma. Holom-
orf fliggvény primitiv fliggényének létezése konvex és csillagszert tartoményon. Lokalis primitiv
fliggvény létezése.

8. Cauchy-alaptétel

Homoto6p gérbék. Holomorf fiiggvény vonalintegralja homotop, szakaszonként C! gérbéken ugyan-
annyi. Egyszeresen Osszefiiggs tartomany. Cauchy-alaptétel egyszeresen Osszefiiggs tartomanyra.
A primitiv fiiggvény létezése egyszeresen Gsszefiiggs tartomanyokon. Az 1/z fliggvény vonalinteg-
ralja. Gorbeindex.

9. Cauchy-integralformulak

Cauchy-formula korvonalon. A derivaltakra vonatkozo Cauchy-formula. Holomorf fiiggvény akar-
hanyszor differencialhato, és létezik lokalis primitiv fliggvénye. Morera tétele. A log f(z) holomorf
adgénak létezése egyszeresen Osszefiiggd tartomanyon.

&10 10. Holomorf fiiggvények sorozatai

&J

Weierstrass tétele holomorf fliggvények lokalisan egyenletes limeszérsl. Riemann-zeta fiiggvény
a Res > 1 félsikon. Ha lokalisan egyenletesen korlatos fiiggvények sorozata egy stird halmazon
pontonként konvergens, akkor lok. egyenletesen konvergens. Vitali-Montel tétel.

11. Hatvanysorba fejtés

Egyiitthato-formula. A Cauchy-formula, a Taylor-egyiitthato és az egyiitthatoéformula 6sszehason-
litasa. Hatvanysorba fejtés. Analitikus fiiggvény. log(1 + z) és (1 + 2)* hatvanysora.
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12. A hatvanysorba fejtés kovetkezményei

Gyoktényezdk kiemelése. Gyok multiplicitdsa. Unicitastétel. Végtelen rendben eltiing fliggvény
konstans 0. Lokalis aszimptotikus viselkedés. Maximum-elv. Schwarz-lemma.

13. Egészfiiggvények

Egyititthatobecslés. Liouville-tétel. Nem konstans egészfiiggvény értékkészlete stirtd. Kis Picard-
tétel (bizonyitas nélkiil). A polinomok jellemzése nagysagrendekkel. Bizonyitas az algebra alap-
tételére.

14. Laurent-sorok

Motivacié: izolalt szingularitdsok vizsgéalata. Laurent-polinom, Laurent-sor. Laurent-sor konver-
genciatartoménya, példak. Egyiitthatoformula. A Laurent-sor egyértelmtisége. Példa arra, hogy
azonos kozéppontu korgytirikon a Laurent-sorok lehetnek kiilonbozsk. Laurent-sorba fejtés. El-
jaras racionalis tortfiiggvény Laurent-sorba fejtésére. A ctgz fiiggvény 0 koriili Laurent-sordnak
els6 harom tagja.

15. Izolalt szingularitasok
Izolalt szingularitasok osztalyozasa. A megsziintethetd szinularitasok, polusok és lényeges szingu-
laritasok jellemzése. Az e!/? viselkedése a 0 kozelében. Casorati-Weierstrass tétel. Nagy Picard
tétel (bizonyitéas nélkiil).

16. A reziduumtétel

Reziduum véges szingularités koriil. Reziduumtétel (nullhomotop gorbére). Modszerek a reziduum

kiszamitasara. Az % alaki tortek reziduuma, ha g-nek egyszeres gyoke van. Példak.

17. A reziduumtétel alkalmazasai

> cosw > sinz
A reziduumtétel alkalmazésai improprius integralok kiszamitasara: / ﬁdx, / dz,
o T 0 €

> d
/ YA mctg(mz) fuggvény viselkedése. f(z) - mctg(mz) alaku fliggvények reziduumainak
0

e+ 1
Osszege. g f(n) alaka osszegek kiszamitasa. g — kiszamitasa. Valtozatok a — () és a
n sin(mz
n=-—oo n=1
fliggvényekkel °°§ & kiszamitasa
cos(mz) ' = (2k + 1)3 '

18. Argumentum-elv

Meromorf fiiggvények. Logaritmikus derivalt. Szorzat és hanyados logaritmikus derivaltja. A
logaritmikus derivalt polusai és reziduumai. Argumentum-elv szakaszonként C' hatart Jordan-
tartomanyra. Az argumentum-elv Kiterjesztései fiiggvények Osszegzésére, egyenletek megoldasara.

19. A Rouché-tétel és alkalmazasai

Rouché-tétel. Az algebra alaptételének bizonyitasa a Rouché-tételbol. Lokalis értékeloszlas. A
nyilt leképezés tétele. Lokalis inverz létezésének feltétele. A lokalis inverzfiiggvény folytonossaga
és differencialhatosaga.



07 20. Linearis tortfiiggvények

Linearis tortfliggvények. Reprezentacié matrixszorzassal. Harom pont képe egyértelmtien megha-
tarozza a lineéris tortfiiggvényt. Komplex kett&sviszony. Kett&sviszonytartas, kortartas, szogtar-
tés, szimmetriatartas. Az L. stknegyed megfeleltetése a fels§ fékornek lineaaris tortfiiggvénnyel.

U8 21. Az egységkorlemez konform automorfizmusai

Konform megfeleltetések. Az egységkér 0-t fixen hagyé automorfizmusai a forgatasok. A =

alaku linearis tortfliggvények. Az egységkorlemez konform automorfizmusai. A korlemezek és
félsikok konform ekvivalensek, és kozottiik minden konform megfeleltetés linearis tortfiiggvény.
A korlemezek és félsikok kozotti konform megfeleltetéseket egyértelmiien meghatarozza hérom
hatarpont képe (megfelels koriiljarassal), vagy egy belss és egy bels6 pont képe, vagy egy belss
pont képe és ott a derivalt argumentuma.

09 22. Riemann-alaptétel I.

Riemann-alaptétel (csak kimondani). Barmely két, a teljes siktol kiillonb6z6, egyszeresen osszeflig-
g6 tartoméany konform ekvivalens. A teljes sik nem konform ekvivalens az egységkorlemezzel. Az
egyértelmiiség bizonyitasa. Hurwitz-tétel. Injektiv fliggvények lokalisan egyenletes limesze.

010 23. Riemann-alaptétel II.

Segédtételek (csak kimondani): a logaritmus és hatvanyfiiggvények létezése, Weierstrass-tétel,
Vitali-Montel tétel, Hurwitz-tétel, injektiv fliggvények limesze. A konform megfeleltetés létezésé-
nek bizonyitasa.

OJ  24. A tiikrozési elv

Caratheodory tétele, kiterjesztések (bizonyitas nélkiil). Tiikrozési elv. Tiikrozés egyenes szaka-
szokra és korivekre. Bizonyitas a kis Picard-tételre.

“Q 25. Harmonikus fiiggvények

Ho- és hullam-egyenlet. Laplace-operator, harmonikus fiiggvények. Laplace-egyenlet. Két-dimenzioban
azonositas komplex valtozos fliggvényekkel. Egyszeresen Gsszefiiggs tartomanyon egy fliggvény ak-

kor és csak akkor harmonikus, ha egy holomorf fiiggvény valds része. Nem egyszeresen Osszefiiggs
tartomanyon egy fliggvény akkor és csak akkor harmonikus, ha lokilisan egy holomorf fiiggvény
valos része. Példak. Kozépérték-tulajdonsag. A kozépérték-tulajdonsag megforditasa (bizonyitas
nélkil). Maximum- és minimum-elv.

OK 26. Poisson-formula

A Poisson-formula levezetése a kézéprték-tulajdonsagbol. A Poisson-magfiiggvény kiilonbozd alak-
jai és alaptulajdonsigai. Adott harmonikus wu(z) fliggvényhez olyan holomorf fiiggvény felira-
sa integral alakban, amelynek valos része u. A Poisson-formula kozvetlen levezetése a Cauchy-
formulabol.
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