1. Komplex szamok

Komplex szdmok. Komplex sik. A komplex sik geometriai transzforméciéi. Ha-
tértérték és folytonossdg. Riemann-gomb. Végtelen hatarérték és hatarérték oo-
ben.

Ismétlés
Ezeket mind tudjuk algebraboél, geometriabol, esetleg kozépiskolai versenyekrol:

o A komplex szamokat ugy kapjuk, hogy a valds szamok algebrai testét bo-
vitjiik i-vel, ami az 2% = —1 egyenlet gyoke, vagyis C = R(i).

o A z komplex szam algebrai alakja z = x + yi, ahol x,y € R.

o x = Rez a z valos része;

oy=Imza z képzetes része.

o Alternativ jelolések: x = Rz ésy = S 2.

o Figyeljik meg, hogy az i nem része a képzetes résznek; a képzetes rész

is egy valés szam. Példaul Re(2 + 3i) = 2, Im(2 + 3i) = 3.

o A két valds koordindta miatt a komplex szdmokat a stk (R?) pontjaival (vek-
toraival) azonositjuk: az x +yi komplex szam az (z,y) pontnak (vektornak)
felel meg.

o Az z,y betiiket szeretjiitk fenntartani a valos és képzetes résznek. KEzért
komplex szamok jelolésére inkdbb mas bettiket fogunk hasznalni: leggyak-
rabban a z-t, de eléfordul w, ¢ (zéta), w (omega), s is.

o |z| = V2% +y? a z abszolit értéke vagy hossza; |2* = 2Z.
o Az 6sszeadds és a kivonds ugyanaz, mint R%-beli (sik)vektoroknéal:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i, (a+bi)—(c+di)= (a—c)+ (b—Ad)i.

o Szorzés: a zardjeleket felbontva, és beirva, hogy i = —1,

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

o Z=2x—yiaz komplex konjugadltja.

o Osztas: ha az algebrai alakkal szamolunk, akkor érdemes a nevezd konju-
galtjaval boviteni:

a+bi (a+bi)(c—di) ac+bd be—ad,

c+di (crdie—di) 1@ @+

o Ezekkel a miiveletekkel a komplex szamok algebrai testet alkotnak.

o 2z # 0 komplex szam trigonometrikus (poldrkoordinatds) alakja z = r(cos p+
isinp), ahol r = |z|, ¢ = arg z a z argumentuma.



e Az argumentum csak modulo 27 egyértelmii; gy is mondhatjuk, hogy a
(R, +)/27Z faktorcsoportnak eleme.

o A trigonometrikus alakkal szép a szorzas, az osztas, az egész kitevés hat-
vanyozas és a gyokvonas. Ha z; = r1(cosp; + isiny) és 2o = ry(cos gy +
isin ¢y), akkor

0 2121 = r2r2(008(<p1 + 9) + isin(p1 + 902)), tehat az abszolut értékek
Osszeszorzddnak és az argumentumok Osszeadodnak: |z1ze| = |21] - | 22|
és arg(z129) = arg z; + arg zo (mod 27);

2T .

o =2 (cos(p1 — o) +isin(pr — ¢a)),
Z2 T2

Al lal és arg - arg z; — arg zo (mod 27);
|22| Z9
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o (r(cosp +ising))" = r"(cosny + isinnep)

o Az r(cosp + isin ) szdmnak n darab n-edik gyoke van:

+k-2m + k-2
{‘/?(cosgp + zsmgo>
n n
Hasonlésagi transzformaciok
e a ‘ z+b
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e z— z+ b: eltolas a b vektorral
o 2z +— Z: tlkrozés a valos tengelyre
o 2z +— —z: kozéppontos tiikrozés a 0-ra

e 2z — a -z (valamilyen rogzitett a # 0 komplex szdmmal): forgatva nyujtés
a 0 kortl; a nagyitds ardnya |a|, a forgatds irdnyitott szoge arg a.

o ilyenek kombinacidiként a kovetkezo fiiggvényeket kapjuk meg:

oz a-z+b (az Osszes irdnyitastarté hasonlésagi transzformacio)

o z+> a-Z+ b (az 6sszes irdnyitdsvalté hasonldosdgi transzformacio)

Irjuk fel képlettel a képzetes tengelyre valé titkrozést.




1. megoldas: A képzetes tengelyt a valés tengelyre forgatjuk, titkroziink,

visszaforgatunk:
forgatas tikrozés visszaforgatas
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z > =iz o> =iz > i (—i2) = —Z

2. megoldas: A tengelyes tiikkrozés egy iranyitasvaltdo hasonlosag is, ezért a
képletet f(z) = az + b alakban keressiik. Két pont képe meghatéarozza a, b-t.
Pl f(0) =0, f(1) = —1. Megoldva a = —1, b = 0, tehat f(z) = —z.



Hatarérték és folytonossag

A tavolsag, pontok kornyezetei, nyilt és zart halmazok, kompaktsag, ponthal-
mazok Osszefiigglsége, szamsorozatok és szamsorok konvergencdja, fliggvények
(véges pontban vett véges) hatérértéke, fiiggvények folytonossiga és egyenle-
tes folytonossaga, fiiggvénysorozatok és fiiggvénysorok pontonkénti és egyenletes
konvergenciija, és ezek alapvetd tulajdonsidgai pontosan ugyanazok, mint az R?
euklideszi sikon. FEzekhez a fogalmakhoz ugyanis nincs sziikség a komplex sza-
mok szorzasara, csak vektorok osszeadasara és abszolut értékére. A tobbvaltozds
analizisben tanult definiciok, tételek és bizonyitasok valtoztatas nélkiil atirhatok

komplex valtozés, komplex értékii fliggvényekre.

Definicio

2o kozéppontt nyilt gomb: B(zg,17) = {z€ C: |z — 2| <1}
2o kézéppontt zdrt gimb: B(zg,r) = {2 € C: |z — 2| < 7}
egységkor: D = B(0,1) = {z e C: |z| < 1}

zdrt egységkor: D = B(0,1) = {ze C: |z| < 1}
eqységkorvonal: {z € C : |z| = 1}

a D < C halmaz nyilt, ha minden zy € D hez van olyan ¢ > 0, melyre
B(z9,0) € D

a D < C halmaz zdrt, ha komplementere nyilt.
a D < C nyilt halmaz dsszefiiggd, ha

o D barmely két pontja 6sszekotheté D-ben torottvonallal;

o D nem bonthaté fel két nemiires, diszjunkt nyilt halmaz uni-
Ojara, vagyis tetszoleges G, G5 diszjunkt nyilt halmazokra, ha
D = G1 U Gy, akkor G; = J vagy Gy = (.

tartomdny: nemiires, Osszefiiggd, nyilt része C-nek

(egyvdltozds) komplex fiigguény: C egy részhalmazérol képez C-be




Egyenletes konvergencia

Sziikségiink lesz a fliggvénysorozatok és fliggvénysorok egyenletes konvergencia-

jara. Ez a definicié pontosan ugyanaz, mint valds fiiggvények esetében.
Erdemes kimondani a fiiggvénysorok egyenletes konvergencigjira vonatkozd

Weierstrass-kritériumot, ezt tobbszor fogjuk hasznalni komplex fiiggvénysorokra:

Tétel (Weierstrass-kritérium, Weierstrass M-teszt)

Tegyiik fel, hogy

o A tetsz6leges halmaz, és fo(z), f1(z2),... A — C figgvények egy soro-
zata;

o My, My, ... nemnegativ valos szamokbdl all6 sorozat, amelyre barmely

o0
n € Nés z € A esetén |fn(z)| < M, vagyis a Y, fn(z) fiiggvénysornak
n=0

o0
az Y, M, sor egyenletes majoransa;
n=0

o0
e > M, konvergens (véges).
n=0

o0

Ekkor a )] f.(z) fuggvénysor abszolit és egyenletesen konvergens az A
n=0

halmazon.




Riemann-gomb; végtelen hatarértékek

A valés szamegyenessel és a projektiv sikkal ellentétben nem definialunk a kiilon-
b6z6 irdnyokhoz kiilonbozo végtelen tavoli pontokat; nem lesz kiilon +o0, —oo,
100. Ehelyett egyetlen, kozos végtelen tavoli ponttal egészitjiik ki a komplex sikot,
a pont neve természetesen oo lesz.

A oo-nel kiegészitett komplex sikot azonosithatjuk a gémbfeliilettel egy jol
ismert térbeli vetités, a sztereografikus projekcio segitségével. Az alabbi abran a
f5ldgombét az Eszaki-sarkbdl vetitjitk a Déli-sarkon &t fektetett érintésikra. Ha
a gomb atmérojét egységnyinek valasztjuk, akkor az egyenlité pontjait éppen az
egységnyi abszolit értékli komplex szamoknak feleltetjiikk meg.

Ugyanezt a megfeleltetést kapjuk, ha a gomb sugara egységnyi, és az egyenlit6
sikjara vetitiink (a kétféle vetités kozott egy egyszerti kézéppontos nagyitis a
kapcsolat):

' Re

Az Eszaki-sarkot nem feleltettikk meg egyetlen komplex szdmnak sem; az
Eszaki-sark felel meg a végtelennek. Minél nagyobb abszolit érték(i komplex
szamot vetitiink vissza gombre, a vetito egyenes annal kisebb szoget zar be a
sikkal; a hataresetekben, amikor gy képzeljiik el, hogy a vetitett komplex szam
valamilyen iranyban "kimegy a végtelenbe', a vetito egyenes érinti a gombot az
Eszaki-sarkban.

Az ilyen médon, a komplex szamokkal és a co-nel megszamozott gémbfeliilet
a Riemann-gomb.

A végtelen kornyezetei

Ha az Eszaki-sark egy kornyezetét (gombstiveget) vetitjiik a sikra, egy kor kiilsejét
kapjuk. Ezért a co gombi kornyezetei az {z : |z| > r} alakd halmazok.



A oo-nek nincs elGjele vagy irdnya, z — o és |z| — o0 ugyanazt jelenti. Ezért
semmi akadélya, hogy az 1/0 alakt hatarértékeket is értelmezziik.

. % = 0. (Valésban két kiilonbozé féloldali hatarérték lenne.)

o lim f(2) = a akkor és csak akkor, ha lil’% f&)=a

o lim f(z) = o0 akkor és csak akkor, ha lim - = 0 sth.

z—a z—a [(2)
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