2. Komplex differencialhatésag

Komplex differencidlhatésag, geometriai jelentés. Differencidldsi szabélyok. Az
inverzfiiggvény differencidlési szabalya.

Cauchy—-Riemann-egyenletek.

Holomorf fiiggvény és egészfiiggvény fogalma.

« /e

Definicio

Tegytik fel, hogy f(z) komplex fiiggvény, a € int D(f).

Az f(z) fuggvény differencidlhaté az a € C pontban, ha lim Jz) = fla)
)
létezik és véges; a jele f'(a).

A szokasos ekvivalens atirdsok, amikor az a pont kozelében az f(z) fligg-
vényt egy linearis fiiggvénnyel kozelitjiik:

i [ = @) - F(@) (=)

z—a |z — al

f(z) = fla)+ f'(a) - (z—a) +e(z) - (z —a) vagy
f(z) = f(a) + f'(a) - (z—a) + () - |z — al,

ahol lim ¢ = 0, illetve £(z) folytonos a-ban és £(a) = 0.

z—a

Erdemes elgonodolkodni az 4tfogalmazésok geometriai jelentésén. Ha az f’ (a)
derivélt érték nem 0, akkor az z — f’(a) - z transzformdci6 egy forgatva nyuj-
tas. A z — f(a) + f'(a)(z — a) lineéris fliggvény egy irdnyitdstarté hasonlosigi
transzformécié. Ez az a pont egy kis kornyezetét az f(a) pont egy kérnyezébe
képezi; az a kozépponti kéroket f(a) kézeptl korokbe, az a-n dtmend gorbéket
f(a)-n d&tmené gorbékbe képezi, és megtartja a gorbék szogét is.

f’(a) (2 — az +§(z) lz— aJ

v

~
forgatva nyujtds hibatag (zaj)

Az f(a) + f'(a) - (z — a) linedris figgvény persze csak kozeliti az f(z)-t, de
mivel £(z) az a pontban 0-hoz tart, a kozelités egyre pontosabb lesz, a hibatag
még |z — al-val osztva is 0-hoz tart. Ezért, tovdbbra is feltéve, hogy f'(a) # 0,

 az a pontban szogtart6 (a szogek irdnyitasat is megtartja);



o az a kozept kicsi korok képe kozelitoleg ardnyosan kicsi korok. (Arra nincs
garancia, hogy a kor képe folytonos gorbe, csak ha azt is feltételezziik, hogy
a fiiggvényiink az a pont egy kornyezetében folytonos.)

Ha f’(a) = 0, akkor a linearis kozelitésiink egy konstans fliggvény, és egyelore
semmit sem tudunk mondani arrél, hogy mi torténik a szogekkel, vagy milyenek
a kicsi korok képei azon kiviil, hogy kicsik.



Differencialasi szabalyok

Az egyvaltozos valds fiiggvények differencialasi szabalyai és ezek bizonyitasai val-
toztatas nélkiil atirhatok komplex fliggvényekre.

Ha f differencialhat6 az a pontban, akkor f folytonos a-ban.

Tétel (differencialasi szabalyok)

e (¢))=0,(2) =1, (") =nz""1.

o Ha f differencidlhat6 a-ban, akkor c - f is differencidlhaté a-ban, és

(c-f)(a) = c- fi(a).

o Ha f és g differencialhaté a-ban, akkor f + g is differencidlhaté a-ban,
és

(f +9)(a) = f(a) + ¢'(a).

o Ha f és g differencialhaté a-ban, akkor f - g is differencialhaté a-ban,
és

(f - 9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a).

« Ha f és g differencidlhaté a-ban, és g(a) # 0, akkor S is differencial-
g
hato a-ban, és

(i)@ (@) - g(@) = f(a) -/(a)

9

» Ha g(2) differencialhat6 a-ban, és f(w) differencidlhaté a g(a) pont-
ban, akkor f o g is differencialhatoé a-ban, és

(fog)(a) = f(g(a)) - ¢'(a).

A bizonyitas betiirél betiire ugyanaz, mint valésban.

A lokalis inverz fiiggvény differencidlasanal is miikodik a tobbvaltozos anali-
zisbol tanult szabaly atirdsa.



Tétel (lokalis inverzfiiggvény differenciilasi szabalya)

o Tegyiik fel, hogy az f(z) és g(w) fuggvények egymas lokdlis inverzei
az a és b pontok koriil, vagyis
— fla) = bés g(b) = a
— f(2) értelmes egy A < C halmazon, amelynek a bels§ pontja,

illetve g(w) értelmes egy B < C halmazon, amelynek b belsé
pontja,

— f(A) = Bés g(B) = Ay az fla: A—> Béyglp: B—- A
fiiggvények bijekciok A és B kozott, amelyek egymas inverzei;

o f(z) differencidlhaté a-ban, és f'(a) # 0;

e g(w) folytonos b-ben.

Ekkor ¢ differencidlhat6 b-ben, és ¢'(b) =

f'(a)

. J

Bizonyitas. A differencialhatosag definicidja szerint

L fE) = fa)

zma oz —q

ezért az a egy kis pontozott kornyezetében f(z) # f(a).
Vizsgaljuk meg, mi torténik, ha a w ponttal b-hez tartunk, mikozben z = g(w).
Mivel g folytonos b-ben, z = g(w) — ¢(b) = a.
Mivel f|a és g|p egymaés inverzei, f(z) = f(g(w)) =w — b= f(a).
Végil,
g(w) —g(b) z—a 1

w—b ) -fla)  fla)

og(w) ) 1
W Wb fla)

A differencidlasi szabaly persze nem mond semmit arrél, hogy milyen f(z)
esetén létezik ilyen lokélis inverz fliggvény. Ha az f(z) differencidlhatésagat csak
egyetlen pontban tételezziik fel, akkor a lokélis inverz nem feltétlentil 1étezik.

Lehetséges a tobbvaltozos valos analizisbol kedves inverzfiiggvénytételt atiil-
tetni komplex valtozos, komplex értéki fiiggvényekre; ebben az esetben azt kell
kikotniink, hogy az f(z) differencidlhat6é az a pont egy kornyezetében, az f'(z)
derivaltfiiggvény folytonos az a pontban, és f’(a) # 0.

Késobb latni fogjuk, hogy a derivaltfiiggvény folytonossagat nem sziikséges
kikotni, és a lokalis inverz létezését is igazolni fogjuk, a tobbvaltozos valosnal
sokkal elegansabb eszkozokkel.

tehat




Cauchy—Riemann egyenletek

Vizsgaljuk meg, mi a komplex differencialhatésag definicidja, ha a fiiggvényt két-
valtozds, R2-be képezd fiiggvénynek tekintjiik. Legyen tehat f(z) komplex fiigg-
vény, ami értelmes a 2y = a + bi pont egy kornyezetében. Az f valés és képzetes
részét egy-egy kétvaltozos valos értéki fliggvénynek is tekinthetjik; a z valtozot
x + yi alapban fogjuk kifejezni a valds és a képzetes résszel:

Re f(z +yi) = u(x,y), Imf(x+yi)=ov(z,y).

Ha az zy ponton at fektetett vizszintes egyenesen tartunk zp-hoz, akkor rog-
zitjik y = b-t, és az = koordinataval tartunk a-hoz. Feltéve, hogy u és v is
parcialisan differencidlhato,

o) =t LE V) = flat b)) (@) + o, b)i) — (u(a,b) + v(a,b)i)
O ana (z4bi)— (a+bi) aa T—a
i (u(x,bi:z(a,b) . v(x,b; - Z(a, b)i> _ gz(a,b) N Zz«(“’b) "

0 0
vagyis f’(zo) valos és képzetes része —u(a, b), illetve —v(a, b).
Ha fiiggoleges iranybdl tartunk zp-hoz, akkor x = a-t rogzitjik, és y-nal tar-
tunk b-hez, akkor azt kapjuk, hogy

fla+yi) — f(a+ bi) (u(a,y) +v(a,y)i) — (u(a,b) + v(a,b)i)

P = I ) — v b)) o (y — b)i
o (ey) —u(wd) 1 ey —e@h)Y _ du
—}Jlg})( b -+ — = &y(a,b) z+ay(a,b),

0
ebbél meg azt olvashatjuk le, hogy f'(zo) valds és képzetes része a—v(a, b), illetve
Y

0
——u(a, b). A kétféle eredmény osszehasonlitdasabdl kapjuk a komplex differenci-

dy

alhatosag feltételét. amit pontosabb szamolassal be is bizonyitunk:

Tétel (Cauchy-Riemann differencidlegyenletek)

Legyen f(x + yi) = u(z,y) + v(z,y)i (Az u,v figgvények valos valtozdsak
és valds értékiiek).

Az f akkor és csak akkor differencialhaté az a + bi pontban, ha u és v valos
értelemben differencidlhaté az (a,b) pontban,

ou ov ou ov

7(0” b) = 7(a7b) és 7(@,5) = —%

oz oy oy (a,)

u
avagy, az ( ) leképezés Jacobi-méatrixa az (a,b) pontban
v

<c —d> (COS @ —sin gp)
=R-(

d c singp  cosp

alaku.

Bizonyitas. Elég a = b = 0-ra bizonyitani. (r = /2?2 +y? c¢,d € R).
Ezek ekvivalensek:




« J(0) = = R(cosp +isin )

o fz+ y@) = (c+ di)(z + yi) + o(r)

o (u(z,y) + v(z,y)i ) (u(0,0)) + v(0,0)i) = (cx — dy) + (dz + cy)i + o(r)

o u(z,y) —u(0,0) = cx —dy +o(r) b w(z,y) —v(0,0) = dx + cy + ofr)
ou ov

o u és v diffhaté (0,0) pontban, ¢ = %(0,0) = a—y(0,0) és d =
ou ov
_@(070) - %(070) []

Hol differencidlhaté az f(z) = z fuggvény?

1. megoldas:

lim = lim
) z>a z —q
vagy,
z = a+r(cos p+isinp)-vel f(z) = J{a) = rlcosp —i s%n %) = oS 2¢ + 1 8in 2¢

z—a r(cos p + isin p)

a hossza egységnyi, az iranya 2¢, barmi lehet. Nincs hatarérték; z sehol sem
differencialhato. ]
2. megoldas: FEllencrizziik a Cauchy-Riemann egyenleteket. Mivel x + y1 =
T — yZa
u(z,y) =z és v(x,y) = —v.
Azt lathatjuk, hogy
ou L ov

= Yo 4
ox > oy ’

ezek sehol sem egyeznek meg. Tehat, az elsé Cauchy—Riemann egyenlet sehol sem
teljesiil, a Z fiiggvény sehol sem differencialhato. O

Vegyiik észre, hogy Zz szog- és kortartd, de nem iranyitastartd, hanem iranyi-
tasvalto.

Megjegyzés

Két tikrozés egytitt éppen visszaforditja az iranyitast:
Ha az f(z) fiiggvény differencidlhaté az a pontban, akkor a

g(w) = f(w)

figgvény differencidlhaté az @ pontban és ¢'(a) = f'(a).

Bizonyitas.
p 90 —9@ _ TG @) _ (f(z) - f(a)) i T =@ _ 5
woa W —a Z—a zZ—a Z—a zZ—a Z—a zZ—a

[




Holomorf fiiggvények

A komplex differencialhatosag nem til hasznos egyetlen pont esetén, de teljesen
mas lesz a helyzet, ha a fiiggvénytink egy nyilt halmazon differencialhaté.

Definicié (holomorf tulajdonsag)

f(2) az a pontban holomorf, vagy reguldris, ha az a pont egy kérnye-
zetében differencialhato.

f(2) a D tartomanyon holomorf, vagy reguldris, ha D minden pont-
jaban differencialhaté.

f(2) egészfiigguény, ha az egész sikon holomorf.

e A holomorf D — C fiiggvények rendszerét (vektorterét, gytiriijét)
O(D)-vel fogjuk jelolni.

Tegyiik fel, hogy f holomorf a D tartomanyon.

(a) f'=0, akkor f konstans.

(b) Ha Re f vagy Im f konstans, akkor f konstans.

Bizonyitas. Legyen f(z + yi) = u(z,y) + v(x,y)i, ekkor a Cauchy—Riemann
egyenletek szerint

f(a +yi) = us(@,y) — uy(z,y)i = vy (2, y) + va(, y)i.

(a) Ha f" = 0, akkor u, = u, = v, = v, = 0, ezért u és v minden vizszintes és
minden fliggoleges szakaszon konstans. A D tartomany Osszzefiiggd nyilt hamaz,
ezért barmely két pontja 0sszekotheto olyan torottvonallal, amely csak vizszintes
és fiiggoleges szakaszokkal; ezért u, v és f is ugyanazt az értéket veszi fel a
torottvonal két végpontjaban.

(b) Ha Re f = u konstans, akkor u, = u, = 0, és a Cauchy-Riemann egyen-
letek miatt v, = v, = 0; a bizonyitast ugyantgy fejezhetjiik be, mint az (a)
részben.

Ugyanez torténik, ha Im f = v konstans. ]

Ennek a tételnek specialis esete, hogy a konstans fliggvények kivételével nincs
olyan holomorf fiiggvény, amely csak valds, vagy csak tisztan képzetes értékeket
venne fel.

Legyen u(z,y) = e® cosy. Irjuk fel az 6sszes olyan v(z,y) fiiggvényt, amely-
re
x +yi— u(x,y) + v(x,y)i

egészfiiggvény.

\

\

Megoldas: A Cauchy-Riemann egyenletekbdl

Uy = —U, = € siny, vy = uy = € cosy.



Legyen C' = v(0,0).
v(@,y) = v(0,0) + (v(x,0) = 0(0,0)) + (v(w,y) — v(x,0)) =
x Yy x Y
= C+J vx(g,O)dé—FJ vy(z,¢)d¢ = C+J Od§+J e®cos(d( = C + e"siny.
0

0 0 0

Még nem vagyunk készen; ellenorizni kell, hogy ezekre a fliggvényekre tényleg
teljestilnek a Cauchy-Riemann egyenletek:

Uy = Vy = € COSY, —Uy =1, =e"siny. O



Grafikak komplex fiiggvényekkel

Ezek a miialkotasok a Leideni egyetemen talalhatok.

._ 7 S
Van Gogh Mez6 c. képével és a tiilorképeivel kicsempézték a sikot, és alkalmaztik ra a

Riemann-zeta fiiggvényt.
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann



https://www.kunst-fuer-alle.de/english/fine-art/artist/image/vincent-van-gogh/26/1/539041/field/index.htm
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/vis/goghriemann

W

Ugyanaz, mint az el6z6, csak Rembrant éjjeli orjarat c. képével és a j-fiiggvénnyel.
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

Ahol a fiiggvény derivaltja nem nulla, ott a kis részletek képe nagyjabdl ha-
sonl6 az eredetihez, a hasonlésag jol felismerheto.
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https://en.wikipedia.org/wiki/The_Night_Watch
https://mathworld.wolfram.com/j-Function.html
https://pub.math.leidenuniv.nl/~smitbde/im/nwdb-cropped-j.png

Holomorf fiiggvények abrazolasa térképekkel

A sikba vetitett f6ldgdmbdot holomorf fiiggvények abrazolasara is hasznalhatjuk.
A szokésos, Eszaki-sarkbol valé vetitésnek hatranya, hogy megforditja az irdnyi-
tast, ezért vetitsiink inkabb a Déli-sarkbol. Ennek a vetitésnek elonye, hogy nem
csak szog- és kortartd, hanem iranyitastartoé is.

sztereografikus vetiilet a Déli-sarkbol

Egy f(z) figgvény "képét" ugy készithetjik el, hogy minden egyes, a képen
szerepl6 z ponthoz leolvassuk az f(z) pont szinét a sikba vetitett f6ldgémbon.

Példa (Az 2* fiiggvény)

o lim f(z) = o (Déli-sark)

zZ—00

 f(0) = 0 (Eszaki-sark)

o f'(0) = 0, ott nem szogtartd
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Példa (Az 2° fiiggvény)

o lim f(2) = o (Déli-sark)

zZ—00
« £(0) = 0 (Eszaki-sark)

e f(0) =0, ott nem szogtarto

J

Példaul a w(z) = 1 (z+ 1) fiiggvény, az ugynevezett Zsukovszkij-fiigguény képe
a kovetkezo:

k

A 0-ban a fiiggvény (hatar)értéke oo, ezért lathatjuk a 0 kortil az Antarktiszt.
A +i pontokban a fiiggvény értéke 0 (Eszaki-sark).

A +1 pontokban w(£1) = £1 és w'(£1) = 0. Ezekben a pontokban a figg-
vény nem is szogtartd: a sztereografikus vetiileten a +1 pontokban négy derék-
szOgl tartomany taldlkozik, a fiiggvény képén pedig nyolc, 45°-0s.
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