3. Hatvanysorok

Hatvanysor konvergencidja. Differencidlhatésdg. Cauchy-Hadamard tétel. Taylor-
egyiitthatd, egyértelmiiség. Analitikus fiiggvények.

Eddig nem sok példat lattunk holomorf fiigvényre. A differencidlasi szaba-
lyokbol annyit lathatunk, hogy a polinomok és racionalis tort fliggvények holom-
orfak, de hianyoznak a valds analizisbol ismert épitokovek: nem egész kitevos
hatvanyozas, exponencidlis és logaritmusfiiggvények, trigonometrikus fiiggvények
és inverzeik. Ezeknek egy részét egy-egy komplex hatvanysor segitségével fogjuk
definidlni, de ehhez el6bb levezetjiik a komplex hatvanysorok alapveto tulajdon-
sagait.

Definicié (c koriili hatvanysor)

o0
an(z—c)" =ag+ai(z—c) +az(z—c)’>+... (c,a,€C; 0°=1)

n=0

A kézéppontban sziikségiink van a 0° hatvdnyra; ezt 1-nek definidljuk.
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A komplex hatvanysorok esetében mindig a legegyszertibb, pontonkénti kon-
vergenciat fogjuk hasznalni, de meg fogjuk kiillonboztetni azokat az eseteket, ami-
kor a sor abszolut konvergens, vagy valamilyen halmazon egyenletesen is konver-
gens.

Példak

Q0 Zn
. > — az egész sikon konvergens
n=1"N

o0
e > n"(z—2)" csak a z = 2 pontban konvergens
n=1

0
o > 2" az egységkor belsejében konvergens, a korvonalon és kivil di-
%E?gens
© (z+1)"
o« D5
n=1 n

viil divergens

0
. 2
n=1

a —1 kozéppontu zart egységkorlemezen konvergens, ki-

Zn 7’ 7/ .. . 7’
— a zart egységkorlemezen konvergens, kivéve a z = 1 pontot
n

Az utolsé példa nem trividlis. A z = 1 esetben a sor a jol ismert harmonikus
sor, amelynek Osszege 0. A z = —1 esetben az 1 — % + % — i + — ... konvergens
Leibniz sort kapjuk. Az egységkorvonal tobbi pontjaban az Abel-atrendezés nevii
technikéval bizonyithatjuk, hogy a sor konvergens.

A fenti példakban a konvergenciahalmaz vagy valamilyen korlemez, vagy egyet-
len pont, vagy a teljes sik. Ezeket is tekinthetjiik elfajulé korlemeznek, amelynek
sugara 0, illetve co. Ezzel a kiegészitéssel altalaban is igaz, hogy a konvergencia-
halmaz egy korlemez.



0
e A Z a,(z — ¢)" hatvanysor konvergenciahalmaza egy ¢ kozépponti

n=0
korlemez, a sugarat hivjuk a sor konvergenciasugaranak. A konver-

genciasugar lehet 0 és oo is.

o A korlemez belsejében a sor abszolit konvergens, kiilsejében diver-
gens; a hataron sokféle eset elofordulhat.

o Barmilyen, kisebb sugart koérlemezen a sor egyenletesen konvergens.

Megjegyzés. Az abszolut konvergens sorokat szeretjiik, mert mindenféle ma-
chindaciot szabadon elkovethetiink, az egyenletes konvergencia pedig jol jon majd,
amikor integralni akarunk.

Bizonyitas. Legyen

a0
K = {ze C: Z an(z — )" konvergens} és R = sup (\z—c] Lz € K}.

n=0

A definici6 szerint K < B(c, R), ezért a B(c, R) koron kiviil a hatvanysor diver-
gens.

Vegiink most egy r < R szdmot; azt akarjuk igazolni, hogy a B(c,r) korle-
mezen a sor egyenletesen abszolit konvergens; ehhez a Weierstrass-kritétiumot
fogjuk hasznalni.

Mivel r < R, van olyan zo € K szdm amelyre |z — zy| > r. Ebben a pontban
a hatvanysor konvergens, ezért a tagjai 0-hoz tartanak. Ebbdl csak arra lesz
sziikségiink, hogy az a,z] sorozat koratos; van egy olyan M > 0 szdm, amelyre
barmely n esetén |a, 2| < M.

Ezek utan barmely z € B(c,r) szamra és n indexre

|an(z = )" < |an|r™ = |an(zo — )] - ( L ) < M- ( 4 ) :

|20 — ¢ |20 — ¢

n
_ r
A hatvénysort a B(c, r) halmazon egyenletesen majoralja a > M - (, ’>
zZop — C
sor. Ez a sor egy mértani sor, a hanyadosa 1-nél kisebb, tehdt konvergens. A
Weierstrass-kritérium szerint tehét a hatvanysor az B(c, r) halmazon egyenletesen
konvergens.
Az R-nél kisebb sugart kérlemezek uni6jaként az egész B(c, R) nyilt korlemez

el6all, tehat a kor belseében a hatvanysor pontonként konvergens.

A konvergenciasuarat kifejezhetjiik az egyutthaték abszolut értékeivel.



Tétel (Cauchy-Hadamard tétel)

°)
A Z an(z — ¢)" hatvanysor konvergenciasugara

n=0

R 1
lim sup ¥/]an,|

Ha a limsup értéke 0, akkor a konvergenciasugar végtelen, tehat a sor az
egész sikon konvergens.

Ha a lim sup értéke végtelen, akkor a konvergenciasugar 0, tehat a sor csak
a kozéppontban konvergens.
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Bizonyitas. Elég ¢ = O-ra.

(a) Ha z az R sugari korlemez kiilsejében van, vagyis
|z| > R, akkor limsup {/|a,| > ﬁ Emiatt végtelen sok

. n 1 .
olyan n index van, amelyre {/|a,| > o Az ilyen n-ekre

/\an| - |2| > 1, tehat |a,2"| > 1. Akkor viszont a sor
tagjai nem tartanak 0-hoz, a sor nem lehet konvergens.

(b) Vélasszunk most egy tetszoleges 0 < r < R sugarat, és vizsgaljuk a sort
az r sugaru zart korlemezen. Legyen % <m < %

Mivel limsup {/]a,| = £ < m, elég nagy n esetén
/]an| < m. Akkor pedig barmely z < r-re |a,z"| <
m"r™ = (mr)", a hatvanysor egyenletesen majoralhat6 a
> (mr)™ konvergens mértani sorral. Tehat, a Weierstrass-
kritérium szerint az r sugari zart korlemezen a sor egyen-
letesen abszoltut konvergens.

Ez barmely r < R esetén elmondhato, tehat a sor a R sugarta kor belsejében
abszolut konvergens.




Tagonkénti differencialas

Lemma

Q0
Tegyiik fel, hogy az f(z) = >, a,(z — ¢)™ hatvanysor konvergenciasugara

n=0
R.
o0
(a) A tagonkénti derivaltakbdl all6 > na,(z — ¢)"~! konvergenciasugara
n=1

is R.
(b) A konvergenciakor belsejében f differencidlhaté.

(c) A konvergenciakor belsejében f'(2) = Y. na,(z—c)"!, vagyis szabad

T8

1
tagonként derivalni.

a0
Z&nZ—C Znanz—c 1.
n=0

0 0
Bizonyitas. (a): Y, na,(z—c)" ! konvergenciasugara ugyanaz, mint Y, na,(z—
n=1 n=1
¢)"™ konvergenciasugara, ami
= R.

1 1 1
lim sup </ Inan|  lim sup ( Un \"/m) lim sup W
——
—1

(b,c): Ismét ¢ = 0; z tetsz6leges pont a koron belill, és |z| <7 < R.
Tudjuk, hogy az Y n|a,|r" ! sor konvergens.
Csak olyan w szamokat fogunk hasznalni, amelyekre |w| < r.

(S

w—z

f<w>_f=z it = 2o ()

n=1

n—1

Az n-edik tag az a, - n2"~" szamhoz tart. J6 lenne a szummat és a tagonkénti

hatarértéket felcserélni.

0

Legyen ¢ > 0 tetsz6leges. Ehhez van olyan N, hogy 2 nla,|r" ! < Z
n=N+1

Ezekhez van olyan 0 < § < r — |z|, hogy w € B(2,d) és 1 < n < N esetén



an (W 4 2" = nag ™ 1‘ < 5% 18y

e} o0
‘f(w) ) Z na,2""!| = Z an, (w”_l +.o4 2"t nz”_1> <
w—z - -
n=1 n=1
N 0
< 2 a 42" - nanzn_l‘ + 2 |ap| - 207"t < N - ﬁ +2-
n—1 n=N+1

Alternativ befejezés: (Ez valtozat mértékelméleti eszkozoket is hasznal.) A
<

(#) sort dominélja az Y, n|a,|r"~! konvergens sor, mert |a, (w" ' +...+ z”_l)‘

lay,| - nrm—t.

A domindlt konvergencia tétel miatt az 0sszeg és a w — z hatarérték felcserélhetd:

lim fwl =) lim i an (Wt w2 =

w—z w—z w—z

n=1
Z lim ( an (W™~ 1+w"_2z+...+z”_1)) =
— w—z

n—1
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n=1

Tétel

|

Legyen
a0
- Sinte-or
» f(2) a konvergenciakor belsejében holomorf.

o f(2) a konvergenciakor belsejében akarhanyszor differencialhato.

F*(e)
B

[ akz
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Lrs

o0
« A hatvanysor egyértelm(i: Ha > a,(z —¢)" = >, b,(2 —¢)" a ¢ pont
n=0

egy kornyezetében, akkor a,, = b, minden n-re.
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Példa. Az eqységkor belsejében

fR)=1+2+22+22+... =

Négyzetre emelve:

1= (5) (5] - 5 3 - S

m=0 k=0 m+n==k k=0

Négyzetre emelés helyett tagonként derivilva:

= ¢&.
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