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4. Elemi fiiggvények
Exponencialis, logaritmus és trigonometrikus fliggvények. A logaritmus és a hat-
vanyfliiggvény értelmezésének problémai, tobbértéki fliggvény holomorf dga.
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Elemi fiiggvények definiciéi
A val6sbol ismert hatvanysorokat kiterjesztjiikk komplexre:
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Bizonyitas. (a,b) trivi a hatvanysorbdl.
(c): Rogzitjik a s = z + w szdmot. Legyen f(z) = e* - e* %

f konstans, f(z) = f(0) = e®.

Tehat €* - eV = % - 577 = % = e* 1Y,

Alternativ bizonyitas a (c) részre:
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e ¥ =cosz+1isinz, e ** =cosz—isinz

o "MV = ¢ . (cosy + isiny); e’ # 0; le*] = eR*%  arge® =
Im 2z (mod 27)
o ¢* periodikus 277 szerint
» ¢? sehol sem 0.
e +e " e¥ + e ¥ ey —ev
* COSZ=—"_—"—; cos(x 4+ yi) = ———cosx +i————sinx
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e COs z és sin z periodikus 27 szerint
o (cosz) = —sinz, (sinz) =cosz

o A valés tengelyen kiviil cos z és sin z sehol sem 0. A cosz és sinz
gyokei a valosbol ismert (k + 3)m, iletve km pontok.

A cos z és sin z fluggvények nem korlatosak.

A megszokott trigonometrikus azonossagok érvényesek
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Bizonyitas.
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= _E+g_a_+"' +1 2_§+§_ﬁ_+"' = cosz +¢sin z.
Példaul

COSZ-Ccosw —sin z - sinw =

ezi + e—zi ewi 4 e—wi ezi _ e—zi ewi o e—wi

2 2 21 21
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6(z-‘rw)i + 6—(z+w)i
= 5 = cos(z + w).

A t6bbi azonossagot ugyanigy lehetne ellenérizni.



Kovetkezmény

A komplex exponencialis fiiggvényt alkalmazva,
« minden viszszintes egyenes képe 0-bol kiindulé félegyenes;
« minden fiiggdleges egyenes képe 0 kézéppontu kor,

 vizszintes egyenesekkel hatarolt sav képe 0 csicst szogtartomany.

exp z

Kovetkezmény (elemi fiiggvények hatarértékei, ha Im 2z — +o0)
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Komplex logaritmus

Rézsaszinli alom: Van-e komplex logaritmus?

Olyan log 2 fiiggvényt szeretnénk, amelyre z # 0 esetén

. elogz,
vagyis
|z| = |elOgZ| — efelosz 4y argz — arge!®®® = Imlog 2,
vagyis

Re(logz) = log |z| ¢és Im(logz) =argz
——

valés log

. 00 ... és még differencidlhaté is legyen (de legaldbb folyto-
nos).

Az argumentumot nem tudjuk folytonosan értelmezni az egész C\{0} sikon,
ezért nincs az egész sikon értelmes logaritmusfiiggvény.

o Prébéalkozhatunk tobbértéki fiiggvénnyel, minden nemnulla szamnak vég-
telen sok logaritmusa lesz

o Vagy minden szdmhoz csak egyetlen értéket valasztunk, de akkor cserébe
nem minden szamnak lesz logaritmusa.

Milyen D tartomanyokon létezik logaritmusfiiggvény?

« Szemléletesen, ha a tartomdny (vagy a tartomanyban egy zart gorbe) "meg-
kertili" a 0-t, mint a balolali abran, akkor nem létezik arg z-nek és log z-nek
folytonos aga D-n.

o Ha a tartomény "mem keriili meg" a 0-t, mint példdul a jobboldali abran,
akkor 1étezik D-n folytonos argumentum- és logaritmusfiiggvény.

arg = m

Hamarosan megvizsgéljuk precizebben.



Definici6

A logaritmus "f6értéke": Nem értelmezziik a nempozitiv valés helyeken.
logz= log |z|+i-argz, —T<argz <m
=
valés log
z
arg z
; >

Ha a D tartomanyon létezik a log z-nek folytonos aga, akkor ez holomorf

. , 1 /: Z
is, és (log 2) .

Bizonyitas. Legyen b € D tetszOleges és a = logb. Az inverz fiiggvény diffe-
rencialasi szabalya miikodik: e* = b, logb = a, e* diffthat6 és a derivaltja nem 0,
tovabba log z folytonos b-ben. Tehat,

1 1 1

logz)| =— = — =
(log=)|_, ey e b

A logaritmus azonossagai

A valés szamkorben érvényes log(ab) = loga + log b azonossag nem marad érvé-
nyes, hiszen magat a logaritmust is csak modulo 27¢ értelemben ismerjiik, tehat
komplexben legfeljebb csak annyit mondhatunk, hogy

log(ab) = loga + logb (mod 2mi).

Amikor a logaritmus egy holomorf agat vessziik egy specidlis halmazon, akkor a
végtelen sok lehetséges érték koziil ragadunk ki egyet. Barmilyen logaritmus agat
(vagy dgakat) valasztunk is, lesznek olyan esetek, amikor loga, logb és log(ab)
koziil valamelyik nem értelmezett, de még ha értelmesek is, akkor is lehetnek olyan
a, b parok, amikor log(ab) és log a +log b nem ugyanaz, hanem a kiilénbségiik 27i-
nek valamilyen tobbszorose.



o Ha a logaritmus foértékét vessziik, akkor

— a nempozitiv helyeken nincs értelme a logaritmusnak, igy példaul
? .9 .
log(—1) = logi® = 2logi

baloldala nem is értelmes;

— példdul az a = b = €*™/? esetben az argumentum "tdlesordul":
471 211
loga + logb = %Z mig log(ab) = —%Z.

o Ha a logaritmus f6értékéhez 1007i-t hozzdadunk, az is egy logaritmus
ag, és példaul

log1? = log 1 + log 1 — 1007i.

Hatvanyozas
Megprobalkozhatunk az
a’ =exp (b- (loga + k - 27i))
képlettel. Ez az olyan tartomanyokon értelmes, ahol van logaritmus.

o Az egész kitevos hatvanyokkal nincs gond; ha b € Z, akkor loga minden
értéke ugyanazt a hatvany értéket adja.

« Racionalis, de nem egész kitevé esetén véges sok lehetséges érték lehet,
példaul minden komplex szamnak két négyzetgyoke van; irracionalis kitevo
esetén végtelen sok érték létezik.

o Fix alap esetén loga kiilonbo6z6 értékei kiillonbozé a® = exp (z -log a) fugg-
vényeket adnak. S6t, mar az 17 alaku fiiggvényekbdl is végtelen sok van...

o Megallapodas: ha a fix pozitiv valds, akkor a valdés értékii logaritmust
vesszik, ezzel a valds exponencialis fliggvényeket terjesztjik ki.

« Ha egy tartoményon létezik log f(z)-nek holomorf dga, akkor a logaritmus
mindegyik 4gabdl kapunk egy-egy lehetséges f(2)9) = exp (g(z) - log f(z))
figgvényt, ezek koziil valaszthatunk.

A hatvanyozas azonossagai

Rogzitett alap esetén érvényben maradnak az a** = a® - a® és a*™ = a*/a"
azonossagok, és ezek kovetkezményeként egész n szamok esetén az (a*)" = a™ is,
mert mindig ugyanannak az alapnak ugyanazt a logaritmusat vessziik:

az-i—w _ e(z-‘rw)-loga _ 6z-loga-i—w)-loga _ 6z-loga . ew~1oga =a®-q¥

és 1

zloga

ez~10ga—w)-loga _ € _
ewloga a¥ :

a* ™ = el

z—w)-loga _



Pozitiv valés alapok esetén az (ab)? = a*-b* azonossdg is érvényes marad, mert
a megallapodasunk szerint mindhédrom alapnak a valés logaritmusat hasznaljuk,
és ott érvényes a log(ab) = log a + logb azonossag;:

ez-logaJrz-logb) 6z-loga . ez-logb) = a - b,

= = a

(CLb)Z _ ez-log(ab) _ ez-(loga+logb)

Vegyes komplex alapok esetén évatosan kell eljarnunk, a valésbol ismert kép-
letek csak akkor maradnak érvényesek, ha mindenhol a megfelel6 logaritmusokat
valasztjuk.



Elemi fiiggvények képei

Exponencialis fiiggvény és Mercator-térkép

exp 2z

Az exponencialis fiiggvény 2mi szerint periodikus. Ha Rez — +oo, akkor
e* — 0, Rez — —0 esetén pedig e* — 0, ezért latjuk a jobboldalon a Déli-, a
baloldalon pedig az Eszaki-sarkot.



Az exponencialis fliggvény képébdl —90°-os elforgatassal elforgatva kapjuk az
e~ fiiggvény képét, ami egy fiiggdleges iranyban végtelen, 27 széles savokbdl 4116,
periodikus térkép, az agynevezett Mercator-térkép. A térképet végtelen hengerre
csavarhatjuk; a henger felsé idedlis pontja felel meg az Eszaki-, az als6 ideélis
pont a Déli-sarknak.

Mercator-térkép végtelen

e~ Mercator-térkép

hengerre csavarva

Az e7'# fliggvény derivaltja, —ie™** sehol sem 0, ezért a Mercator-térkép min-

denhol szogtarto.



Szinusz és koszinusz

COS z

sin z

A cosz = sin(z + ) azonossdg miatt a cosz és sinz képe egymds eltoltja.
| Im z| — o0 esetén cos z — w0 és sin z — 0, ezért latjuk a kép also és felsd részén
a Déli-sarkot.

Erdemes megkeresni a derivaltak nullhelyeit, ahol a fiiggvények nem szogtar-
tok.
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Tangens és kotangens

tg z

ctg z

A ctgz = tg(5 — z) azonossig miatt a ctgz és tgz képe egymads kozéppontos
tiikorképe. Ha Im z — o0 esetekben a fiiggvények hatarértéke +i, az ¢ az Indiai-,
a —i a Csendes-6ceanban van.

A tangens- és a kotangensfiiggvény derivaltja sehol sem 0, cserébe vannak
olyan pontok, ahol a fiiggvények (hatar)értéke oo.
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