5. Komplex vonalintegralok

Szakaszonként folytonosan differencidlhaté gorbén vett folytonos fliggvény vonal-
integralja. Atirds Riemann-Stieltjes integralokkal. Atirds Riemann-integralld, ha
a gorbe folytonosan differencidlhaté. Atparaméterezés, additivitds, linearitds. Tri-
vialis fels§ becslés. Helyettesitéses integralds. Newton-Leibniz formula.

Paraméteres gorbék

Lényegében ugyanigy, mint R%-ben

Definici6

\

o Gorbe: 7 : [a,b] — C, t— x(t) + y(t)i, Y=z +yi

« Folytonos, diffhaté, folytonosan diffhaté stb., ha ~(t), illetve z(t) és
y(t) folytonos, diffthaté, folytonosan diffhaté stb.

o A gorbe C', ha (a,b)-ben folytonosan differencidlhaté, a-ban jobb-
rol, b-ben balrdl differencidlhaté, és ezek a féloldali derivalt értékek a
derivalt hatarértékei.

e A gorbe szakaszonként C', ha véges sok C* gérbe egymaés utan flizése.
(P1. torottvonalak.)

o A gorbe hossza a beirt torottvonalak hosszanak szuprémuma: £(y) =

sup{Z?zl [v(t) —v(t-1)| a=to<ti<...<tn, = b}.

o Atparaméterezés: h : [c,d] — [a,b] szig. mon. névé bijekeid; az 1
gorbe vy o h

o A gorbe megforditésa: h : [c,d] — [a,b] szig. mon. csokkend bijekcio;
az 1j gorbe yo h

o Zart gorbe: y(a) = (b)
o Egyszerli gorbe: ~ injektiv.

« Jordan gorbe: Olyan zart gorbe, melyre 7 [a, b)-re megszoritva injek-
tiv.

J

o Folytonos gorbe atparaméterezései is folytonosak.

o A gorbe hossza nem fligg a paraméterezéstol.




Komplex vonalintegral

Definicié (komplex vonalintegral)

Legyen v : [a,b] — C folytonos gorbe,és f(z) olyan komplex fiiggvény,
amely értelmes v pontjain.

Az f(z) figgvény komplex vonalintegralja a v gérbén az I € C szam, ha
minden ¢ > 0-hoz van olyan ¢ > 0, hogy az [a,b] paraméterintervallum
barmely, J-nal finomabb a =ty < t; < ... < t, = b felosztasara és 7; €
[ti—1,t;] (j = 1,2,...,n) paraméterértékekre

<E.

Zn:f(V(Tj)) () = v(ty-) = 1

Jele: Sw f(2)dz, Svf

v [a,b] = C, y(t) = x(t) + y(t) - i szakaszonként folytonosan diffe-
rencidlhat6 (szakaszonként C') gorbe,

és a vy képén f(z) = u(z) + v(2)i folytonos,

akkor a Sw f(2) dz komplex vonalintegral 1étezik, és

b

[ e[ 16@)-a0a = [ o) 5

a

. J

Ez itt egy komplex értékli Riemann-integral; kiilon-kiilon integraljuk a valds
és a képzetes részt:

f (fory) 4 = f ((woy) + (vo)i) - (& + yi)

a a

b

) Lb e (((uov) + (wor)i) - (i + yz)) + ZJa Im (((uoq/) + (voy)i) - (¢ + yz)>

:f ((uofy)jﬁ— (Wy)y> +zf ((uov)y'+ (v0’7>i“>

a a

= Jb(uov)js - Jb(vov)?) + z‘f(uov)y + sz(vov):ir-

a a a a



Integraljuk a z — z fiiggvényt az y = 22 parabola 0 és 1 + i kozotti ivén.

J

1. megoldas: Legyen y(t) =t +it* (0 <t < 1).
(t) = 1 + 2it.

1 1 1 1 7t
zdz = f (t +it?) (1 + 2it) dt = f (t + 3it> — 2t%) dt = [215 +it? — 21&41 = .
0

0 0

A tétel bizonyitasa.

v =z +y - i szakaszonként C', f = u + iv folytonos.
Actl: | f(z)dz =) (u(’y(t)) i () — u(y(2)) - y(t)) dt +if" (u(v(t)) y(t) +
o(v(1) - 9(1)) dt.

Legyvena =ty <7y <t; < <ty <...<t, 1 <7, <t, = b egy tetszOleges

felosztés.

A feloasztashoz tartozd integralkozelité Osszeg:

£ (it —rt-) = 3 () +o(m07) - (@t =t + (i) =(te 1))

= Yl - () = x(t2) = Y3 0(0) - (v(0) = vit)
+1 Zn: 'U(’Y(Tk)) ( (tk) - tk 1 i tk) — y(tk—l))-

Az az allitas, hogy ha a felosztast finomitjuk, akkor ez a négy Osszeg az SZ(uo

y), XZ(uov)y, SZ(UO’y)i:, illetve SZ(vov)y integralokhoz tart.

n

b

Allitas: Z u(y(m)) - (2(tn) — z(tr—1)) — f (won)z. (A t6bbi hérom
k=1 a

ugyantigy megy. )

« M = SZ |(t)| dt véges.

o (uo7) folytonos, tehat egyenletesen folytonos:

g
M+1

Ve>0 36>0 Vt,t'ela,b] [t—t'|<d = |u(y(t)—u(r(t))| <

« Ha a felosztasunk 6-nél finomabb (minden k-ra t; — t;_y < ), akkor

; u(y(mk)) - (2(ty) — x(teor)) — Lb u(y(t))x(t) dt’
- |30 [ a0 [ i - |3 [ (st -utm))ioa
< if u(y(m) —u(y(®) |i(t)| at < zn]f Mi : (1)t = Mi J (t)]dt < e
k=1Yti—1 b1 Yti—1 .




o Tehat: minden € > 0-hoz van olyan 6 > 0, hogy barmely, 6-néal finomabb
felosztds esetén, ;.  u(v(m)) - (z(te) — (ty—1)) és SZ(uOfy)js tavolsdga
kisebb, mint €.

« Ha 7, a v egy atparaméterezése, akkor f W= f f. (Ha az egyik
8! m
létezik, akkor a masik is.)
e Ha v a v és v, egymas utan flizése, akkor f ¥ = f f +J f. (Ha
Y 7 71
az egyik oldal létezik, akkor a mésik is.)
o Ha 7, a y-nak megforditasa, akkor Sw f=— Sv f.
o § 1de=7(b) —7(a)

« Ha§ f(2)dzés | g(z)dz létezik és c, d konstansok, akkor

L(c-f(z) +d-g(2))dz = c-Lf(z)dz—l—d-Lg(z)dz.

Bizonyitas. Ugyanaz, mint valés vonalintegraloknal.

(a) Ha v szakaszonként C gorbe, és f folytonos, akkor a 57 f(z)dz vo-
nalintegral 1étezik.

(b) Ha v : [a,b] — C szakaszonként folytonosan differencidlhaté, és f
folytonos, akkor § f(2)dz = SZ Fiy@) - ~(t)de.

. J

Bizonyitas. Legyen v =z +yi és f = u + vi. (a) Az integrakozelité osszeg

2&’“(7@)) + U(7<Tj)i) - ((x(tj) —x(t;-1)) + (yty) — y(tifl))Z) -

7

£x(r) A(t) = (t5-1)
= Zn:“(V(TJ)) (a(ty) = 2(tj-1)) +iiu(7(7j)) (y(t;) —y(t;-0))
+i i v(y(1)) - (2(t;) — x(tj—1)) — i v(y(ry)) - (y(t

Jj=1

i) —yltji-1)).

Ez a négy dsszeg az § u(~(t))dz(t), az § u(y(t))dy(t), az § v(y(t))da(t), illetve
az SZ v((t))dy(t) Riemann-Stieltjes integral egy-egy kozelité Osszege.

Az w o stb. integrandusok folytonosak, a z(t),y(t) integratorok korlatos
valtozasiak, tehat mind a négy RS integral 1étezik.

Ha a felosztéds elég finom, akkor mind a négy kozetitd Osszeg e/4-nél kozelebb
lesz a megfeleld RS integralhoz. Tehat a vonalintegral is létezik, és

b b b

o2 (2)de(t)- [ o(3(0)dy(t)

a

L F(2)ds — J () ()i J

a

ulr () dy(e)+ |

a

4



(b) Ha x(t) és y(t) is szakaszonként folytonosan differenciélhaté, akkor mind a
negy RS integrél &tirhaté Riemann-integralld, pl. § u(vy(t))da(t) = § u(~(t))@(t)dt,

L f(2)dz =
_ f bu(fy(t))i:(t)dt +i f bu(v(zﬁ))@(t)dt +e Jb

a a

b

o)~ | o))t -

a

= [ (utaten + otani) - (50 + 0i)a = [ g0 -0

a

Ha v, a v egy atparaméterezése, akkor

Jo=l

(Ha az egyik létezik, akkor a masik is.)

Bizonyitas. Legyen v =yoh, h:[c,d| — [a,b] szig. mon. névd, egyenletesen
folytonos. Tegyiik fel, hogy Sw f 1étezik.
Vegyiink egy tetszéleges e-t; ehhez 1étezik a definicidnak megfelel6 §. Ehhez
a 0-hoz létezik n > 0, hogy u,v € [¢,d], |u — v| < n esetén |h(u) — h(v)| < 6.
Hac=uy < u; <...<u, =degy n-ndl finonabb felosztésa [c,d]-nek, és
v; € [uj_1,u;], akkor a = tg = h(ug) < t; = h(wy) < ... <t, = h(u,) egy 6-ndl
finomabb felosztésa [a, b]-nek, 7; = h(v;) € [tj_1,t;], és

i 71 UJ 71(%) Y(uj-1)) — 1| = i - (y(5) —7(15]-_1)) —J|l <e.

5.1. Tétel

o Ha v a v és 7, egymés utan fiizése, akkor

=il

(Ha az egyik oldal létezik, akkor a masik is.)

o Ha v, a y-nak megforditdsa, akkor S”u f=- Sw f

o § 1dz =7(b) —7(a)

. Ha S f(2)dz és S g(2)dz létezik és c,d konstansok, akkor

L(c-f(z) & o i)l = C~Lf(z)dz + d-fg(z)dz.

~

Bizonyitas. Ugyanaz, mint valés vonalintegraloknal.



A vonalintegral egy alternativ definicigja

Legyen 7 : [a,b] — C szakaszonként C!
e A dv egy korlatos valtozast Lebesgue—Stieltjes mérték, a totalis va-

e A vonalintegral a f o fliiggvény Lebesgue—Stieltjes integralja a d~
mérték szerint.

e Minden Borel-mérhet6 fiiggvénynek értelmes a vonalintegralja

e A vonalintegrél lineéris

e A vonalintegral additiv

< M - L(y).

Lf(z)dz

if(V(Tj)) - (v(ty) = v(t5-1))

< Z M - y(t) = (o) = M- DT () = y(t-0)| < M- £(7).

J

Legyen vy szakaszonként C* gorbe; fi, fa, ..., a v pontjaiban folytonos fiigg-
vények.

o Ha f, — g egyenletesen, akkor Sv fn— 87 g.

o Ha ) f, = g egyenletesen, akkor Y Sw fn = Sw q.

- J

Bizonyitas. Az egyenletes konvergencia miatt g is folytonos.
f f n f g ‘ =
g g

Miért szabad vonalintegralokat felcserélni?

El6fordul, hogy valamilyen kétvaltozés f(z,w) figgvényt mindkét véltozdja a
szerint vonalintegralunk egy-egy gorbén, és sziikségiink van a két integral felcse-

rélésére:
f ( f(z,w)dw) dz < J < f(z,w)dz) dw
Z€M WEY2 WEY2 ZEM1

Ha mindkét gérbe folytonosan differencidlhaté, (specidlisan ha mindketto egye-
nes szakasz), v1 : [a,b] — C és vy : [¢,d] — C, akkor az Analizis3-bdl tanultak

6



mukodnek: a lebontasi tétel miatt

f ( v W>dW> dz = f ( f d_cf(vl <t>,w<u>m<u>du) 0 (t) e

-| F((a(8), 72 (w)) i (8wt
(t,u)ela,b] x[c,d]

A lebontasi tétel bizonyitdsat is meg lehetne ismételni Riemann- helyett vo-
nalintegralokkal.

A Fubini-tétellel, mint atomtolteti agytuval is le lehet 16ni a kérdést. A rekti-
fikalhat6 gorbe egyben (véges) komplex mértéktér is, a totalis variacié az ivhossz,
a vonalintegral a komplex mérték szerinti integral.

A Fubini-tételhez két dolgot kell ellenérizniink: az integrandus, a f(z, w) figg-
vény mérheté és korlitos (mert folytonos), tovabbd |f|-nek a totdlis varidcidk
szerinti integralja véges:

[ (L bt it sl < ) ) e )] < 0

Newton—Leibniz formula

Tétel (helyettesitéses integralas)

D . F(D) ,
P —
L /\/—’\w?
a ’}/ O")/

Legyen D < C tartomany, v : [a,b] — D szakasonként folytonosan diffe-
rencialhato gorbe, F' : D — C folytonosan differencialhato, tovabba h az
F o~ pontjain folytonos fliggvény. Ekkor

JFO h(w) dw = f h(F(z))-F'(z)dz (Széval, ha w = F(z), akkor dw = F'(z)dz.)

- J

Bizonyitas. F o : [a,b] — C is szakaszonként C'.
b

JFovh(w) dw=Jbh(F(fy(t)))(F(fy(t))),dt:J h(F(fy(t))).(F’(’y(t)).»‘y(t)> dt

a a

a

Lh((F(z)) F(2) dZZf (h(F(v(t))) -F’(y(t))) () dt,

a két integral ugyanaz.



Tétel (Newton—Leibniz formula komplex vonalintegralokra [Isaac
Newton, angol, 1642—-1727; Gottfried Wilhelm Leibniz, né-

met, 1646-1716))

Legyen D < C tartomany,
7y : [a,b] — D szakaszonként C' gérbe,
F: D — C folytonosan differencidlhato. Ekkor

fF%Nz=H%W—Fww)

Bizonyitas. Helyettesitéses integralas a konstans h = 1 fiiggvénnyel:

LFWNz=LMﬂ@HW@®=J hw)dw = [ Ldw = F3(8)~F(r(a).

Foy Fory

Példa (tjra)

Integraljuk a z +— z fiiggvényt az y = 22 parabola 0 és 1 + i kozotti ivén.

2. megoldas: Mivel z = (52?)', a Newton-Leibniz formula szerint

1 . 1 .
7(0)* = 5(1 +4)? — 502 = 1.

) ]
}\1
o,
N
Il

DO =
2
—~
—_
S~—

[\&)
|
DO | =

Ivhossz szerinti integral

Az ivhossz szerinti integral ugyanaz, mint kétvaltozos valdsban, ezért nem defi-
nialtuk kilon.
Ha v : [a,b] — C elég sima gorbe, akkor a szokdsos atirds Riemann-integralla

[s@rat= [ = s60)- hol

Ivhossz szerinti integral az egységkorvonalon

Az egységkorvonal szokasos paraméterezése z = y(t) = e'; amikor a vonalinteg-
ralt és az ivhossz szerinti integréalt atirjuk Riemann-integralla,

2m
LH f(z)dz = Lf(Z)dz = £_0 f(e") -ie"dt,
illetve )
| peas = [ sl = | sehar

ebbdl is leolvashatjuk a jeloléseket, hogy dt = |dz| és dz = iedt = iz|dz].
Geometriailag, amikor a kérvonalon a z pontbdl a z + dz pontba 1épiink, a dz
irdnya iz, a hossza |dz|, vagyis
dz =iz|dz|, |dz| = %
1z
Ezeket a képleteket akkor hasznalhatjuk, amikor vonalintegralt akarunk ivhossz
szerinti integralla atirni vagy forditva.
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