8. Fiiggvénysorozatok, fiiggvénysorok és pa-
raméteres integralok

Holomorf fiiggvények lok. egyenletes limesze holomorf. Ugyanez sorokkal és pa-
raméteres integralokkal. Ha lokalisan egyenletesen korlatos fiiggvények sorozata
egy sliri halmazon pontonként konvergens, akkor lok. egyenletesen konvergens.
Vitali-Montel tétel.

Holomorf fiiggvények egyenletes limesze

Tétel (Weierstrass)

Holomorf fiiggvények lokélisan egyenletes limesze holomorf, avagy:

Ha D < C tartomany, fi, fa,... : D — C holomorfak és f,(z) — g¢(z)
lokalisan egyenletesen, akkor g holomorf és f/(z) — ¢'(z) lokélisan egyen-
letesen.

Emlékeztetaiil, "lokalisan egyenletesen":
o Minden pontnak van olyan kérnyezete, ahol, vagy:

e Minden kompakt részhalmazon.

Kovetkezmény

Lokalisan egyenletesen konvergens sorozatokat és sorokat akarhanyszor sza-
bad tagonként derivalni.

Bizonyitas. (a) Morera: ahhoz, hogy ¢g(z) = lim f,,(z) holomorf legyen, elég,
ha g folytonos, és barmely D-beli A zart haromszoglemez kertiiletén 0 a vonalin-
tegralja.

A A haromszoglemez kompakt, igy ezen a halmazon f, — g egyenletesen.
Folytonos fiiggvények egyenletes limesze folytonos, ezért g is folytonos; igy bizto-
san létezik g vonalintegralja a haromszogvonalon.

f g(z)dz = f (nlglgo fn(z))dz = Jgrolof fn(2)dz = lim 0 = 0.
A A A

(b) Legyen B(c,R) = D, 0 <r < R, z€ B(c,7).

w

Barmely € > 0-hoz van olyan ng, hogy n > ng esetén maTXR |fu(w) — g(w)] < e.
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Ez minden e-ra igaz, tehét f)(z) — ¢'(z) egyenletesen a B(c,r) korben.
Tehat, minden c-nek van olyan kornyezete, ahol f, — ¢’ egyenletesen, vagyis
fI — ¢’ lokélisan egyenletesen.

Példa ((Euler—)Riemann-zeta fiiggvény)

(Hagyoméanyosan s = o + it)

1
Ha o¢ > 1, akkor a o = o félsikban > — kozos konvergens majorans, tehat
n

a sor egyenletesen konvergens.

A Weierstrass-tétel szerint ((s) holomorf a o > 1 nyilt félsikban, és

C(s) = Z —logn‘

(0 <1 esetén a sor divergens.)

Pontonkénti konvergenciabdl egyenletes konver-

gencia

Ha D < C tartomany, fi,fs,... : D — C holomorfak és egyenletesen
korlatosak (tehat van olyan K, hogy |f.(z)| < K minden n-re és minden
z € D-re), és egy stirii S < D halmazon f,(z) pontonként konvergens, akkor
az f,(z) sorozat lokdlisan egyenletesen konvergens.

Bizonyitas. Vegyiink egy ¢ € D pontot és koriilotte egy kort: B(c, R +¢) < D.
Legyen r = £ és | f,(2)] < K minden n-re és z-re.

El6késziilet. Barmely z € B(c,r)-re és barmely n € N-re

= ICH
|w

257 Do (0 — 2

| (2)]<

2



ezért barmely 21, 23 € B(c, r) pontokra

4K

|fn(zl) - fn(z2)‘ < ? ‘ |21 — 2’2’.

(A kis koron beltl f1, fa, ... egyenletesen Lipschitz.)

Legyen € > 0 tetszoleges.

A B(c,r) NS halmazbdl valasszunk ki véges sok pontot: sq, ..., sp-t ugy, hogy
ezek e sugart kornyezetei lefedjék B(c, r)-et.

Van olyan ng, hogy barmely n,m > ng-ra és minden 1 < j < k-ra ‘ fn(sj) —
fm(sj)| < e. (Mindegyik j-hez van ilyen kiiszob; vessziik a maximumot.)

Most tekintsiink egy tetszéleges z € B(c,r) pontot.

Ehhez van egy s; pont, amelyre |z — s;| < ¢. Ezért
|fn(Z) _fm(z)‘ <
< }fn('z) - f’FL(SJ)‘ + ‘fm(sj) - fm(z)| + |fn(3j) - fm(33)| <
<4K| |+4K| |+e<2 4K€+€ 8K+1 €
— |z —si| + —|z — s C— = — .
R ! R ! R R

Tehat: Minden € > 0-hoz van olyan ng, hogy minden n,m > ngy és barmely
z € B(c,r) esetén |f,(z) — fm(2)] < (% + 1)5.

Az f,(z) fiiggvénysorozat egyenletesen konvergens B(c, r)-en.

Tétel (Vitali-Montel [Giuseppe Vitali, olasz, 1875-1932; Paul An-

toine Aristide Montel, francia, 1876-1975])

Ha D c C tartomany, fi, fa,...: D — C holomorfak, és egyenletesen kor-
latosak, akkor ezek koziil kivalaszthato lokalisan egyenletesen konvergens
részsorozat.

V.6. Bolzano-Weierstrass tétel: Minden korlatos szdmsorozatnak van konver-
gens részsorozata.

V.6. Arzela—Ascoli tétel: Ha fi, fo,...: [a,b] — R egyenletesen korlatosak és
egyenl6 mértékben egyenletesen folytonosak, azaz

We>0 36>0 ¥n Va,ye [a,b] ((\x—y\<5)=>(]fn(x)—fn(y)]<5)),

akkor kivalaszthatd egyenletesen konvergens részsorozat.
Bizonyitas. Legyen sy, ss,... egy strli sorozat D-ben.



A Bolzano-Weierstrass tétel miatt miatt van olyan Ny = (ny1,n12,n13, - .)
sorozat, amelyre az f,, ,(s1) sorozat konvergens.

Ennek van olyan Ny = (ng1,n22,n23, . ..) részsorozata, amelyre az f,,, (s2)
sorozat is konvergens.

Ezt ismételve kapjuk részsorozatok egy sorozatdt; minden f-re az f,,, (s¢)
sorozat konvergens.

Atlésan kivalasztjuk az nyj elemeket.

Ny: N1 ni2 nis ny4

No: N2 N2.3 SN
N3: n31 n3,2 N34
Ny: UZ%] g2 Ty 3

Az (ny1,n922,n33, .. .) sorozat mindegyik NN;-nek részsorozata az elsé néhany
elem kivételével, ezért barmelyik f-re az f,, , (s¢) sorozat konvergens.

Tehét, az f,, ,(z) sorozat egyenletesen korldtos és az S = {s1,sy,...} sfiri
halmazon pontonként konvergens, tehat a Lemma miatt a teljes D tartomanyon
lokélisan egyenletesen konvergens.

Paraméteres integralok

Legyen D tartomdny, f : [a,b] x D — C folytonos, minden régzitett €
[a,b]-re z — f(x, z) holomorf. Ekkor az

F(z) = Lbza f(z,2)dx

paraméteres integral is holomorf és

b
F'(2) = Dy f(z, z)dx.

r=a

\ J

Bizonyitas. Ugyanaz, csak szumma helyett integrallal.

(a) Barmely A ¢ D héromszoglemez koriil

JA F(z)dz = LGA ( :=a f(z, z)dx) dz = Lb=a <L€A f(z, z)dz) dz = Lbza 0dz = 0,

tehat F(z) holomorf.



(b) Barmely z € D pont koriil egy kis, r sugaru korben

) ~ 1 dw B 1 b dw
Fl(z) = 5~ s F(w)m R . (L_af(:c,w)dx> (w22

b 1 dw b
- L:a <2m f|wz=r f(x,w)(w_Z)Q>dx =] Dy f(z, 2)dz.

Példa (Euler-féle Gamma-fiigggvény)

Q0
I'(s) = J ¥ e %dx (Res > 0)

o0
I(s) = J r*te "logzdr (Res > 0)

=0

Az el6z6 tételt kiterjeszthetjiik improprius integralokra, vagy vehetjiik a
N

lim e %dx
N—x =L
- N

lokélisan egyenletesen konvergens fliiggvénysorozatot.
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