9. Hatvanysorba fejtés

Egyutthatéformula. Hatvanysorba fejtés. Analitikus fiiggvény fogalma. Kozépérték-
tulajdonsag. log(l + z) és (1 + z)* hatvanysora.

Lemma

Barmely k € Z, ce C és r > 0 esetén
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Bizonyitas. A ketté ugyanaz, mert d(arg(z —c)) = = - ( 7 Helyette-
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Vagy: k # —1 esetén van primitiv fiiggvény, a 1 A k = —1 esetben

1 dz
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Tétel (egyiitthatéformula)

Ha a B(c, R) kérlapon

)= anz o),

n=0
akkor
1
ap = e ch|=,« (wfj%dw minden k-ra és 0 < r < R-re.
Bizonyitas.
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Ha a B(c, R) korlapon f(z) = io a,(z — ¢)", akkor
ay = f(:!(C) (Taylor-egyttthato)
ap = % o %dz (Egyiitthat6formula)
f (’Z!(C) _ 2%” o %dz (Cauchy-formula)

Tétel (hatvanysorba fejtés)

Ha f holomorf a B(c, R) korlapon, akkor ezen a korlapon a fiiggvény hat-
vanysorba fejtheto,
e}
f(z) = Z an(z— o),
n=0
ahol
! fw) ,
=7t ], 4 ot bimely0<r < Fore
Bizonyitas.



Legyen z € B(¢,R), d = |z —¢| < r < R,
M= mas |fw)
1 f(w)
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n=0
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f D — C analitikus, ha D barmely pontja koriil valamekkora korben
hatvanysorba fejtheto.

f D — C akkor és csak akkor analitikus, ha holomorf.

Bizonyitas. = A hatvanysor 0sszegfiiggvénye holomorf.
< Minden holomorf fiiggvény barmely ¢ pont koril hatvanysorba fejtheto, a
maximalis ¢ kozepii korlapon.

f(z) = log(1 + z) holomorf az egységkérben, f(0) =0,
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a Taylor sor eloallitja a fiiggvényt az egységkorben:

o (=DF
log(1+z)=2 P
k=1




Tétel (binomialis sor)

\

Legyen a € C,
Z (a
14 2)%= ¥ halz| <1
(2= 3 (5) male

(Azt a hatvanyfiiggvényt vesszik, amelyre 14 = 1.)

J

Bizonyitas. Az f(z) = (1+2)® = 2180+ fiiggvény holomorf az egységkorben,

fP) _ala—1).(a—k+ 11 +2)""* (Z) (11 2yt fH0) _ (a>;
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A 0 koriili hatvanysor

& a
= <k>zk (2] < 1).
k=0

Definidljuk az ag, a1, as, ... valés szamsorozatot a kovetkezo rekurziéval:

—O for n>1.

apg = —1,

||M:

Mutassuk meg, hogy a,, > 0 minden n > 1-re.
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Megoldas komplex fiiggvénytani eszkozokkel:

n n
Gyors felsé becslés: |ay| = ‘ Z ’ Z |@p—gl|; trivi indukciéval |a,| <
k=1 k=1
0
Legyen G(z Z ez lz| < %—re biztosan konvergens. A rekurzié azt jelenti,
hogy -

-G

) i —log(1 — z);
2) = =

G(0) = —1.

Q

log(1—2)’
Ennek a fiiggvénynek a hatvanysora érdekel minket.

Megprobalhatjuk kiszamolni a Taylor-egytitthatokat... ehhez k-szor derivalni kell
a 0-ban. (Hajra.)

Vagy, irjuk fel inkdbb egytitthatéformulét.
Kor helyett ezen a "kulcslyukgoérbén" integralunk:
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an = . = .
27 Ji 1 2t 2mi
[2]=5

1 G(z)d 1 dz B LJ dz
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= — +O(r-log= | + O =——
270 Ji4r 2" (log(x — 1) — i) (log(x — 1) + i) (r °8 7’) (R"l log R)

R
dx 1 1
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Har —0és R — o0:

J'Oo dx
Ay = 5 > 0.
1 2(7? + log®(z — 1))



	Hatványsorba fejtés

