10. A hatvanysorba fejtés kovetkezményei

Gyoktényezbk kiemelése, gyok multiplicitdsa. Unicitdstétel. Lokélis aszimptotikus
viselkedés. Maximum-elv.

Tétel (kozépérték-tulajdonsig)

Ha f(z) holomorf a B(c, R) zart kérlapon (tehat holomorf egy kicsivel
nagyobb korben), akkor
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vagyis f(z) 4tlaga a korvonalon megegyezik a kozéppontban felvett érték-
kel.

o0
Bizonyitas. Legyen f(z) ¢ koriili hatvanysora f(z) = Z an(z —c)".
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Ezek ekvivalensek:
(a) f(e) = f(c) = f"(c) = ... = fi"V(e) = 0;
(b) ap=a; =...=ap_1 = 0;

(¢) f(2) =(2—¢)"-g(z) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel.

(k)
Bizonyitas. (a) < (b), mert a; = / k'(C);

(b) < (¢c)ag(z) = Z ap(z — c)F~™ fiiggvénnyel.

k=m



Definici6

0
Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, a ¢ koriili hatvanysora f(z) = Z ag(z—

k=0
c)k.
Azt mondjuk, hogy az f(z)-nek a ¢ pont m-szeres gyoke, ha:
(@) flo) = fc)=f"(c)=...=fi"D(c) = 0és f™(c) # 0, avagy

(b) ap=a; =...=ap_1 =06és a, # 0, avagy

(¢) f(z) = (z—c)™-g(z) egy c-ben holomorf g(z) fiiggvénnyel, és g(c) # 0.

Tétel (unicitastétel; [unicitas=egyértelmiiség))

Legyen D tartomény, f,g,h : D — C holomorf, zq, 25,... € D olyan kon-
vergens sorozat, hogy z, — (€ D és z, # (.

(a) Ha f(z,) = 0 minden n-re, akkor f az egész D-n konstans 0.
(b) Ha g(z,) = h(z,) minden n-re, akkor g = h az egész D-n.

Avagy, a fiiggvény értékei barmelyik, D belsejében torl6dé sorozat mentén
meghatarozzak a fiiggvényt; barmely értéksorozathoz legfeljebb egy fligg-
vény létezik.

Bizonyitas. Elég az (a) allitdst igazolni, ebbdl a (b) éllitds az f = g — h
valasztassal kovetkezik.

Legyen Z = {we D : f(w) = 0} az f gyokeinek halmaza;
Z1 =27 n D, a gyokok D-beli torlodasi pontjainak halmaza.
A feltétel szerint lim z,, € Z;, tehat Z; nemiires.

Az f folytonos, ezért a gyokok torlédédsi pontjai is gyokok: ha wq,wo,. ..
gyokok és ggrolo w, € D, akkor

f(lim w,) = lim f(w,) = lim 0 = 0.

n—o0 n—0o0 n—0o0

Ezért Z, c Z.

A Z; halmaz D-ben relativ zart, mert Z’ zart (torléddsi pontok torl6dasi
pontja torlodési pont).

Meg fogjuk mutatni, hogy Z; nyilt is.

Allitas: Z, nyilt, vagyis Yc e Z, 3r > 0 B(e,r) © Z4.

Vegyiink egy tetszoleges ¢ € Z; pontot; a ¢ koril a maximélis B(c,r) kérben
legyen £(2) = 312 ax(z — o).

Azt akarjuk igazolni, hogy ag = a; = ... = 0; ha ez igaz, akkor B(c,r)-ben f
konstans 0, a korben minden pont gyok, és minden pont gyokok torlédasi pontja,
és igy B(c,r) < Z.

Indukcié. Legyen a,, az els6 olyan egytitthato, amir6él még nem bizonyitottuk,
hogy 0, tehét ap = a; = ... = a,,—1 = 0 mar megvan, és vizsgaljuk a,,-et. (Ha
m = 0, akkor a feltétel iires.)



Mivel ¢ torlodasi pontja Z-nek, vannak olyan wi,ws,... € Z pontok, hogy
wy, # ¢ és w, — C.

Aglz) =32 ap(z—c)Fm = % fliggvény szintén holomorf a B(c,r)
korben, folytonos c-ben, és g(w,) = % = 0. Tehat,
Wy, —c)™

= 9() = Jimy g(w,) = Jim 0 = 0.

Ezek utdan Z; az oOsszefiiggd nyilt D-nek nemiires, egyszerre nyilt és relativ
zart része, tehat a teljes D, de akkor D = Z; ¢ Z < D miatt Z = D, vagyis f
konstans 0.

Ko6vetkezmény (végtelen rendben eltiiné fiiggvény)

Legyen f(z) holomorf a D tartomanyon.
Ha valamely pontban f(c) = f'(c) = f"(c) = ... =0, akkor f konstans 0.

Bizonyitas. Ha f(c) = f'(c) = f"(c) = ... =0, akkor f ¢ kériili hatvanysora a
konstans 0; a konvergenciakérben, majd a teljes tartomanyon a fiiggvény konstans

0.
Kovetkezmény

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartoményon, akkor az f minden
gyokének véges a multiplicitasa.

Kérdés

1
Legyen az egységkorben f(z) = sin .
-z

1
A fuggvény gyokei 1 — - (k=1,2,...).
T

Miért nem mond ez ellent az unicitastételnek?

Valasz: Végtelen sok gyok van, de csak a hatarhoz torlédnak.



Azonossagok, még egyszer

Az unicitéstétel segitségével bizonyitas nélkiil atvihetjik a valésbél ismert azo-
nossagokat komplexre.

Példéul a valds szamok korében sin(x+y) = sin x cos y+ cos z sin y; ez automa-
tikusan érvényes marad a komplex szamok korében is; az egyetlen apré technikai
gond, hogy itt kétvaltozos komplex fliggvényekrdl van szd. Ezen tgy segithetiink,
hogy két lépésben, egyesével cseréljiik a valos valtozokat komplexre.

El6szor rogzitsiik az x valos szamot, az y helyére irjuk a w komplex valtozot
és tekintsik az

sin(z + w) = sinz cosw + cos z sin w (1)

egyenletet. Mindkét oldalon a w valtozd egy-egy egészfliggvénye all, és az w
valos értékeire az egyenlet teljesiill. A valdés w értékek persze torlédnak a sik
belsejében, tehat az unicitdstétel szerint a két fiiggvény ugyanaz; az (1) egyenlet
minden komplex w-re teljestil.

Most pedig rogzitsiik a w komplex szamot, és cseréljiik ki az eddigi valés x-et
egy z komplex valtozora:

sin(z + w) L sin z cosw + cos z sin w. (2)

Most is a két oldal egy-egy egészfiiggvénye z-nek, és lattuk, hogy a két oldal
egyenld a z barmely valds értéke esetén. Az unicitastételt Gjra alkalmazva azt
kaptuk, hogy a (2) minden komplex z-re igaz.

Erdemes elgondolkodni azon, hogy ez a médszer mennyiben hasznalhaté a
logaritmus és az exponencialis fliggvények esetében. A logaritmus esetében maga
a fliggvény létezése a gond, a log(zw) = log z + log w egyenletet nem tudjuk elég
sok z,w parra értelmezni.

Kovetkezmény (lokalis aszimptotikus viselkedés)

Legyen f(z) holomorf a ¢ pontban, f'(c) = f"(c) = ... = f&1(c) = 0 és
f®(c) # 0.
A hatvanysorba fejtés miatt a ¢ kozelében

A
Kl

f(2) = fle) =

(z—o)* + O(|z — c]k“),

tehat a fiiggvény kicsiben kortartd, de nem szogtarté: a c cstucsu szogeket
k-val megszorozza.
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Tétel (maximum-elv)

Ha f(z) holomorf, nem konstans a D tartoméanyon, akkor:
(a) |f(z)|-nek nem létezik lokalis maximuma.

(bl) Ha 21,29,... € D, limz, = w, és |f(z,)| — sup|f|, akkor w a D
hataran van.

(b2) Ha D korlatos, és f folytonos a D lezartjan, akkor | f| a maximumaét
csak a hataron veszi fel.

Bizonyitas. Ha ce D, és B(c,r) = D, akkor a kozépérték-tulajdonsdg szerint
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Egyenl6ség csak akkor lehetne, ha f iranya és nagysaga is allando lenne a korvo-
nalon; de akkor az unicitastétel miatt f konstans lenne.
Tehat, akarmilyen kicsi r-re

|f(c)‘ < max ‘f(z)

|z—c|=r

I

az | f|-nek nem lehet lokélis maximuma c-ben.

Kérdés (Van-e minimum-elv?)
« Ha f(c) =0, akkor |f(z)|-nek ¢ lokalis minimumhelye.

o« Ha f(c) # 0, és ¢ az |f(z)|]-nek lokdlis minimumhelye, akkor ¢ az
|1/f(2)|-nek lokalis maximumbhelye, tehat f konstans.

Ha f-nek nincs gyoke, akkor van minimum-elv is.

Tétel (Schwarz-lemma)

Ha f : D — D holomorf és f(0) = 0, akkor

(&) 17 O0) <1
(b) z # 0 esetén |f(2)| < |z[;

(c) Ha az fentiekben egyetlen pontban is egyenldség van, akkor f(z) egy
0 kortli forgatas: f(z) = cz valamilyen |c| = 1-gyel.

Bizonyitas. Az f-nek a 0 gyoke, tehdt f(z) = g(z) - z valamilyen holomorf ¢
fiiggvénnyel.
A 0-ban f'(0) = ¢(0); azt kell igazolni, hogy |g| < 1.

Legyen 21, z9,... € D olyan pontok, hogy |g(z,)| — sup|g|. Ha g nem kons-
tans, akkor a maximum-elv miatt |z,| — 1. Ha g konstans, akkor mi valasztjuk



a pontokat igy.

L= [f(za)l = lg(za)| - [2n] — sup|g| - 1 = sup|g]

Tehat az egész korlapon |g| < 1.

Ha (a)-ban vagy (b)-ben, barmelyik belsé pontban egyenléség van, akkor ott
lg| = 1. Az maximum-elv szerint ez csak gy lehet, ha g konstans, g(z) = ¢; ez a
konstans persze egységnyi, és akkor f(z) = cz egy forgatés.
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