11. Egészfiiggvények

Egyutthatébecslés. Liouville-tétel. Nem konstans egészfliggvény értékkészlete sii-
ril. Kis Picard-tétel (csak kimondani). A polinomok jellemzése nagysdgrendekkel.
Bizonyitas az algebra alaptételére.

Lemma (egyiitthatébecslés)

Legyen f(z) = >, a,2" egészfiiggvény, és legyen barmely r > O-ra

M(r) = max}f(z)}.
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Ekkor barmely n indexre és r > 0 esetén
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Bizonyitas. Egyiitthatéformula, majd trivialis becslés:
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Tétel (Liouville-tétel)

Ha egy egészfiiggvény korlatos, akkor konstans.

Bizonyitas. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = Y, a,z", a korlat | f(z)| <
M. Az egytutthatébecslés szerint r > O-ra és n > 1-re

Az r — oo hataratmenetbdl azt kapjuk, hogy barmely n > 1-re |a,| = 0, tehat
f konstans.

Kovetkezmény

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor az értékkészlete stirii C-ben.

Bizonyitas. Indirekt. Tegytk fel, hogy az értékkészlet nem siirii, vagyis van
egy B(c,r) kor, amelyben a fiiggvény nem vesz fel értéket: ‘ f(z)— c‘ > r minden
2-re.
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Legyen g(z) = W; ez egy egészfiiggvény és
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A Liouville-tétel miatt g(z) konstans, de akkor f(z) = FE) + ¢ is konstans.
g(z

Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden
komplex értéket felvesz.

A tételt késbb bizonyitjuk.

Példak

o Az lehetséges, hogy egy egészfiiggvény nem vesz fel minden komplex
szamot; példaul az e* értékkészlete C\{0}.

o A sinz fiiggvény minden értéket felvesz, az értékkészlete a teljes C.

A Liouville-tétel tovabb erdsitheto:

Ha f(2) egészfiiggvény és lirgj @ = 0, akkor f(z) konstans.
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Bizonyitas. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = > apz®. n > 1ésr > 1
k=0

esetén
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Tétel (a polinomok jellemzése a nagysagrendjiikkel)

f(2)

Ha f(z) egészfiiggvény, és lim, oo —— = 0, akkor f(z) egy legfeljebb n-
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edfokud polinom.
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Bizonyitas. Legyen a 0 koriili hatvanysor f(z) = . apz®. Az egyiitthatébecslés
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szerint r > 1-ra és k > n + 1-re
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Tehét, |ax] = 0 minden k = n + 1,n + 2,.. -re, vagyis f(z) legfeljebb n-edfoki
polinom.

Tétel (az algebra alaptétele)

Minden nem konstans komplex polinomnak van komplex gyoke.

Bizonyitis. Atfogalmazva: Ha egy polinomnak nincs gyoke, akkor konstans.
Tegyiik fel, hogy p(z) = a,z" + ... + ag polinom, a,, # 0 és nincs gyoke.
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Vizsgaljuk az f(z) = —— egészfliggvényt.

p(2)



Az f folytonos, és véges hatarértéke van oo-ben:
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ezért f korlatos. A Liouville-tétel miatt f konstans, tehat p is konstans, kész.

Ugyanez a bizonyitéas, Liouville-tétel helyett maximum-elvvel:
Ha p(z) nem konstans, vagyis n > 0, akkor zhrg)p(z) = . A |p(z)|-nek van
abszolit minimuma. Fz egyben lokalis minimum is, vagyis ott a fiiggvényérték 0.
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