12. Laurent-sorok

Laurent-sorok konvergencidja. Kapcsolat a Fourier-sorokkal. Egytitthatéformula.
Egyértelmiiség. Laurent-sorba fejtés. Rac.tort fiiggvények Laurent-sorba fejtése.
A ctg z figgvény 0 koriili Laurent-soranak elsé harom tagja.

Az f(z)-nek a c pontban izoldlt szingularitdsa van, ha f holomorf a c egy
B(e, r) pontozott kornyezetében, de nem értelmes c-ben.

Az ilyen pontok koriil is szeretnénk fiiggvényt a vizsgdlni, erre a hatvanysor
nem elég.
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A példék alapjan érdemes lehet a hatvanysorokat negativ kitevéjli tagokkal
kiegésziteni. Most az ilyenfajta sorokat vizsgaljuk meg kozelebbrol.

Definicié (Laurent-sor)

e ¢ koriili Laurent-polinom:
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e ¢ korili Laurent-sor:
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szinguldris rész holomorf rész

— A Laurent-sor konvergens, ha a holomorf és a szinguldris rész is
, o0 ;. . o ,
konvergens (hasonléan az §~ ,, alakt improprius integrdlokhoz).

— Haa 1 =a_4=...=0, akkor a sort hatvanysornak tekintjiik;
a c-beli érték az ag.




Fourier-sor vs. Laurent-sor

A Fourier-sorok klasszikus alakja
o0
f(t) =ao + Z (an cos(nt) + by, sin(nt));
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az Euler-féle azonosagokkal atirhatjuk ebbe az alakba:
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ahol ag = cg, és n > 0 esetén a,, = ¢, + c_, és b, = (¢, — c_y)1.
A z = " helyettesitéssel
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vagyis a Fourier-sor olyan Laurent-sor, amit nem a 0 kozéppont kézelében,
hanem az egységkorvonalon vizsgalunk.

A Laurent-sor konvergenciatartomanya
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A sor holomorf része, > a,(z—¢)" egy hatvanysor, ez valamilyen, ¢ kozép-
n=0

pontd, 0 < Ry < oo sugaru kor belsejében lokédlisan egyenletesen abszolut

konvergens, a kor kiilsejében divergens. (A hatarral most sem foglalkozunk.)

o A sor szingularis része, Z CTSn egy hatvanysor, amelybe i—t helyet-

tesitettiink; ez meg Valamllyen ¢ kozéppontu, 0 < Ry < oo sugard kor
kiilsejében lokalisan egyenletesen abszolit konvergens, beliil divergens.

o Lehetséges Ry > Ry is, de a szamunkra érdekes eset, ha Ry < Rs; ilyenkor
a konvergenciahalmaz egy korgyiiri.

— Ha a belsé sugar 0, akkor csak a ¢ pont hidnyzik.

— Ha a kiilso sugar co, akkor nincs is kiilsé kor.



o Az egyenletes konvergencia miatt a sor mindkét fele egy-egy holomorf fiigg-
vényhez konvergal, avagy, az elso fele egy hatvanysor, a masik fele pedig
egy hatvanysor és az i figgvény kompozicidja, tehat a masodik fele is

holomorf. Tehét, a Laurent-sor 6sszegfiiggvénye holomorf.
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Tétel (egyiitthatéformula)

Tegyiik fel, hogy az Ry < |z — ¢| < Ry korgyfiriin

Ekkor barmely Ry <1 < Ry és k € Z esetén ‘
1 f(2)

ap = — ——dz.
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Kovetkezmény

A Laurent-sor egyértelmii.

Bizonyitas.
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Tétel (Laurent-sorba fejtés)

Ha f holomorf a Ry < |z — ¢| < Ry korgytiriin, akkor a ¢ koril a fuggvény
Laurent-sorba fejthet6 ezen a halmazon:
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f(z) = Z an(z — )", ha Ry < |z — ¢| < Ry,
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és az egytitthatok:

a, = Lj (wfidw barmely Ry < r < Ra-re.
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Bizonyitas. Vegyiink egy tetszoleges z pontot a gylribél. A z koriil egy
kicsi 0 > 0 sugaru koron irjuk fel a Cauchy-formulat. Legyen r; és ry két sugar,
Ri<ri <|z—¢—0és|z—¢c|+d <1y < Ry. A kis kort atnyomorgatjuk
az r1 sugard, negativ iranyitasa v; kor és az ry sugaru, pozitiv irdnyitasa v, kor
uniojava.
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Masképpen: Felirjuk az altalanos Cauchy-formulat a két 1j korbél allo rend-
szerre: Barmilyen, a korgytiri kiilsejében felvé pontra, a két kor indexének Osszege
0, tehat

%Ll %dw + %LQ %dw = (n(z,m) + n(z,7)) - f(z)=1"- f(2).



A nagyobbik kérén ‘ﬁ‘ = % < 1. A maéasodik vonalintegral:
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Ez lesz a Laurent-sor holomorf része.

A kisebbik koron |f:cc‘ = |erc| < 1. Az els6 vonalintegral:
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Ez pedig a Laurent-sor szingularis része, kész.

Megjegyzés

Azonos kozéppontt, de killonb6z6 korgytiriikon lehet kiillonb6z6 a Laurent-
sor.
Ha |z| < 1, akkor
1
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Ha viszont |z| > 1, akkor
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Program: Raciondlis tort fiiggvények Laurent-sorba fejtése

22t z+1

Példa: Fejtsiik Laurent-sorba az f(z) = — o
22+ z

az 1 < |z — 1| < 2 gyfir(in.
1. Maradékosan osztunk, a maradékot parcialis tortekre bontjuk:
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2. A magasabb foku tortek derivaltak:
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3. "Becsempéssziik' a kozéppontot, vagyis atirjuk (z — 1)-gyel:
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4. Minden nevezobdl kiemeljiik a nagyobb tagot:
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5. Atirjuk mértani sor Osszegévé:
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6. Rendezziik, csoportositjuk:
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A 0 koriil, a 0 < |z| < 7 korben, irjuk fel ctg z Laurent-soranak elsé néhany
tagjat.
Ha |z| kicsi, akkor
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