13. Izolalt szingularitasok

Izolalt szingularitdsok osztalyozasa. A megsziintethetd szinularitasok, pélusok és
lényeges szingularitasok jellemzése. Az e'/* viselkedése a 0 kozelében. Casorati-
Weierstrass tétel. Nagy Picard tétel (csak kimondani). Viselkedés a oo-ben.

Definicio

Az f(z)-nek a c pontban "izolalt szingularitdsa" van, ha f holomorf a c egy
B(e, r) pontozott kornyezetében, de nem értelmes c-ben. Ezen beliil:

e Az f(2)-nek a ¢ pontban "megsziintetheté szingularitdsa' van, ha van
olyan, c¢-ben holomorf g(z) fiiggvény, amelyre (c kivételével) f(z) =

9(2).
Ha f(z)-nek megsziintethetd szingularitdsa van, akkor azt is szokds
mondani, hogy f(z) "holomorf" ¢-ben.

e Az f(z)-nek a c pontban "m-edrendii pélusa’ van, ha f(z) =
ahol m pozitiv egész, g(z) holomorf ¢-ben és g(c) # 0.

o Az f(z)-nek a ¢ pontban "lényeges szingularitdsa' van, ha ¢ nem meg-
sziintetheto szingularitas, és nem is poélus.

i
Példa. R Rt fiigguénynek megszintethetd szingularitisa van a 0-ban.
z

o A ctgz fligguénynek elsérendii pélusa van a m tébbszéroseiben.

o Az eY# fiigguénynek lényeges szingularitdsa van a 0-ban.

Megsziintetheto szingularitasok

Tétel (megsziintethetd szingularitasok jellemzése)

Tegyiik fel, hogy f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a ¢ pontban, és a ¢ egy
pontozott kornyezetében a Laurent-sorba fejtése

0

f)= ) an(z ="

n=—o
Ezek az allitasok ekvivalensek:
(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban megsziintethetd szingularitasa van.
(b) a4 = ...=1(.
(
(d

)
)
c¢) lim,_,. f(2) létezik és véges.
) A c egy pontozott kornyezetében f(z) korlatos.
)

(e) lim ((z —¢) - f(z)) = 0.

zZ—>C

Bizonyitas. (a)<(b), mert a hatvanysor lesz a Laurent-sor és forditva.
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(a)=(c)=(d)=>(e) trividlis.
(e)=(b): Legyen k tetszéleges pozitiv egész; megmutatjuk, hogy a_ = 0.

Vesziink egy elég kicsi r sugarat, felirjuk az egyiithatéformulat, majd trivialis
becslés:

1
a_i| = f f(z)-(z—c)fdz| < (; max |f(z)| -rk_1> 97 =
2mi |z—c|=r T |z—c|=r
= ((max (=0 F()]) -
Most r — 0. A feltétel szerint lim, o max._q—[(z —¢) - f(2)] = 0. A

mésodik tényezd, r*~! konstans, ha k = 1, és 0-hoz tart, ha k& > 2.
A hatarérték mindenképpen 0, tehat a_, = 0.

Poélusok

Tétel (pblusok jellemzése)

Tegyiik fel, hogy f(z)-nek izoldlt szingularitisa van a ¢ pontban, a ¢ egy

0

pontozott kdrnyezetében a Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z—c)", és
n=—00

m pozitiv egész.

Ezek ekvivalensek:

(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban m-edrendi pélusa van.
(b —m F 0, és AQ_m—1 =0_m—92 = 0_p_3 = ... = 0.

)
) a

(c) Az 1/f(z) figgvénynek a ¢ pontban m-szeres gyoke van.
)

(d) lim ((z — ¢)™f(z)) létezik, véges és nem 0.

zZ—>C

Kovetkezmény. f(z)-nek akkor és csak akkor van pélusa c-ben, ha Llil}: f(z) =
0.

Bizonyitas. (a)=(b): Egy c-ben holomorf, nemnulla g(z) figgvénnyel f(z) =
_9(x)

z—c)m

(
f(2) Laurent-sorat. Trivi, hogy a_,,—1 = a_p,_2 = =0ésa_,=g(c) #0.

(b)=(a): legyen g(z) = >, an-m(z — c)", akkor f(z) = _( )> és g(c) =

. Vegytik ¢g(z) hatvanysorat c kortil, és osszuk el (z—c)™-mel, megkapjuk

(=

a_my # 0.
<(c): Ha ZZﬂés c akkor L :z—cm-iés
(e B 19 = G ) 0 bl 5 -
(a)=(d): f(z) = (Z_( )> és 9(c) # 0, tehat lim (= — )" f(2)) = limg(=) =
g(c) # 0.

(d)=(a): A g(z) = (z — ¢)"f(z) fuggvénynek véges, nemnulla hatarértéke
van, tehat g(z)-nek megszintethetd szingularitdsa van c-ben, g(c) értéke nem 0.
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Lényeges szingularitasok

Tétel (1ényeges szingularitasok jellemzése)

Tegytik fel, hogy f(z)-nek izolédlt szingularitdsa van a ¢ pontban, a ¢ egy

ee]

pontozott kornyezetében a Laurent-sorba fejtése f(z) = Z an(z — )"
n=—00
Ezek ekvivalensek:
(a) Az f(z)-nek a ¢ pontban lényeges szingularitasa van.

(b) Az a_1,a_o,... egylitthatok kozott végtelen sok nemnulla van.

(c¢) A lim f(z) hatarérték nem létezik (véges és végtelen sem).

zZ—C

\ J

Példa. az e'/* szingularitisa a 0-ban

O |
61/Z=1+1+L+L 1/?’L.
z

222 623 e A

—(2k + 2)mi

Mindegyik holdacska képe a teljes komplex sik, kivéve a O pontot.

Q

mi/3) hatasa a 0 kozelében)




Tétel (Casorati—Weierstrass tétel)
Ha f(2)-nek lényeges szingularitdsa van a ¢ pontban, akkor

o barmely o € C U {oo}-hez van olyan (z1, 2, . ..) sorozat, amelyre z,, #
¢, zn — Cés f(z,) — a.

o Barmely r > O-ra, a B(c,r) pontozott kérnyezet f szerinti képe,
f((B(c,r)) stirti C-ben.

Bizonyitas. A két allitas ekvivalens; a masodikat bizonyitjuk.
"' Tegyiik fel, hogy f((B(c,r)) nem stirl: valamilyen B(d,0) korben nincs
pontja.

F(Ble,r)

1 : _
Leg.yen g(z) = m; ezzel g((B(c, 7")) < B(0, %)
A B(c,r) pontozott kérnyezetben g(z) korldtos, tehat c-ben megsziintethetd
szingularitdsa van.

Ha g(c) # 0, akkor f(z) = ﬁ + d holomorf ¢-ben, de ez ellentmodés, mert
feltettiik, hogy lényeges szingularitasa van.

Ha pedig g(c) = 0, akkor £1_)1r13E fle) = £1_>IIé (ﬁ + d) = o0, tehat f-nek polusa
van c-ben; ez is ellentmondés. "

Tétel (nagy Picard-tétel)

Ha f(z)-nek lényeges szingularitdsa van a ¢ pontban, akkor a ¢ barmely
pontozott kornyezetében, legfeljebb 1 kivétellel, minden komplex értéket
végtelen sokszor felvesz.

1 1
—sin — a 0 kozelében
4 z




Nem bizonyitjuk. Vagy mégis?

Definicié (viselkedés co-ben)

Az f(z) oo-beli viselkedésén az f(1/z) 0-beli viselkedését értjiik:
e f(2) a co-ben holomorf, ha f(1/z) a 0-ban holomorf.

e f(2)-nek a oco-ben m-szeres gyoke van, ha f(1/z)-nek a 0-ban m-szeres
gyoke van.

e f(2)-nek a co-ben m-edrendii p6lusa van, ha f(1/z)-nek a 0-ban m-
edrendii pélusa van.

e f(2)-nek a co-ben lényeges szingularitasa van, ha f(1/z)-nek a 0 1é-
nyeges szingularitasa.

Példa. o Az m-edfoki polinomoknak a co-ben m-edrendi polusuk van.

o Az e* fiigguénynek a co-ben lényeges szingularitdsa van.
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