14. A reziduumtétel

Reziduum véges szingularitas koriil. Reziduumtétel. Moédszerek a reziduum ki-
szamitasara. Reziduum oo-ben.

Definicié (fiiggvény reziduuma véges pontban)

Legyen f(z) holomorf a ¢ komplex szdm egy pontozott kérnyezetében, és

itt a Laurent-sora ”

f(z) = Z an(z —c)".

n=—oo
Az a_; egyiitthatét az f(z) fiiggvény ¢ pontbeli reziduumdnak nevezziik;
jele
Res f(z) vagy Resf.

Lemma (ekvivalens definicio)

Ha f(z) holomorf a 0 < |z — ¢| < r¢ korben, akkor barmely 0 < r < r,
esetén

=S f(z)dz = Rces f.

273 |z—c|=r

Bizonyitas. Ez éppen az egyiitthato-formula az a_q-re.

Tétel (Rezidumtétel, nullhomotép valtozat)

Legyen D < C tartomany, f(z) holomorf D-n, izolélt szingularitdsok kivé-
telével, tovabba v egy D-ben nullhomotop, rektifikalhato, zart gorbe, amely
nem megy at f szingularitasain. Ekkor
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J f(z)dz = Z n(v,c) - Res f.
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Szemléletesen, a v gorbét részekre vagdoshatjuk dgy, hogy minden darabja
egy szingularitast keriiljon meg egyszer, pozitiv vagy negativ iranyban, majd
ezeket a darabokat egy-egy kis korre mozgatjuk, végiill megszamoljuk a koroket a
szingularitasok kortl.

Persze a dolgok nem mindig olyan egyszertiek, ahogy elképzeljiik...



BéaranyhimlS. Szerencsére ezek csak megsziintethetd szingularitdsok

A reziduumtétel bizonyitisa. Az f(z)-nek végtelen sok szingularitasa is lehet
(a tartomany hatéran torlédhatnak); el6szor ezzel kezdink valamit.

A D-t egy szlikebb Dy tartomanyra cseréljiikk, amelyben mar csak véges sok
szingularitas van.

A ~ nullhomotép, tehat van egy folytonos T'(¢,u) : [0,1]*> — D leképezés ugy,
hogy minden u € [0, 1] paraméter értékre t — T'(¢, u) egy zart gorbe, y(t) = I'(¢,0)
és t — I'(t, 1) konstans. Legyen K a I' képe, ami 6sszefiiggé és kompakt.

A K minden ¢ pontja koriil vegyiink egy B(c,r.) nyilt kérlemezt gy, hogy
a B(c,r.) pontozott kornyezeten az f(z) holomorf legyen. Ezek a nyilt korok
lefedik K-t, tehat kozililk véges sok, By, Bs, ..., By is lefedi.

Legyen Dy = Byu- - -uUBy; ez egy 0sszefliggd, nyilt halmaz, amely tartalmazza
K-t; tehat a v gorbe Dy-ben is nullhomotop.

Mivel mindegyik Bj-ben legfeljebb egy szingularitdsa lehet f(z)-nek, a Dy
tartomanyban mar csak véges sok szingularitas van.

Legyenek a Dy-beli szingularitasok cq, ..., ¢p,.

Az f(z)-t barmelyik ¢; szingularitdsnak egy kis kornyezetében Laurent-sorba
fejthetjiik:

= a;
oo 3 e
n=0 Z_CJ

A masodik sor a C\{c;} halmazon lokélisan egyenletesen konvergens, 6sszege ho-
lomorf.
Az a;_y egylitthaté a ¢j-beli reziduum: a;_; = Res f(z2).
z=c;

Az f(z) szingularitdsait gy sziintetjik meg, hogy f(z)-b6l kivonjuk a Laurent-
sorok szingularis (negativ kitevés) részét: legyen

0 -r0-(Se) - (Ser) - (L)



A szingularitasokon kiviil ez mind holomorf.

o0
Bérmely 1 < j < m-re a ¢; pontban az f(z) — Y, —

(Z v figgvénynek meg-
J

sziintethetd szingularitasa van, a tobbi kivont sor pealg holomorf ¢;-ben. Tehét,
g(z)-nek mindegyik c¢;-ben megsziintetheté szingularitasa van; g(z) az egész Dy
tartomanyon holomorf.

a Do\{c1,...,cn} tartomanyon lokalisan egyenletesen konvergens.

Most mar végre integralhatunk:

2mff " 2 d”ZZ(‘”’ f(zidzc>>

j=1ln

A g(2) az egész DO -on holomorf és v nullhomotoép, ezért S g(z)dz = 0.

n = 2 esetén az fiiggvényeknek van primitiv fliggvénye, ezért ezeknek

(z—¢j )"
az integralja is 0.

Tehat,

271'sz :g <a3’1 erzf = ) i (Resf (V’CJ)>

Ha c € Dy nem szingularitas, akkor ott f holomorf, igy Res f = 0.
Ha ¢ ¢ D, akkor i holomorf Dg-on és v nullhomotép, ezért n(vy,c) =

1 dz
Tm y ; == O
Ezek utan
27me Z n(7,¢;) ReSf Z n(v,c) - Res f.

ceD

Tétel (rezidumtétel, nullhomolég valtozat)

Legyen D < C tartoméany, f(z) holomorf D-n, izolélt szingularitdsok kivé-

telével, tovabba 74, ...,y rektifikalhato, zart gorbék D-ben, amelyek nem
k

mennek at f(z) szingularitdsain, és barmely ¢ ¢ D pontra Y, n(y;,c) = 0.
j=1

k
Ekkorz mf fz)dz =)’ (Z n(v;, ¢ ) ‘Res f.
ceD =




Bizonyitas (vazlat). Legyen Dy ¢ D az a tartomény, ahol f holomorf. Az
eddigi gorbékhez tovabbiakat vesziink hozza: mindegyik ¢ szingularitds koriil
rajzolunk — 25:1 n(7;, c) darab kis kort. Az igy kapott gorbe lanc indexe minden
Di-en kiviili pontra nézve 0, tehat az altalanos Cauchy-tétel szerint ezeken a

gorbéken a vonalintegralok osszege 0. Ezért,

k 1 k
Z QMJ f(z)dz — Z (Zn(w,c)) -Rcesf = 0.

Jj=1 Vi ceD \j=1
A reziduum kiszamitasa specialis esetekben

e Ha fel tudjuk irni a Laurent-sort, leolvashatjuk. ..

 Cauchy-formulakkal: Ha f(z) holomorf a ¢ pontban, akkor

f(2) , f(2) f® (),
}EZ{:eCSz—c:f(C)7 Hes (z—c)Ft1 kI
2144 2.1/ 2 L T . 2 1/z 1
Példak. o 2°eF =242+ -+ -2 +—2z""+..., tehdl Res <z e )zf.
2 6 24 2=0
1 1 1 22 1 1/6
. — = (1+Z+...) ==+ 2=+ ... tehdt
22sin 2 z3(1—%+...) Z3< 6 ) z? & o
1 1
R = —.
<0 22sinz 6
e Res €05 = = cos0
z=0 z
. Res S5% _ (COSZ)”} o 1
z=0 23 2! 2

A reziduum kiszamitasa elsorendii polusoknal

0

« Ha f(2) = Z a,(z — ¢)", akkor

n=-—1

Res f(2) = as = lm f(2) - (= — o).

« Ha a ¢ pontban f(z) holomorf és g(z)-nek elsérendii p6lusa van, akkor

Res (f(2) - g(2)) =lim f(2) - g(2) - (= = ¢) = f(c) - Res g(2).

zZ—C

« Ha a ¢ pontban f(z)-nek egyszeres gyoke van, akkor

« Haa cpontban f(z) és g(z) holomorf, g(c) # 0, és h(z)-nek egyszeres gyoke

van, akkor
Res fz) _ fo) s 1 flg 1 f(c)
2= g(z)-h(z) glc) ==ch(z) g(c) W(c) glc)-N(c)



Példak.

1 1
Res = -
=7 sinz  (sin Z)I‘F -1
1 1 1
Res = T
z=1 22 +1 (22 + 1), 20
1 1 1
Res = - 2
z=1 z4 — 1 (34—1 ! —4
9, _2z

1
z=0 2

R
) (23 +2sinz)-cosz (23 +2sinz) - cosz

Definicié (Definicié (reziduum a végtelenben)

Ha f(z)-nek izolalt szingularitdsa van a co-ben, vagyis egy nagy koron kiviil

o0
holomorf, és itt a Laurent-sorba fejtése f(z) = Z anz", akkor Res f (2) =
n=—0o
—a_1.

Lemma (ekvivalens definicidk)

« Ha f(z) holomorf az R sugart korén és azon

kiviil, akkor Res f(z) = —L f(z)dz.
Z=00 211 |z|=R
1 1
* Ros f(z) = Rey <— W f(a))

o
(o8}

. J

Bizonyitas. (a) Egyiitthato-formula a_;-re.
(b) Helyettesitéses integrélds: z = i (Megforditja a kor irdnyitasat!), dz =
dw
—dw

1 1 1\ —dw 1 1
Res f(2)= —5— |Z|:Rf(z)dz: ot s f(w) —3 = Res (- el (w)>

Tétel (A reziduumok Ssszege)

Ha f(z) véges sok izolélt szingularitas kivételével az egész sikon holomorf,
akkor a reziduumainak 0sszege, beleértve a co-beli reziduumot is, nulla:

ZRcesfzo.

ceC




Bizonyitas. Ha a véges szingularitdsok a |z| = R kor belsejében vannak, akkor

ZRcesf= < Z Rcesf>+Rog>sf

ceC le]<R
_ b f(z)dz—L f(z)dz=0
271 |z|=R 211 |z|=R ’
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