
15. A reziduumtétel alkalmazásai
ş8

0
cos x
x2`1 dx,

ş8

0
sin x

x dx,
ş8

0
dx

xa`1 és
ş8

0
plog xq

2

x2`1 kiszámítása a reziduumtétel segítsé-
gével.
A π ctgpπzq függvény alapvető tulajdonságai. Végtelen sorok összegzése a π ctgpπzq,
a π

sinpπzq
és a π

cospπzq
függvények reziduumaival.

ř8

k“1
1

k2 és 1´ 1
33 ` 1

53 ´ 1
73 `´ . . .

kiszámítása.

Improprius integrálok kiszámítása
ż 8

0

cos x

x2 ` 1dx “?
ż 8

0

sin x

x
dx “?

ż 8

0

1
x

?
2 ` 1

dx “?
ż 8

0

plog xq2

px ` 1q2 dx “?

Példa (félkörön integrálunk)
ż 8

0

cos x

x2 ` 1dx “?

Megoldás:
ż 8

0

cos x

x2 ` 1dx “ lim
RÑ8

ż R

0

cos x

x2 ` 1dx “ lim
RÑ8

ż R

0

eix`e´ix

2
x2 ` 1 dx “

1
2 lim

RÑ8

ż R

´R

eix

x2 ` 1dx

ż R

´R

eix

x2 ` 1dx “

ż

eiz

z2 ` 1dz ´

ż

eiz

z2 ` 1dz

“ 2πi ¨ Res
z“i

eiz

z2 ` 1 ` O

ˆ

1
R2 ¨ R

˙

“ 2πi ¨
eiz

pz2 ` 1q1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“i

` O

ˆ

1
R

˙

“ 2πi ¨
e´1

2i
` O

ˆ

1
R

˙

“
π

e
` O

ˆ

1
R

˙

.

−R R0

i

A R Ñ 8 határátmenetből:
ż 8

0

cos x

x2 ` 1dx “
1
2 lim

RÑ8

ż R

´R

eix

x2 ` 1dx “
1
2 ¨

π

e
“

π

2e
.

Példa (félkörön vagy téglalap határán integrálunk)
ż 8

0

sin x

x
dx “?

Megoldás:
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ż R

0

sin x

x
dx“

1
2

ż R

´R

sin x

x
dx“

1
2

ż sin z

z
dz

“
1
2

ż eiz´e´iz

2i

z
dz“

1
4i

ż

eiz

z
dz ´

1
4i

ż

e´iz

z
dz.

A felső félsíkban eiz, az alsó félsíkban e´iz korlátos.

0−R

Mi

−Mi

R

. . . “
1
4i

ż

eiz

z
dz ´

1
4i

ż

eiz

z
dz ´

1
4i

ż

e´iz

z
dz

“
π

2 ¨ Res
z“0

eiz

z
´

1
4i

ż

eiz

z
dz ´

1
4i

ż

e´iz

z
dz

“
π

2 ´
1
4i

ż

eiz

z
dz ´

1
4i

ż

e´iz

z
dz.

A négy függőleges szakaszon |e˘iz| ď 1 és |z| ě R, tehát
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

e˘iz

z
dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă
1
R

¨ M .

A két vízszintes szakaszon |e˘iz| ď e´M és |z| ě M , tehát
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ż

e˘iz

z
dz

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ă

e´M

M
¨ 4R.

Például az M “
?

R választással
ż R

0

sin x

x
dx “

π

2 ` O

ˆ

1
?

R

˙

` O

ˆ

e´
?

R
?

R

˙

.

Mindkét hibatag 0-hoz tart, tehát
ż 8

0

sin x

x
dx “ lim

RÑ8

ż R

0

sin x

x
dx “

π

2 .

Példa (egy szögtartomány határán integrálunk)
ż 8

0

dx

xa ` 1 “? pa ą 1q

Megoldás:

2πi ¨ Res
z“eπi{a

1
za ` 1 “

ż dz

za ` 1“

ż

kék
`

ż

bordó
`

ż

zöld
`

ż

lila

Res
z“eπi{a

1
za ` 1 “

1
pza ` 1q1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“eπi{a

“
1

a ¨ peπi{aqa´1 “
´eπi{a

a R0 r

eπi/a

2π/a

ż

kék
“

ż R

r

dx

xa ` 1 ,

ż

zöld
“

ż R

r

´e2πi{adx

xa ` 1

ż

bordó
“ Op

1
Ra

¨ Rq “ Op
1

Ra´1 q,

ż

lila
“ Oprq

2πi ¨
´eπi{a

a
“ p1 ´ e2πi{a

q

ż R

r

dx

xa ` 1`Op
1

Ra´1 q`Oprq

ż 8

0

dx

xa ` 1“ lim
rÑ0,RÑ8

ż R

r

dx

xa ` 1“ 2πi ¨
´eπi{a

a ¨ p1 ´ e2πi{aq
“

π

a
¨

2i

eπi{a ´ e´πi{a
“

π{a

sinpπ{aq
.

a Ñ 1-re, a “ 2-re és a Ñ 8-re könnyen ellenőrizhetjük.
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Példa ("kulcslyukgörbén" integrálunk)

ż 8

0

plog xq2

px ` 1q2 dx “?

Megoldás:
Legyen fpzq racionális törtfüggvény, amelynek nincs pólusa a nemnegatív valós
számokon, d “ deg f ď ´2, és ppxq n-edfokú polinom. Integráljuk az fpzq¨pplog zq

függvényt ezen a kulcslyuk görbén. (r pici, R nagy, és 0 ď arg z ď 2π.)
ż

kék
“

ż R

r

fpxqpplog xq dx,
ż

zöld
“ ´

ż R

r

fpxqpplog x `

2πiq dx,
ż

bordó
“ O

´

Rdplog Rqn ¨ R
¯

,
ż

lila
“ O

´

plog 1
r

qn ¨ r
¯

.

Reziduumtétel:

ÿ

ră|c|ăR

Res
z“c

´

fpzq ¨ pplog zq

¯

“
1

2πi

ż

γ

fpzq ¨ pplog zqdz

γ

R−1 r
0

“

ż R

r

fpxq
pplog xq ´ pplog x ` 2πiq

2πi
dx`O

´

Rd`1plog Rqn
¯

`O
´

plog 1
r

qn ¨ r
¯

.

r Ñ 0, R Ñ 8 határátmenet:
ż 8

0
fpzq

pplog xq ´ pplog x ` 2πiq

2πi
dx “

ÿ

cPC
Res
z“c

´

fpzq¨

pplog xq

¯

.

Egy kis számolással, a

ppXq “ ´
1
3 pX ´ πiq3 ´

π2

3 pX ´ πiq

polinomra
ppXq ´ ppX ` 2πiq

2πi
“ X2.

ż 8

0

plog xq2

px ` 1q2 dx“

ż 8

0

pplog xq´pplog x`2πiq

2πi

px ` 1q2 dx“ Res
z“´1

pplog zq

pz ` 1q2

“ Res
z“´1

´

pplog zq

¯1ˇ
ˇ

ˇ

z“´1
“ p1plogp´1qq ¨

1
´1“ ´p1pπiq“

π2

3 .

Végtelen sorok összegének kiszámítása

1 `
1
22 `

1
32 `

1
42 `

1
52 ` . . . “?

1
14 ` 1 `

1
24 ` 1 `

1
34 ` 1 `

1
44 ` 1 ` . . . “?

1 ´
1
33 `

1
53 ´

1
73 `

1
93 ´ ` . . . “?
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Lemma

(a) A π ctgpπzq függvény izolált szingularitásai az egész számok.

(b) A π ctgpπzq függvénynek az egész helyeken elsőrendű pólusa van, és
a reziduuma 1.

(c) Ha fpzq holomorf a z “ k pontban, akkor Res
z“k

´

fpzq ¨ π ctgpπzq

¯

“

fpkq.

(d) Ha a síkból elhagyjuk az egész számok 1{4 sugarú környezeteit, a
megmaradt halmazon a π ctgpπzq függvény korlátos.

Bizonyítás. (a) π ctgpπzq “
π cospπzq

sinpπzq
pólusai ott vannak,

ahol sinpπzq “ 0, vagyis az egész helyeken.

(b) Res
z“k

π cospπzq

sinpπzq
“

π cospπzq

psinpπzqq1

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

z“k

“ 1.

(c) Az π ctgpπzq-nek a k helyen elsőrendű pólusa van, tehát
Res
z“k

´

fpzq ¨ π ctgpπzq

¯

“ fpkq ¨ Res
z“k

´

π ctgpπzq

¯

“ fpkq.
(d) Im z Ñ ˘8 esetén π ctgpπzq Ñ ¯i, ezért pl. a | Re z| ď 1

2 ,
|z| ą 1{4 perióduson a függvény korlátos.

0

−i

i

− 1
2

1
2

Lemma

(a) Ha fpzq racionális törtfüggvény, deg f ď ´2, akkor
ÿ

cPC
Res
z“c

´

fpzq ¨

π ctgpπzq

¯

“ 0.

(b) Az összeg véges sok kivétellel megegyezik a
8
ÿ

k“8

fpkq összeggel; a ki-

vételek az fpzq pólusai.

Bizonyítás.
(b) A szingularitások a ctgpπq szingularitásai (te-
hát az egészek), továbbá fpzq pólusai. Ha egy

k egész helyen f holomorf, akkor ott Res
z“k

ˆ

fpzq ¨

π ctgpπzq

˙

“ fpkq.

(a) Legyen N pozitív egész, és integráljunk a |z| “

N ` 1
2 körön. Az N legyen olyan nagy, hogy fpzq

minden pólusa a N{2 sugarú körön belül legyen.

1 20−1−2−N N

N + 1
2

A körvonalon |fpzq| “ OpNdeg f q ď OpN´2q, π ctgpπzq korlátos, így

ÿ

|c|ďN

Res
z“c

ˆ

fpzq ¨ π ctgpπzq

˙

“
1

2πi

ż

|z|“N` 1
2

fpzq ¨ π ctgpπzqdz“ O

ˆ

1
N2 ¨ N

˙

“ O

ˆ

1
N

˙

.

Az N Ñ 8 határátmenetből
ÿ

cPC
Res
z“c

ˆ

fpzq ¨ π ctgpπzq

˙

“ 0.
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Példa

1 `
1
22 `

1
32 `

1
42 `

1
52 ` . . . “?

Megoldás. Pólusok az egész helyeken vannak, ezért
8
ÿ

k“´8

Res
z“k

π ctgpπzq

z2 “ 0.

Ha k ‰ 0, akkor Res
z“k

ˆ

1
z2 ¨ π ctgpπzq

˙

“
1
k2 .

A ctg z Laurent-sora a 0 közelében ctg z “ z´1
´

1
3z ´

1
45z3

´ . . .

Átírva πz-vel: π ctgpπzq

z2 “ z´3
´

π2

3 z´1
´

π4

45z ´ . . ., tehát Res
z“0

π ctgpπzq

z2 “

´
π2

3 .

0 “

8
ÿ

k“´8

Res
z“k

π ctgpπzq

z2 “ 2
8
ÿ

k“1

1
k2 ´

π2

3
8
ÿ

k“1

1
k2 “

π2

6 .

Milyen függvényeket lehetne még használni π ctgpπzq

helyett?

• π

sinpπzq
A szingularitások az egész számok. Ha a síkból elhagyjuk az egész

számok 1{4 sugarú környezeteit, a megmaradt halmazon ez a függvény is
korlátos.
Res
z“k

π

sinpπzq
“ p´1qk; váltakozó előjelű sorok összegét kaphatjuk meg.

• π

cospπzq
ugyanaz, csak 1

2 -del elcsúsztatva. Res
z“k` 1

2

π

cospπzq
“ p´1qk`1.

Példa

1 ´
1
33 `

1
53 ´

1
73 `

1
93 ´ ` . . . “

1
2

8
ÿ

k“´8

p´1qk

p2k ` 1q3 “?

Megoldás:

ÿ

Res
ˆ

1
z3 ¨

π

cospπzq

˙

“ 0; a szingularitások: ˘1
2 , ˘3

2 , ˘5
2 , . . . és a 0.

Res
k` 1

2

ˆ

1
z3 ¨

π

cospπzq

˙

“
1

pk ` 1
2q3 ¨ p´1q

k`1
“

p´1qk`1 ¨ 8
p2k ` 1q3 .

A 0 közelében cospπzq “ 1 ´ π2

2 z2 ` O
`

|z|4
˘

, tehát
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1
z3 ¨

π

cospπzq
“

π

z3 ¨

ˆ

1 ´
π2

2 z2
` O

`

|z|
4˘

˙´1

“

“
π

z3 ¨

ˆ

1 `
π2

2 z2
` O

`

|z|
4˘

˙

“ πz´3
`

π3

2 z´1
` O

`

|z|
˘

Res
z“0

ˆ

1
z3 ¨

π

cospπzq

˙

“
π3

2 .

0 “
ÿ

Res
ˆ

1
z3 ¨

π

cospπzq

˙

“
π3

2 ´8¨

8
ÿ

k“´8

p´1qk

p2k ` 1q3 , tehát: 1
2

8
ÿ

k“´8

p´1qk

p2k ` 1q3 “
π3

32 .
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