A reziduumtétel alkalmazasai
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§o < gt du, §o 2osde, {7 =S L3 6s S0 ot - kiszdmitdsa a reziduumtétel segitsé-

gével.

A 7 ctg(nz) fiiggvény alapvetd tulajdonsdgai. Végtelen sorok Gsszegzése a  ctg(mz),
a sinzrﬂz) és a fliggvények reziduumaival. ZkOO:1 ,712 és1— 3% + 5% — 7% +—
kiszamitasa.
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Példa (félkoron vagy téglalap hataran integralunk)
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a — l-re, a = 2-re és a — oo-re konnyen ellendrizhetjiik.
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Példa ("kulcslyukgorbén" integralunk)

Megoldas:

Legyen f(z) raciondlis tortfiggvény, amelynek nincs pélusa a nemnegativ valds

szamokon, d = deg f < —2, és p(x) n-edfokt polinom. Integrdljuk az f(z)-

fiiggvényt ezen a kuleslyuk gorbén. (r pici, R nagy, és 0 < argz < 27.)
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Reziduumtétel:
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Végtelen sorok osszegének kiszamitasa

1 1 1 1

I+ s+ +5+t5+... =7
22 32 42 52
1 N 1 N 1 N 1 L
441 2941 34+1 4441 o

PRI RS S S
3 53 73 9 e e T

\



Lemma

(a) A metg(mz) fiiggvény izolalt szingularitdsai az egész szamok.

(b) A mctg(mz) fuggvénynek az egész helyeken elsérendli pélusa van, és
a reziduuma 1.

(¢c) Ha f(z) holomorf a z = k pontban, akkor PZ{:eISJ (f(z) : 7TCtg(7TZ)) =
(k).

(d) Ha a sikbdl elhagyjuk az egész szamok 1/4 sugart kornyezeteit, a
megmaradt halmazon a 7 ctg(mz) fliggvény korlatos.

Bizonyitas. (a) wctg(nz) = M pélusai ott vannak, (i
sin(mz)

ahol sin(7z) = 0, vagyis az egész helyeken.

(b) Reswcos(wz) _ mcos(mz) _1

==k sin(rz)  (sin(m2))|._,

|
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¢) Az 7ctg(mz)-nek a k helyen els6rendfi pélusa van, tehat

R S( (2) 'WCtg(ﬂ'Z)) = f(k)- R_eks (7r ctg(wz)) = f(k).
(d) Imz — 400 esetén 7ctg(mz) — Fi, ezért pl. a [Rez| < 3,

|z| > 1/4 periéduson a fiiggvény korlétos.
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Lemma

(a) Ha f(z) raciondlis tortfiiggvény, deg f < —2, akkor Res ( f(z) -
ceC

s ctg(ﬁz)) =0.

0
(b) Az Osszeg véges sok kivétellel megegyezik a Z f(k) osszeggel; a ki-

k=00

vételek az f(z) polusai.
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Bizonyitas.
(b) A szingularitdsok a ctg(m) szingularitasai (te-
hét az egészek), tovabba f(z) pélusai. Ha egy

k egész helyen f holomorf, akkor ott R_eks < f(z) -

\

retg(ns)) = )

(a) Legyen N pozitiv egész, és integraljunk a |z| = N+ 3
N + 3 kdron. Az N legyen olyan nagy, hogy f(z)
minden pélusa a N /2 sugari koron beliil legyen.

A kérvonalon |f(2)] = O(N4e/) < O(N~2), mctg(rz) korldtos, igy

Res ( £(2) -mg(m)> S F(2) - 7 ctg(mz)do= 0(52 . N> - 0<

<N T Jjz|=N+3

Az N — o0 hatdrdtmenetbél ) Res <f(z) : ﬂctg(wz)) = 0.
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Megoldas. Polusok az egész helyeken vannak, ezért 2 Reks &2@ =0.
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Milyen fiiggvényeket lehetne még haszndlni 7 ctg(rz)

helyett?

o — ET ] A szingularitasok az egész szamok. Ha a sikbol elhagyjuk az egész
sin(mz
szamok 1/4 sugari kérnyezeteit, a megmaradt halmazon ez a fiiggvény is
korlatos.
Res — T (—1)F; valtakozé eléjelii sorok dsszegét kaphatjuk meg.
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A 0 kbzelében cos(m2) = 1 — T 2% + O(|2[*), tehdt




0 =) Res (z3(zos(7rz)

1

1

23

2 cos(rz)

(

™

™

2

es
z=0

) 1
™ (1 ST O(|z]4)> -

23

3
1+ %zQ + O(ZI4)) =m0+ %271 +0(l2])

1 T B m
23 cos(mz)) 27

& (! ]
):7;—8- ZZ — 7 tehdt: 3 ; Z L



	A reziduumtétel alkalmazásai

