16. Az argumentumelv

Meromorf fiiggvények. Logaritmikus derivalt. Argumentumelv rektifikalhatd gor-
békkel hatarolt tartomanyra. Az argumentumelv kiterjesztései

Definicié (meromorf fiiggvény)

Az f(z) fuggvény meromorf a D tartomanyon, ha izolalt szingularitasok
kivételével holomorf, és mindegyik szingularitas polus.

Ebben a részben meromorf fiiggvények gyokeit és polusait fogjuk szamolni
mindenféle gorbék belsejében.
A 6 eszkOzink a gyokok szamoldsahoz:

Definicié (logaritmikus derivalt)

Legyen f(z) meromorf egy D tartomanyon. Az f(2) logaritmikus derivdltja
f'(2)

figevény.

az

A logaritmikus derivalt ott értelmes (és persze holomorf), ahol az f(z) holom-

orf és nem nulla. )
A lokélisan 1étez log f(2) fiiggvénnyel & (2)

/ e
Ay ]} ((z)) helyett szokds gy is irni: ?(z), kihangsulyozva, hogy a logaritmikus
z

derivalt egy operator.

= (log f(z))/; innen jon a név.

Lemma (A logaritmikus derivalt tulajdonsagai)

Bizonyitas. (a)

(f9) _fot+fd _f" 4
fg fg fg

vagy, némi odafigyeléssel, lokalisan

(J;Z)I = (log fg)" = (log f +logg + C)' = (log f)" + (log g)" = J;/ + gg/-
(b)
(f/9) _ (f'a—1f9)g* _fa—Ffd _f ¢
flg flg fg f g
vagy:
(f/9) , B ' ;o I
g (log f/g)" = (log f —log g + C)" = (log f)" — (log g) i



Tétel (A logaritmikus derivalt reziduumai)

Tegyiik fel, hogy f(z) meromorf a ¢ pont egy kornyezetében.

!/

(a) Ha f holomorf c-ben és f(c) # 0, akkor ! holomorf c-ben, igy
/' !
Res — = 0.
¢ f
/
(b) Ha f-nek m-szeres gyoke van c-ben, akkor “—-nek c-ben elsérendii

/
poélusa van, és Res = = m.
C

f

/
(c) Ha f-nek m-edrendii p6lusa van c-ben, akkor = -nek c-ben elsérendii

f

/
polusa van, és Res — = —m.
C

.

Bizonyitas. (b) f(z) = h(z) - (z — ¢)™, a h(z) figgvény holomorf c-ben, és
h(c) # 0.

froy K ((z — c)m)/ W m
7(2) = 5(2) + G_om ﬁ<z) o
Rces];l(z) = Rces};:(z) +fz{:e§z_c =0+m.
(c) f(z)= (Zh_(zg)m, a h(z) figgvény holomorf c-ben, és h(c) # 0.
flo. K ((z — c)m)/ W m
?(Z) = E(z) - W = ﬁ(z) T L
Res % () = Res - () — Res " = 0
ces?(z) = cesﬁ(z) —Res—— =0-m.



Tétel ((Cauchy-féle) argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf a D tartoményon, és legyen « pozitiv irdanyitasy,
rektifikalhaté egyszerii zart gorbe, amely a belsejével egyititt D-ben fekszik
gy, hogy v nem megy at f(z) gyokein és pélusain.

Jeloljiik Z-vel és P-vel f(z) gyokeinek és polusainak szamat + belsejé-
ben multiplicitassal, vagyis minden gyokot és polust annyiszor szamolunk,
ahanyszoros gyok, illetve ahanyadrendti polus. Ekkor

2mj f/ n(f 0,0)

avagy: A qyokik szama minusz a polusok szdma a vy belsejében éppen annyi,
mint ahdnyszor z-vel a gorbe mentén kirbesétdlva, f(z) értéke korbefordul

@ polus 1 /—\>
P Y4
" . . .
gyok gyok
Y

/!
Bizonyitas. (a) Az —(z) logaritmikus derivalt reziduuma az m-szeres gy6koknél

A

.

m, az m-edrendi pélusoknal —m, a tobbi pontban 0. A gyokok szama, Z a pozitiv
reziduumok 0Osszege, a poélusok szama, P pedig a negativ reziduumok Osszege

(—1)-szer.
f/ f/
-P= Z Res C o f

~ belsejében
(b) A w = f(z) helyettesitéssel integrdlva dw = f'(z)dz és
1 I 1 dw
= | FEde= o= — =n(f°7,0).

271 Joery f 270 Jwe(foy) W

Definicid

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b. Azt mondjuk, hogy az a
pontban a b érték multiplicitasa m, ha

o flla)=...= f"V(a) =0és f(™(a) # 0, vagyis

o az f(z) — b fuggvénynek az a szam m-szeres gyoke.




Legyen f(z) meromorf a D tartomanyon, és a komplex szam. Legyen 7 pozi-
tiv irdnyitasu, rektifikalhaté egyszert zart gorbe, amely a belsejével egytitt
D-ben fekszik tigy, hogy v nem megy at f(z) poélusain, és a v pontjaiban
[ #a.

Jeloljik Z,-val és P-vel, hogy f(z) hanyszor veszi fel az a értéket, illetve
f(2) pélusainak szamét v belsejében multiplicitassal. Ekkor

1

Jg— P =—
271

Mz=n O a
Lf(z)—ad (Fo5)

avagy: a fligguény éppen annyiszor veszi fel az a értéket, minusz a polusok
szama, mint ahdnyszor z-vel v mentén kiorbesétdalva, f(z) értéke megkeriili
az a-t.

Bizonyitas. Argumentumelv a g(z) = f(z) — a figgvényre, majd w = f(z)
helyettesités:

1 9 (2) 1 f'(2)

Zlf) = PN =29) = PO) = 55 | 059 = 50 ) Fo) = o
1
omi we(foy) wdi”a el
Példa
A v gorbe a +1 + i csticst négyzet hatara és f(z) = Z;%:g (i’ g?;

A

i —(240,3)
o o z+0,5—-0,8

|
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A figgvénynek haromszoros gyoke van a (—0, 3)-ben, és elsérendii pdlusa a
(—0,5 + 0, 8i)-ben, tehdt Z — P =3 —1 = 2. Az f o~ gorbe kétszer kertili
meg a (0-t.

A baloldalon a harom sarga pont egyszeres képe az a pont, de csak ketto
esik a v belsejébe. Tehat Z, — P =2 —1 = 1; az f o~y gorbe egyszer kerili
meg az a pontot.




Tétel (dltalanos argumentumelv)

Legyen f(z) meromorf, g(z) holomorf a D tartomanyon, és legyen v pozitiv
iranyitasu, rektifikalhato egyszerii zart gorbe, amely a belsejével egyiitt D-
ben fekszik gy, hogy 7 nem megy &t f(z) gyokein és pdlusain.

Barmely ¢ pontra legyen m(c) a ¢ multiplicitasa, ha ¢ gyoke f-nek; legyen
—m(c) a c rendje, ha ¢ pdlusa f-nek; egyébként legyen m(c) = 0. Ekkor

> 090 = o [ 96 L)

¢ belsd pont v

/
Bizonyitas. Mivel —-nek csak elsérendii polusai vannak,

Res ( f/) = g(¢) -Rcesﬂ = g(¢) - m(c);

g  —
f f
/Y I
S m@ga - N ves(ooh) = [ a0 Lens
¢ belsé pont ¢ belsé pont 7” i
Példak
1 I - , ) , y
i Y(z)dz az [ gyokeinek szdma (minusz a polusok szdma) a
i
.
gorbe belsejében, multiplicitassal.
1 r /
. Q_J Z- T(Z)dz az [ gyokeinek 6sszege (minusz a pélusok Gsszege)
)
a gorbe belsejében, multiplicitassal.
1 f(z)

0 o L 72 = adz az f(z) = a egyenlet megoldasainak szama (minusz
a polusok szama) a gérbe belsejében, multiplicitassal.
1 [ f(2) L. .
e — | z- ————dz az f(z2) = a egyenlet megolddsainak Osszege
2mi L f(z)—a
(minusz a polusok Osszege) a gorbe belsejében, multiplicitdssal.

Ha f(z) holomorf, és valahonnan tudjuk, hogy pontosan egy, egyszeres
megoldés van, akkor ez az integral megadja magat a megoldast.
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