17. A Rouché-tétel és alkalmazasai

Rouché-tétel. Az algebra alaptételének bizonyitdsa a Rouché-tételbol. Lokélis
értékeloszlas. A nyilt leképezés tétele. Lokalis inverz létezésének feltétele. Az
inverzfiiggvény folytonossaga és differencidlhatdsiga.

Tegyiik fel, szeretnénk bebizonyitani az algebra alaptételét az argumentum-
elvbol.

Legyen p(2) = 2" + ap_12" 1 + ... + a1z + ao.

Ha |z| nagy, akkor p(2)
p(z) = 2" + "zaj";

a "zaj" sokkal kisebb, mint a fétag, 2".

Egy nagy koron a 2" n-szer fordul korbe. Szemlé-
letesen, egy kis zaj ezt nem tudja elrontani... Vagy
mégis?

Tétel (Rouché [Eugéne Rouché, francia, 1832-1910])

Legyen f(z), g(z) és h(z) = f(2) + g(z) meromorf a D tartomanyon, és
legyen v pozitiv iranyitasu, rektifikalhaté egyszert zart gorbe, amely a bel-
sejével egyiitt D-ben fekszik tgy, hogy v nem megy at f és g poélusain.
Jelolje Z és P a megfelel6 fliggvény gyokeinek, és pdlusainak szamat
belsejében.

(la) Ha a v pontjaiban |f| > |g|, akkor Z;, — Py = Zy — P.
(1b) Ha a v pontjaiban |f| > |f — h|, akkor Z, — P, = Z; — P;.

(2a) Ha a ~ pontjaiban sem f, sem h nem nulla, és f/h nem lehet negativ
valés sem, akkor Zj, — P, = Zy — Py.

(2b) Ha a v pontjaiban |f — h| < |f| + |h|, akkor Z), — P, = Zy — Pj.

- J

Bizonyitas.

(1la) és (1b) ugyanaz. h(z) f(2)
(2a) és (2b) is azt fejezi ki, hogy az f(z) és h(z) pontokat

Osszekoto zart szakasz nem tartalmazza a 0-t. 0

(2b) = (1b) trividlis, mert ha |f — h| < |f], akkor |f — k| < |f| + |h].

Elég (2a)-t igazolni.
(2a) Allitas: ha a v pontjaiban f # 0, h # 0, és f/h nem lehet negativ valos,
akkor Zh - Ph = Zf — Pf.



Legyen D; az a halmaz, ahol sem f, sem h nem nulla, és f/h nem negativ
valés. Ahol f = 0 vagy h = 0 vagy f/h € (—0,0) az egy relativ zart halmaz,
tehat Dy nyilt; az egyik komponensében fekszik ~.

h
A D; halmazban (h/f) ————-nek van primitiv fliggvénye D-en: a log — féértéke.
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Tehét, Zh — Ph = Zf — Pf.
Alternativ bizonyitas: 0 <t < 1 esetén legyen
olt) = - (L—t)f +th)
2mi ), (1—t)f +th
esetén értelmes, mert v pontjaiban (1 —¢)f + th # 0.
A o(t) = Za—iyf+in — Pa—t) e érték mindig egész szam; mésrészt (), mint
paraméteres integral, folytonos. Tehat o(t) konstans, és Zy— Py = p(0) = (1) =
Zy — P.

(1-8)f(z) + th(Z)f(Z)

Ez minden 0 < t < 14(z
0

Egy Gjabb bizonyitas az algebra alaptételére
Legyen p(2) = 2" + ap_12" 1 + ... + a1z + ao.
Legyen
R>1+ ‘(10‘ + |Cl1| + ...+ ’CLn_l‘,
és rjuk fel a Rouché-tételt a p(z) és az 2" fuggvényekre a |z| < R korben.
A korvonalon

n—1

p(2) = 2" = |an_12"" + ...+ a1z + ap| <

< lan1|R*H+ oo | |R + |ao] < (lan—a1| + ... + |aa| + |ao|)R*™" < R™ = |2"|,

igy a Rouché-tétel szerint a kor belsejében (multiplicitassal szdamolva), a p(z)
fiiggvénynek ugyanannyi gyoke van, mint a 2" fliggvénynek, vagyis n darab.



Tétel (lokalis értékeloszlas)

Legyen f(z) holomorf az a pontban, és f(a) = b k-szoros értéke (azaz
flla) = ... = f* V(@) =0, f®(a) # 0). Ekkor 36 > 0 V0 < § <
0o de > 0, hogy

o Az f(z) = b egyenletnek egyetlen megoldasa az B(a,d) halmazban a
z = a (és ez k-szoros érték), és

o Barmely w € B(b, ) szamra az f(z) = w egyenletnek pontosan k
kiillonb6z6 megoldésa van a B(a, ) halmazban, és ezek mind egyszeres
értékek.

f(2)

v

Bizonyitas. Elég azt az esetet igazolni, ha a = b = 0.

Vélasszuk dp-t olyan kicsinek, hogy a 0 < |z| < &y korlapon f # 0 és f" # 0;
ezt biztosan megtehetjik az unicitdstétel miatt. Ezzel biztositjuk, hogy f(z) =0
egyetlen megoldasa a z = 0, és minden mas érték egyszeres.

Ha kaptunk az ellenségiinktol egy neki tetsz6 0 < § < g sugarat, akkor a mi
lépésiink:
e = min|f(z)]

(¢ > 0, mert a kérvonalon f # 0.)
Most tjra az ellenség 1ép: mond egy w € B(a, ¢) szdmot.

A |z| = § kérvonalon |f| = € > |w|. A Rouché-tétel miatt a B(0,¢) korlapon
az f(z)—w fiiggvénynek ugyanannyi gyoke van, mint az f(z) fiiggvénynek, vagyis
pontosan k darab.

Ha w = 0, akkor a f(z) = w egyenlet egyetlen, k-szoros megoldasa a 0.

Ha w # 0, akkor a 0 nem megoldas; a k darab megoldas a B (0,0) pontozott
korlapon van.
Ott viszont f’ # 0, tehat a k& megoldas mindegyike egyszeres érték.

Tétel (A nyilt leképezés tétele)

Ha f holomorf és nem konstans a D tartomanyon, akkor D barmely nyilt
részének képe nyilt.

Bizonyitas. Az kell, hogy barmely b € f(D) pont belsé pontja a képhalmaznak.

Legyen b = f(a), a b multiplicitdsa az a-ban k. A lokélis értékeloszlas tétele
miatt van olyan € > 0, hogy B(b, ) minden pontjat legalabb k-szor felveszi f.
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Ezért biztosan B(b,e) < f(D); a b belsé pontja f(D)-nek.

Tétel (a lokélis inverz létezése)

Legyen f holomorf az a pontban. f(a) = b. Az f(z) fuggvénynek akkor
és csak akkor 1étezik holomorf g(w) lokélis inverze a b pont koriil, amelyre

g(b) = a, ha f'(a) # 0.

Bizonyitas. Legyen k a b multiplicitdsa az a pontban, és legyen &y az a sugar,
amelyet a lokalis értékeloszlas tétele eloir.

Tekintsiink egy tetszéleges 0 < § < d sugarat és a B(a, d) korlapot. A lokalis
értékeloszlas tétele miatt van olyan € > 0, hogy barmely w € B(b,e) értéket f
pontosan k-szor vesz fel.

= Ha f'(a) = 0, akkor k£ > 2. Tetsz6legesen kicsi B(a,d) korlapon lesz k
kiillonboz6 pont, ahol f értéke megegyezik, tehat f nem lehet injektiv az a pont
semmilyen kornyezetében sem.

< Ha f'(a) # 0, akkor k = 1.

A lokalis értékeloszlds tétele miatt van olyan € > 0, hogy barmely w € B(b, ¢)
értéket pontosan k = 1-szer vesz fel f a B(a,dy) korlapon.

B(a,9) f(B(a,d))

Az f folytonossdga miatt van olyan 0 < § < dg, hogy f(B(a,d)) < B(b,e).
Ezzel a valasztassal barmely z € B(a,d) esetén a w = f(z) szamot a fiiggvény
pontosan egy helyen veszi fel a B(a, dy) korlapon, és ez a hely maga a z. Tehét,
f injektiv a B(a, d) koérlapon.

A nyilt leképezés tétele matt az f(B(a, §)) halmaz nyilt, és az f(z) ugy felelteti
meg kolesondsen egymdasnak a B(a,d) és a f(B(a,0)) halmazokat, hogy nyilt
halmazok képe nyilt, vagyis a lokélis inverz g = f~! fiiggvény is folytonos.

Az inverz fuggvény differencialdsi szabédlya szerint ha g lokalis inverze f-nek,

1
[ # 0 és g folytonos b-ben, akkor g differencidlhato, és ¢'(f(z)) = Fiz)
2

Alternativ bizonyitas az inverz fiiggvény léte-
zésére és differencialhatésagara

Tegytik fel, hogy f(z) holomorf az a pontban, f(a) = b és f'(a) # 0.



Az unicitastétel miatt elég kis r > 0 esetén az f csak egyszer veszi fel a
b értéket a B(a,r) halmazon. Legyen d = min|,_,—, |f(2) — b]. A Rouché-tétel
miatt barmely w € B(b, d) értéket az f pontosan egyszer vesz fel a B(a, ) korben,
és ez a hely az altalanositott argumentumelv szerint

1 f'(2)

2m |z—al|="r f(Z) -—w

Ez a paraméteres integral viszont differencialhato:

IRV o F) ), 1 ()
(@) = 5 aw<z-f@)_w)dz—QWLLﬂwJ(f@y_wydz

|z—al|=r

fH(w)

Példa (Egyvaltozés implicitfiiggvény-tétel)

Tegyiik fel, hogy f(z,w) kétvaltozds komplex fiiggvény, folytonos az (a,b)
egy kornyezetében, mindkét valtozo szerint holomorf, f(a,b) = 0 és
D5 f(a,b) # 0. Ekkor létezik az a pontnak olyan A kérnyezete és a b pontnak
olyan B kornyezete, hogy

(a) Béarmely z € A ponthoz van egy egyértelmii w = g(z) € B pont,
amelyre f(z,w) = 0;

(b) A g: A — B implicit fiiggvény holomorf;

Dif(2,9(2))

(©) 9 = =57z (2

Bizonyitas. (a) Valasszunk olyan kis r > 0 sugarat, hogy a |w — b| < r zart
korlemezen f(a,w) injektiv. Legyen m = miny,_ < |f(a,w)|, B = B(b,r), és
A olyan kis kornyezete a-nak, hogy a z € A, |w — b| = r halmazon |f(z,w) —
fla,w)| < m.

Vizsgaljunk egy rogzitett z € A pontot. A |w — b| = r korvonalon |f(z,w) —
fla,w)| <m < f(a,w). A Rouché-tétel szerint a w — f(z,w) és a w — f(a,w)
fliggvénynek ugyanannyi gyoke van. Mivel f(a,w) injektiv, egyetlen, egyszeres
gyoke van, a b. Tehat, pontosan egy olyan w € B létezik, amelyre f(z,w) = 0.

(b) A g(z) implicit fiiggvényt az &ltalanositott argumentumelv segitségével
felirhatjuk integral alakban. A ¢(z) szam az f(z,w) = 0 egyenlet egyetlen meg-

oldésa, egyben a megolddsainak dsszege a |w — b| < r korben, vagyis
1 D

9(2) = 5— w. DI &0 g,

2mi |lw—b|=r f(Z, ’LU)

Azt a Young-tételnél lattuk, hogy f(z,w) akdrhanyszor differencialhaté, ezért ez
a paraméteres integral is holomorf.



(c¢) Ugyanaz, mint valésban: az f(z,g(z)) = 0 azonossagot derivaljuk:

Dif(2,9(2)) + D2f(2,9(2)) - ¢'(2) = 0.
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