19. Az egységkor konform automorfizmu-

sai

Konform megfeleltetések. Az egységkor 0-t fixen hagyd automorfizmusai a forga-

tasok. A ff;z alak linedris tortfuggvények. Az egységkorlemez konform auto-
morfizmusai. A korlemezek és félsikok konform ekvivalensek, és kozottiik minden
konform megfeleltetés linedris tortfiiggvény. Az f_:—%z alakl tortek kiemelése az

egségkorben holomorf fliggvényekbél. Véges és végtelen Blaschke-szorzatok.

Definici6

Legyen D; és Dy két tartomany és f : D; — Ds.

Az f(2) konform, ha holomorf és lokalisan injektiv (vagyis a derivaltja nem
0).

Az f(z) biholomorf, ha holomorf és bijektiv. (Ebbdl kovetkezik, hogy az
inverze is holomorf.)

\ J

Megjegyzés. Ha f : Dy — Dy bijektiv, akkor nincs kilonbség. A magyar
nyelvii konyvek egyszerien csak konform(is) megfeleltetésnek nevezik a biholomorf
f Dy — Dy bijekciokat.

(Eredetileg a "konform" szégtartot jelent: differencidlhatd, lokdlisan injektiv
és szogtarto.)

Definici6

Két tartomany, D, és Dy konform ekvivalens, ha létezik kozottik konform
megfeleltetés, vagyis biholomorf bijekcid.

Az D — D konform megfeleltetéseket D konform automorfizmusainak ne-
vezziik.

Tétel

Az egységkorlemeznek a 0-t fixen tarté konform automorfizmusai a forga-
tasok.

Bizonyitas. A forgatasok persze automorfizmusok; a megforditas (a "csak') a
kérdés.

Tegyiik fel, hogy f(z) konform automorfizmusa az egységkornek, és f(0) = 0.

A Schwarz-lemma szerint | f'(0)| < 1, és egyenldség csak akkor lehet, ha f(z)
forgatas.

Legyen g = f~!. Ez is konform automorfizmus és ¢g(0) = 0, tehat |¢'(0)] < 1.
Az inverz fuggvény differencidlési szabalya miatt f'(0) - ¢’(0) = 1.
Mindez csak gy lehetséges, ha |f'(0)] = |¢'(0)| = 1, és f és g is forgatas.



Lemma

Legyen |a| < 1 és

(2) zZ+a
z) = .
v 1+az

A ¢(z) fuggvény konform automorfizmusa az egységkorlemeznek, p(—a) =
0 és ¢(0) = a.

Az inverze:
zZ—a

—1 _
o (2) 1—az

Bizonyitas. ¢(—a) = 0 és ¢(0) = a trividlis. Tovabba ¢(—1/a) = w0 és

p(0) = 1/a.
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Az egységkorvonalon |z| =1 és |1 +az| = |Zz + az| = [Z + a| = |z + a, tehat
lo(z)] = 1; a korvonal képe 6nmaga.
A figgvény a 0 belsé pontot az a belsé pontba képezi, tehat a korlemezt a

korlemezbe.
Az inverzt akdr ki is lehet szamolni, de 4 pont képét is ellendrizhetjik: ¢ !(a) =

0, ¢ 1(0) = —a; a tiikorképekre p~1(1/a) = o0, o1 () = —1/a.

z+a .
Az egységkor konform automorfizmusai az T+ alaku linearis tortfiigg-
az

vények,
ahol |a| <1 és |e] = 1.

Bizonyitas. Trivi irdany: az ilyenek tényleg konform automorfizmusok.
Tegytik fel, hogy f(z) konform automorfizmusa D-nek, és f~1(0) = —a.

D D D

zZ—a

Legyen ¢(z) = —.
1—-az
A g = f oy egy olyan automorfizmusa D-nek, amelyre ¢(0) = f(p(0)) =
f(=a) =0,
Tehét g egy forgatés, g(z) = ez valamilyen egységnyi e-nal.

f2)=glg (=) =c ¢ (z) =¢- fjjz.




o Béarmely két korlemez vagy félsik konform ekvivalens. (Megengedhet-
juk kérvonal kiilsejét is.)

o Barmely két korlemez vagy félsik kozotti konform megfeleltetés line-
aris tortfiggvény.
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Bizonyitas. (a) Elég azt igazolni, hogy barmely zart korlemez vagy félsik
konform ekvivalens az egységkorlappal. A félsikokat és korok kilsejét alkalmas
tiikrozott inverzioval korlapba képezhetjiik, majd alkalmazunk egy eltolast és
nagyitast.

Az igy kapott leképezés linearis tortfiggvény.

(b) Tegyiik fel, hogy f konform megfeleltetés a D; és Dy korlemezek vagy
félsikok kozott.

Legyen ¢ : Dy — D és ¢ : Dy — D egy-egy linearis tortfiiggvény, amely
megfeleltetés az egységkorrel.

¥
D D,

D, D

A g = 1o foptaz egységkornek konform automorfizmusa, tehét linedris
tortfliggvény.
Akkor viszont f =11 o g o ¢ is linedris tortfiiggvény.

Tétel

Egy konform leképezést két korlemez kozott egyértelmiien meghataroz
« Harom hatérpont képe (azonos koriiljardssal);
o Egy belso pont és egy hatarpont képe;

» Egy bels6 pont képe, és ott a derivalt irdnya. (A derivalt abszolut
értéke egyértelmii.)

Bizonyitas. (a) A 3 pont meghatarozza a kort; a sorrend meghatérozza, hogy
a kép kiviil van, vagy beliil.

D, D,

+a

(b) Elég az egységkorlemezre bizonyitani; 12 alaku fuggvényekkel kombi-

nalva elérhetjiik, hogy a megadott pont és a képe is a 0 legyen; utdna a megadott
hatarpont megmondja, hogy melyik forgatasrdl van szo.
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(¢) Ugyanaz, mint a (b), csak a forgatast nem egy hatdrpont, hanem derivalt
iranya mondja meg;:

(Yo fop)(c)=v'(0) f(0) ¢(c).

Gyoktényezok és Baschke-szorzatok

Az egységkorlemezt szeretjiik azonositani a Poincaré-féle kormodellel, a
fels6 félsikot pedig a félstkmodellel.

A konform automorfizmusok a modellek irdnyitéstarté egybevagdsigai.

Tegyiik fel, hogy f(z) holomorf az egységkorlemezen, egy gyoke a.
l-%
Legyen g(z) = f(2) - z—ctzz' Ez a fuggvény szintén holomorf (az a-ban

megsziintethetd szingularitdsa van), és supyp |g| = supp |f]-

Bizonyitas. A maximum-elv miatt

sup|f| = lim max|f(z)| és suplg| = lim max|g(2)|.
D r D r

—1—|z|=r —1—|z|=r

zZ—a

< (maxg(=)1),

max | f(z)| = max |g(z) - |z|=r

|z|=r |z|=r

1—az

sup|f] = lim max|f(2)] < lim max|g(z)| = sup|g|.
D rol=z|=r r=l=jz|=r D

Ha |z| — 1—, akkor 1Z —_a ‘ — 1 egyenletesen, ezért
—az
z— z—a
glliflf(Z)l max 9(2) - 7= max lg(2)] min |\,

sup|f] = lim max|f(z)] = lim max|g(z)| = sup|g|.
D r=l=z|=r r=l=z|=r D



Kovetkezmény

Ha n gyok van: aq,..

k=1

szorzatot.

sével.

Az egységkorben holomorf fiiggvényekbdl kiemelhetok az IZ —

2
"gyoktényezok" gy, hogy a fliggvény szuprémuma nem valtozik meg.
., ay, akkor kiemelhetjik a

n
[
1—agz

Az ilyen tipusu szorzatokat véges Blaschke-szorzatoknak nevezziik.

1—
Ugyanigy pélusokat is megsziintethetiink az

alaka

i alaku tortek kiemelé-

Polinomok és Blaschke-szorzatok

Sok, a sikon polinomokra vagy egészfiiggvényekre vonatkozé tétel atirhat6 a kor-

modellre és Blaschke-szorzatokra.

Polinom

c- 1_[(2 —ag)
k=1

(a sik irdnyitdstarté egybevagdsdgainak szor-
zata)

Pl. Gauss—Lucas tétel: Ha f legaldbb méasod-
fokt polinom, akkor f gydkeinek konvex burka
tartalmazza [’ gyokeit.

Pl. A polinomok jellemzése: ha f(z) egész-
fuggvény, és hHOlO = o0, akkor f(z) polinom.
z—>

véges Blaschke-szorzat
n
zZ — ag
==
Pl 1—agz

(a kormodell irdnyitastarté egybevagosigai-
nak szorzata)

Ha f legalabb kéttényezds Blaschke-szorzat,
akkor f gyOkeinek a kormodellben vett kon-
vex burka tartalmazza f’-nek az egységkorbe
es6 gyokeit.

Ha f:D — D holomorf, és lim |f(z)| =1,

|z|]>1-0
akkor f(z) véges Blaschke-szorzat.

Végtelen Blaschke-szorzatok

Végtelen sok Blaschke-tényezo esetén biztositani kell a konvergenciat. Ezt tgy

oldjuk meg, hogy a 0-beli értékeket pozitiv valds irdnyba forditjuk (kivéve a

tényezot):

2—0
1-0z

[ee}
T _aw] 2 an
Pl ar l—apz)’

Ettol legalabb a 0-ban konvergens, és tetszés szerint dtrendezhetd a szorzat.



Tétel (végtelen Blaschke-szorzat konvergenciaja)

¢ A Blaschke-szorzat lokdlisan egyenletesen konvergens.

[e¢]
e Ha Z (1 — |ag|) = oo, akkor Blaschke-szorzat a konstans 0.
k=1

Q0
e Ha Z (1 —|ak|) < oo, akkor Blaschke-szorzat nem a konstans 0, és
k=1
a gyokei a, as, .. ., tovibba m > 0 esetén a 0.
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