20. Riemann-alaptétel

Riemann-alaptétel. Barmely két, a teljes siktdl kiillonboz6, egyszeresen 6sszefiiggd
tartomany konform ekvivalens. A teljes sik nem konform ekvivalens az egység-
korlemezzel. Hurwitz-tétel. Injektiv fiiggvények lokélisan egyenletes limesze. A
Riemann-alaptétel bizonyitasa.

Tétel (a konform leképezések alaptétele; Riemann-alaptétel)

Legyen D # C egyszeresen Osszefiiggd tartomany és zy € D. Ekkor 1étezik
egy egyértelmii f : D — D konform megfeleltetés, amelyre f(z9) = 0 és
f'(20) pozitiv valos.

-
.

Kovetkezmény

Barmely két, a teljes siktél kiillonbo6zo, egyszeresen osszefiiggd tartomany
konform ekvivalens.

Megjegyzés. A tételben a kivétel a teljes sik. A teljes sik nem konform ekviva-
lens az eqységkirrel, mert ha f : C — D holomorf, akkor a Liouville-tétel miatt
csak konstans lehet.

Az egyértelmiiség bizonyitasa

Tegyiik fel, hogy f(z) és g(z) olyan D :— D konform megfeleltetések, amelyekre
f(z0) = g(z0) = 0, valamint f'(29) és ¢'(20) is pozitiv valés. Azt kell igazolnunk,
hogy f =g.

Vizsgéljuk a ¢ = f o g ! leképezést.
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e A ¢ konform automorfizmusa egységkornek,

« ¢(0)=0,¢s

/ = f(z5) - -1/ = /ZO' !
¢ 0= F0) (7)) = o) s

Ez egyértelmilen meghatarozza a ¢ konform automorfizmust: ¢(w) = w, vagyis

=g

pozitiv valés.



A megfeleltetés 1étezésnek bizonyitasa

A 1§ 6tletet a Schwarz-lemméabdl meritjiik.

Legyen
Fo = {f : D — D holomorf, f(0) = o}.

A Schwarz-lemma szerint:

o Barmely f € Fy esetén |f'(0)| < 1.

e Barmely f € Fy akkor és csak akkor automorfizmusa az egységkornek, ha

[1'(0)] = 1.

Tehat: f e Fp akkor és csak akkor konform automorfizmus, ha |f/(0)| maximalis.

A Riemann-alaptétel bizonyitdsahoz legyen

= {f : D — D holomorf és injektiv, f(z9) = 0, f'(z0) pozitiv valés}.

Olyan fy € F fiiggvényt fogunk vélasztani, amelyre f{(zp) maximalis.

Segédtételek

Lemma (a logaritmus- és a hatvanyfiiggvények létezése)

Ha D egyszeresen 6sszefiiggd, f : D — C holomorf és f # 0, akkor D-n
létezik log f-nek és minden a-ra f“-nak holomorf dga D-n.

Lemma (Weierstrass-tétel)

Ha D c C tartomény, fi, f2,... : D — C holomorfak és f,(z) — g¢(z)
lokalisan egyenletesen, akkor g holomorf és f/(z) — ¢'(z) lokélisan egyen-
letesen.

Lemma (Vitali-Motel tétel)

Ha D < C tartomany, fi, fa,... : D — C holomorfak, és egyenletesen
korlatosak, akkor kivalaszthato koziiliik lokalisan egyenletesen konvergens
részsorozat.

. J

Lemma (Hurwitz-tétel)

Tth. g, fi1, f2,... holomorf a D tartoményon, f, — g lokdlisan egyenlete-
sen, a € D és b = g(a). Ekkor g vagy konstans, vagy az a barmilyen kis
kérnyezetében, elég nagy n-re az f,(z) fiiggvény felveszi a b értéket:

V6 >0 dny VYn>ng Jwe B(a,d)nD f,(w)="0.

Bizonyitas. Felteheto, hogy a = b = 0.



Legyen 4y olyan sugér, hogy B(0,dy) < D, és a 0 < |z| < dy korlapon g # 0.
Ha ilyen sugér nincs, akkor g gyokei torlédnak a 0-ban, de akkor az unicitastétel
miatt g konstans.

Tekintsiink egy tetszdleges 0 < 0 < d¢-t, és legyen ¢ = II»ﬂi% }g(z)‘

Az egyenletes konvergencia miatt van olyan ng, hogy minden n > ng-ra, a
|z| = ¢ korvonalon

|9(2) = fal2)| < & < g(2)]-

A Rouché-tétel miatt a |z| < § korben a f,(z) fiiggvénynek ugyanannyi gyoke
van, mint a g(z) figgvénynek, vagyis legaldbb egy.

Kovetkezmény

Injektiv fiiggvények lokalisan egyenletes limesze vagy konstans, vagy injek-
tiv: ha g, f1, f2,... holomorf a D tartoményon, mindegyik f, injektiv és
fn — g lokalisan egyenletesen, akkor g vagy konstans, vagy injektiv.

Bizonyitas. y Tegyiik fel, hogy g nem konstans, és nem is injektiv.
Legyen aq,as € D két kiilonb6z6 pont D-ben, amelyekre g(a;) = g(az) = b.

D

Vélasszunk olyan 0-t, amelyre a B(a;,0) és B(as,d) diszjunktak, és részei
D-nek.

A Hurwitz-tétel miatt vannak olyan m; és no kiiszobindexek, hogy n > n;
esetén b € f,(B(a1,0)) és n > ny esetén b€ f,(B(as,d)).

Ha n > max(ny, ny), akkor f,(z) mindkét kérlapon felveszi a b értéket; de ez
ellentmond annak, hogy f,, injektiv. 4

A Riemann-alaptétel bizonyitasa, 1. 1épés

1 Allitas. A F = {f : D — D holomorf és injektiv, f(z) =0, f'(z0) pozitiv valés}

halmaz nem dres.

Bizonyitas.



D # C, vagyis van olyan a komplex szam, amelyre a ¢ D. Legyen g(z) =
log(z — a) a logaritmus valamelyik holomorf 4gaval. Barmely szdmnak legfeljebb
egy logaritmusat veszi fel g, tehat g-nek nem lehet értéke a g(D)+2mi halmazban.
Ez a halmaz nyilt; legyen B(b, r) egy korlap a g(D) + 27 halmazban; ekkor tehat
lg(z) = b] = r.

Ezek utan legyen h(z) = g(z)r_ ) erre |h| < 1. A hinjektiv, tehat a derivaltja
nem nulla.

Legyen ¢ = h(z) és f(z) = (h(z) — ¢) - |Z:Zg;| : ; Erre a fiiggvényre
1f(2)] < (Jh(2)| +¢) - 2 <1, f(z0) = 0és f'(z) = |h/(320>|, ami pozitiv valds.
Tehét, f € F.

2. 1épés

2 Allités. Legyen M = sup {f’(O) . fe .7-"}. Ekkor 0 < M < 0.

Bizonyitas. Az F nemiires, van olyan f eleme, amelyre f'(z9) > 0; ezért
M = f'(z) > 0.

Az zy belsd pontja D-nek; legyen r > 0 olyan, hogy B(z,7) < D.
> &)
Barmely f € F esetén |f| < 1, igy
1 11 1
J f(z)dz'<-27rr=,
|z—z0|="r ( 2

271 z— zp)?

f'(z0) = |f'(20)| =

ezért M <

S |-

3. lépés
3 Allitas. Van olyan fo € F, amelyre fi(z) = M. Vagyis, M = max {f'0): fe
F}.

Bizonyitas. A szuprémumhoz tarthatunk alulrél, igy biztosan vannak olyan
fi, fa, ... € F fuggvények, amelyekre f/(z) / M.

Ezek a fliggvények az egységkorbe képeznek, ezért egyenletesen korlatosak.
A Vitali-Montel tétel szerint kivalaszthatd koziliik egy lokalisan egyenletesen
konvergens f,,, fn, - .. részsorozat. Ennek limesze legyen fj.

4



A Weierstrass-tétel miatt fo = klim fn, holomorf, és f; — fg lokdlisan egyen-
— 00
letesen; specidlisan a zp pontban fj(z0) = lim f (20) = M.

Az fy az f,, injektiv fiiggvények lokalisan egyenletes limesze, tehat f, vagy
konstans, vagy pedig injektiv. De az f, nem lehet konstans, mert példaul f}(zy) =
M > 0. Tehat fj injektiv.

Mivel |f,| < 1, az biztos, hogy | fo| = khm | fr.| < 1; de mivel fy nem konstans,
—00

a maximum-elv miatt (vagy a nyilt leképezés tétele miatt) az is igaz, hogy | fo| < 1.

Ezek utan fo : D — D holomorf és injektiv, és f{(z0) = M.

4. (utolsd) lépés
4 Allitas. f, szirjektiv: fo(D) = D.

Bizonyitas. N Tegyiik fel, hogy fo nem sziirjektiv; van egy olyan a € D érték,
amit nem vesz fel. Az a nem lehet a 0, mert fy(z9) = 0. Irjuk a-t re alakban,
ahol 0 <r <1 és € egységnyi komplex szam.

Legyen g(z) a kovetkez6 leképezéseknek a kompozici6ja:

O 100

z + T -
1+rz e 1 - f?

¢1(z) = —€z; ez az a-t a (—r) pontba forgatja.

©2(2) = £ a D automorfizmusa, a (—r) képe a 0, a 0 képe az 7.

03 a wg(gpl(fg( ))) halmazon a \/5 nek az a holomorf dga, amely r-et /r-be
képezi. A ps(p1(fo(D))) halmaz egyszeresen sszefiiggd, nyilt, nem tartalmazza
a 0-t, igy létezik rajta 1/z.

p4(z) = 12__\/\/;2; a D automorfizmusa, a 1/ képe a 0.

Y2 =

©5(z) = —ez; az els6 forgatds inverze.

Ezek kompozicidja, a g = @5 0 940 30 s 0 1 0 fy fliggvény is holomorf és
injektiv D — D leképezés, g(z9) = 0.
A 3 inverze a 22, kiterjeszthet6 az egész egységkorre. A

h=o opylopslop ! ops?

egy holomorf D — D fiiggvény, de nem injektiv.
A Schwarz-lemma miatt |A/(0)| < 1, tehat

fo(20)
h(0)

/()] = Towm {

Alternativ befejezés:
A g = ps0p10p30090¢p7 0 fj fliggvény derivaltjat kozvetleniil is kiszamolhatjuk.
o fo(20) = M;

/

o ¥1(0) = -5



() 1.(1+(rlzzr;;“)é (z+7) _ (114:;)2’ tehdt 4 (0) = 1— 1% =
(1+7r)(1—r);

L (= rz) + 1 (2 —/7) 1—r b o _ 1
Al = 1 iy Ty O

Osszeszorozva: ¢'(z0) = fj(20) - ©1(0) - 5(0) - 5(r) - @ (v/r) - 05 (0) = M - 121_/;

szintén pozitiv valés, tehdt g € F. A szdmtani-mértani miatt 1 4+ r > 24/ , de
akkor ¢'(zy) > M.
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