21. A tiuikrozési elv

Caratheodory tétele (bizonyitas nélkiil). Tiikrozési elv. Tiikrozés korvonalakra.
Bizonyitas a kis Picard-tételre

Tétel (Caratheodory)

Ha D, és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszerl zart gorbe belseje),
és f : D1 — Dy konform megfeleltetés kozottiik, akkor f kiterjesztheto
D{ — D, homeomorfizmussa.

Példa. Konform megfeleltetés helyett diffeomorfizmussal nem igaz, pl.

f:D—-D, f(re") = et

Kovetkezmény

Ha D; és D, Jordan-tartomanyok (egy-egy egyszerl zart gorbe belseje),
akkor a Di; — Dy konform megfeleltetéseket egyértelmiien meghatarozza

« Harom hatérpont képe (azonos koriiljardssal);
o Egy belso pont és egy hatarpont képe;

o Egy bels6 pont képe, és ott a derivalt iranya.

Kiterjesztések

o TObb egyszeri, zart gorbével hatarolt tartomanyok
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o To6bbszoros hatarpontok

&
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Tétel (tiikrozési elv)

Legyen D tartomany a felsé félsikban, amelynek a hatara tartalmazza az [
intervallumot, és legyen D’ a D tiikorképe a valds tengelyre.
Tegyiik fel, hogy f holomorf D-n, folytonos (D u I)-n, és I pontjaiban
Im f = 0. Ekkor f holomorfan kiterjeszthetd (folytathaté) a Dy = (D u
I u D') tartomanyra ugy, hogy a D’ pontjaiban f(z) = f(Z).
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Bizonyitas. Az I pontjaiban a két képlet ugyanazt adja, igy a kiterjesztett
fiiggvény folytonos Di-en. Azt is tudjuk, hogy holomorf D-n és D'-n.
Annak bizonyitasdhoz, hogy f holomorf, elég a Morera-tételt ellenérizni olyan

Di-beli hdaromszogekre, amelyeknek van pontja I-n.
Vagjuk el I-vel a haromszoget, és sziikitstik a tar-

tomanyt gy, hogy a maradék is tartalmazza a hé-
romszoglemezt, és f egyenletesen folytonos legyen.
A haromszog két fele, P, és P_ egy-egy zart poli-
gon az D v I, illetve a D u I halmazban; elég azt
igazolni, hogy mindkét poligonon 0 a vonalinteg-
ral.

Ha a P, poligont ei-vel eltoljuk a fels6 tartomany
belsejébe, akkor a vonalintegral 0 lesz; az egyenle-
tes folytonossag miatt

f(z)dz= lim f(z +¢ei)dz= lim f(z)dz=v
Py e—+0

Py e=+0 Py +ei

és ugyanigy §, f(z)dz = 0.

Akinek kalapacsa van...

Mire lehetne még titkkrézni?

o Az I lehet egy masik egyenes tetszoleges szakasza

o Az I lehet egy koriv. (A kozéppontba nem terjeszt ki)



o Az f figgvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy masik egyenes
pontjai

o Az f fuggvény I pontjaiban megengedett értékei lehetnek egy kor pontjai,
de a kozéppont képe oo lesz.

Bizonyitas a kis Picard-tételre

Tétel (kis Picard-tétel)

Ha egy egészfiiggvény nem konstans, akkor legfeljebb egy kivétellel minden
komplex értéket felvesz.

Bizonyitas. FElég azt igazolni, hogy nincs olyan f egészfliiggvény, ami nem veszi
fel a 0,1 értékeket.

Vegytink fel az egységkor (a kormodell) hatdrdan harom pontot, és ezeket kos-
sitk Ossze, az egségkorre merdleges korivekkel. Legyen ¢ az a konform megfe-
leltetés, amely a harom koriv kozotti "végtelen" haromszoget megfelelteti a felso
félsiknak gy, hogy a harom cstcs képe a 0, az 1 és a 0.

A haromszoget mindegyik oldalivére tiikkrozziik, és a ¢ fiiggvényt kiterjesztjik
a tiikorképekre. Ezt ismételjik Gjra meg djra; ilyen moédon az egész egységkort
kicsempézziik a haromszog tiikkorképeivel, és a ¢ fiiggvényt kiterjesztjilk az egész
egységkoron holomorf fiiggvénnyé.
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Barmelyik két szomszédos haromszoget és a kozottiik futé korivet ¢ megfelel-
tet egy olyan tartomdnynak, amely a két félsikbodl és a (—0,0), (0,1) és (1,0)
intervallumok valamelyikébdl all.

Jeloljiink ki egy zo pontot, amelyre f(zo) a fels6 félsikban van, tehat ¢ sze-

rinti egyik 6sképe, a az eredeti haromszogben van. Most barmely z pont esetén
definidlni fogunk egy F'(z) pontot az egységkorben gy, hogy ¢(F(z)) = f(2).

Legyen R = sup {T : 16tezik olyan F': B(zp,r) — D holomorf, amire F(zy) = a és ¢(F(z))

A z egy kornyezetében F = o1 o f megfeleld, tehat R > 0.
Az unicitastétel miatt az F(z) értelmes a B(zy, R) kérlapon.

1. eset: R véges.

Ha |w — 29| = R, akkor van olyan B(w,r) korlap, hogy f(B(w,r)) a lila, zéld
és kék szakaszok koziil legfeljebb csak egyet metsz, az X sziniit. Vegyiink egy
b € B(zo,R) n B(w,r) pontot; ennek képe F(w) az egyik haromszogben van;
ha hozzavessziik az X szind oldalat és az mellette levo tiikkorkép haromszoget, a
kettét egytitt o megfelelteti a két félsiknak és az X szinl szakasznak. Ennek a
lokalis p-nek az inverzével F folytathat6 a B(w,r) korlapra: F(z) = o~ 1(f(2)).
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Az |w — zy| = R koérvonal minden pontja koril tudjuk folytatni a fiiggvényt
egy kis (mikiegérfiil alaki) korben. A kompaktsag miatt ezek koziil véges sok is
lefedi a korvonalat. A szomszédos korocskék metszete a nagy korbe is belemetsz,
igy a kétféle folytatas egy kozos folytatast ad. Ezért a flilek egy kozos folytatast
adnak egy kicsivel nagyobb korre. De akkor az F' folytathaté egy R-nél nagyobb
korre is. 4

2. eset: R = o0.

Ekkor F' korlatos egészfliggvény, ezért konstans. De akkor f = ¢ o F' is
konstans. 4

Az elébbi bizonyitast ugy is elmondhatjuk, hogy ha osszekotjik zp-t és z-
t egy v gorbével, akkor ezt a gorbét a lokélis ¢! fiiggvények segitségével az
egységkorbe képezhetjik.
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Ha egy masik, v, gorbével kotjiik Ossze zo-t és z-t, akkor ugyanezt az F'(z)
értéket kapjuk. Ugyanis v és v; homotop C-ben, emiatt fo~y és f oy is homotop
a C\{0, 1} halmazban. Emiatt f o~ és f o~v; ugyanabban a sorrendben metszi &t
a lila, a zold és a kék szakaszokat, ez a lila—z0ld—kék sorozat meghatarozza, hogy
melyik csempében lesz a végpont.
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