5. KFT gyakorlat, 2024. marcius 11. 14°°-153° / marcius 13. 12%°-13%°

5.1. A Morera-tétel segitségével igazoljuk, hogy
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egészfiiggvény.
5.2. Alkalmazhatjuk-e a Vitali-Montel tételt az f,(z) = sin(nz) fliggvénysorozatra a valds egyenes egy kis
kornyezetében?
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5.3. Fejtsiik 1 koriili hatvanysorba az f(z) = ————— fiiggvényt. (Bontsuk parcidlis tortekre, és a
(z+1)(=z+2)

parcialis torteket alakitsuk egy-egy mértani sor 6sszegévé.) Mennyi a hatvdnysor konvergenciasugara?
5.4. Dontsiik el, van-e olyan f: B(0,1) — C holomorf fiiggvény, amelyre elég nagy n € N esetén

(a)f(%)=(_:n; (b)f(%):%; (c)f(%):%; (d)f(%):#.

5.5. (a) Az f(z) fliggvény holomorfaz 1 < |z| < 2 tartomdnyon, és az [1, 2] szakaszon csak valds értékeket
vesz fel. Az f(z) és a g(z) = f(z) figgvények 6sszehasonlitsdval mutassuk meg, hogy f-nek a [-2,—1]
szakaszon is csak valds értékei vannak.
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(b) Miért nem mukodik a megolddsaz 1 < |z| < 2, -3 <argz< 3 tartomdannyal?

5.6. Az f(2) egészfiiggv_ényre |f(1/n)| = 1/n®,han=1,2,..., 6s | f(i)] = 2. Mekkora lehet | f(—17)[? (Vizs-
galjuk a h(z) = f(z) - f(z) fliggvényt.)

Mutassunk példat ilyen tulajdonsagu fiiggvényre.

Hazi feladatok

5.7. Dontsiik el, van-e olyan f: B(0,1) — C holomorf fiiggvény, amelyre elég nagy n € N esetén

(a)f(%): nZZ; (b)f(%):%; (c)f(l) 1

n) cos(nmn+2°

5.8. Az f(z), f(2) és f(—Zz) fliggvények Osszehasonlitdsdval igazoljuk, hogy ha az f(z) egészfiiggvény a
valos és a képzetes tengelyen is csak valos értékeket vesz fel, akkor paros fiiggvény.
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5.9. A g(z) egészfiiggvényre argg(1/n) = P (mod 2r),han=1,2,.... Milehet argg(2)?

Szorgalmi feladatok, irasban beadhat6 marcius 31-ig

Sz 5.1. Nevezziik az f(z) egészfiiggvényt érdekesnek, ha a Re z = (Im z)? parabola pontjaiban Re f(z) = 0.
(a) Mutass példat nemkonstans érdekes fliggvényre.
(b) Bizonyitsd be, hogy minden f érdekes fiiggvényre teljesiil, hogy f'(—3/4) = 0.
(CIIM 2014, Costa Rica)

$z5.2. Legyen0<c<1és
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g =) = L= tel<n.
- n=0

Bizonyitsd be, hogy a, a,, ... mindegyike negativ.
(IMO Shortlist 2006/A2 alapjan)



