10. KFT gyakorlat, 2024. aprilis 22. 14°°-153° / 4prilis 24. 12%°-13%

10.1. Tegytik fel, hogy ¢(z) olyan linedris tortfiiggvény, ami az {z : |z| < 1,Imz > 0} félkort megfelelteti
az 0 < argz < 7 negyedsiknak tgy, hogy az [~1,1] szakasz képe a valds, a félkérvonal képe a képzetes
tengely pozitiv fele, és (p(%) =1.

(a) Hatarozzuk meg ¢(—1) és (1) értékét a szogtartas és az irdnyitastartds (argumentum-elv) segit-
ségével. (Rajzoljunk nyilacskdkat a hatérra.)

(b) Hatdrozzuk meg ¢(2) értékét a szimmetriatartasbol.
(c) Hatérozzuk meg ¢(0), ¢ (0c0), (i) és p(—i) értékét a kettdsviszonytartasbol.

(d) Trjuk fel a ¢(z2) fiiggvényt képlettel, és gondoljuk meg, hogy ez a fiiggvény tényleg megfelelteti a
félkort a negyedsiknak.

10.2. Legyen J = {z: Rez > 0} a nyilt jobb félsik. Az f : ] — J fliggvény holomorf, és f(1) = 1.

(@) frjunk fel olyan ¢ : B(0,1) — J konform megfeleltetést, amelyre ¢(0) = 1. (p_l (2) =2

(b) Trjunk fel olyan v : ] — B(0, 1) konform megfeleltetést, amelyre /(1) = 0. A Schwarz-lemma segit-
ségével hatarozzuk meg v (f(2)) lehetséges értékeit.

(c) Mi a lehetséges f(2) értékek halmaza?
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10.3. Legyen f : B(0,1) — B(0,1) holomorf, és a € B(0,1) az f-nek gyoke. Igazoljuk, hogy |f(z)| < ’ 1Z —da ‘
—az

ugy, hogy

1
(@agz)=f(2):
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b)yah(w)=f ( lu_:_ éZ;) fiiggvényre felirjuk a Schwarz-lemmat.

az

fiiggvényre alkalmazzuk a maximum-elvet;

10.4. (a) Irjuk fel a felsé félsiknak azt az f konform automorfizmusat, amelyre f(0) = 1, f(1) = oo, és
f(loo) =0.

(b) Tegyiik fel, hogy a h konform leképezés a felsé félsikra képezi a K kozépponti ABC szabdlyos
haromszoglemezt, és ez a fiiggvény folytonosan kiterjeszthet6 a hatarra agy, hogy h(A) =0, h(B) =1, és
h(C) =o0. h(K) =? (Vizsgdljuk a h1o fohleképezést.)



Hazi feladatok

10.5. frjunk fel (lehetéleg szamolds nélkiil) egy-egy olyan lineéris tortfiiggvényt, amely
(a) az egységkort a jobb félsikba képezi;
(b) a jobb félsikot az egységkorbe képezi;
(c) els6 siknegyedet az egységkor jobb felébe képezi.

+b
ax p alaku fiiggvény, melyre alkalmas paronként kiilonb6z6 x, ..., x5

10.6. (a) Létezik-e olyan f(x) =
val6s szamokkal

cxX+

fx)=x2, fl2)=x3, [f(x3)=x4, [fxg)=x5 [f(x5)=x1
teljesiil? (KoMaL B. 4650.)
(b) Ha z; = —1, z = 0 és z3 = 1, akkor mi lehet z, és z5? (Kettésviszony)

10.7. Tegyiik fel, hogy f(z) holomorf az egységkor belsejében, f(0) =1 és Re f > 0. Igazoljuk, hogy

1—|z| 1+|z]
<Ref(z) < .
1+ |z 1-|z|

(Komponadljuk f-et linedris tort fliggvényekkel, majd Schwarz-lemma.)

Szorgalmi feladatok, irasban beadhat6 majus 12-ig

$z10.1. Mutassuk meg, hogy a felsé félsik konform automorfizmuscsoportja PSL(2,R), tehét a pozitiv
determindns, 2 x 2-es valds matrixok csoportja, faktorizdlva az egységmatrix tobbszoroseivel.

$z10.2. Legyen a, b, c harom pont az egységkorben, és

z—-a z-b z-c

f@= 1-az 1-bz 1-¢z’
Mutassuk meg, hogy f'(z)-nek (multiplicitdssal szdmolva) pontosan két gy6ke van az egységkor belse-
jében.

$z10.3. Legyen P(x) olyan nemkonstans valés polinom, amelyre P(cos t)2+ P(sin £)? = 1. Mutassuk meg,
hogy P(x) = +Ty(x) valamilyen pératlan pozitiv egész k-val. (T} a k-adik els6faja Csebisev-polinom:
Ti(cost) =coskt.)



