12. KFT gyakorlat, 2024. majus 6. 14°°-15%° / mdjus 8. 12%°-13%

Poisson-formula: Ha u(z) harmonikus az egységkorben, és folytos a hataran, akkor

ulre'®) = 5 [ fle)prlp-)ar

ahol P, (6) a Poisson-magfiiggvény:
1-r? 1+re'?

P.(0)= =Re - 0<r<1).
() 1-2rcosf+r? 1-rei® ( )

12.1. Keressiink az aldbbi tartomanyok kozott konform megfeleltetéseket (képleteket). (Haszndljunk
hatvany-, exponencidlis, logaritmus- és linedris tortfiiggvényeket.)
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12.2. Melyik fiiggvény harmonikus az aldbbiak koziil? Amelyik harmonikus, az melyik holomorf fiigg-
vény valos része, és mi a harmonikus konjugéltja?
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(x,9)—x; (x,y)-—»xz; x2+y2; xz—yz; log(x2+y2);

12.3. Igazoljuk, hogy harmonikus fliggvény parcidlis derivdltjai is harmonikusak.
12.4. Legyen n pozitivegész és -1 < a < 1.
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Hazi feladatok

12.5. Keressiink az alabbi tartomédnyok k6zott konform megfeleltetéseket.
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12.6. Melyik fiiggvény harmonikus az aldbbiak koziil? Amelyik harmonikus, az melyik holomorf fiigg-
vény valos része, és mi a harmonikus konjugaltja?
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X)) =y xy Xy+xy; Xy—xy

12.7. A Mikulds-szigetcsoporttol koriilbeliil kétezer-négyszazhatvan kilométerre északra az Atlanti-6cedn
feneke kilyukadt, amikor belefarédott a Kazincbarcika torpedérombolé. Az elfoly6 viz miatt a felszinen
stabil, nem 6rvényld, forgadsszimmetrikus viztolcsér keletkezett.

A tengelytdl kozepesen nagy tavolsdgban, ahol a vizszintcsokkenés méar mérhet6, de a viz fiiggdéleges
irdnyu sebessége még sokkal kisebb, mint a vizszintes irdnyt sebessége, a viztdlcsér mélységét kozelit6-
leg egy harmonikus fiiggvény irja le. Mi lehet ez a fiiggvény?

Masképpen fogalmazva: Legyen D = {z: r < |z| < R}. Irjuk fel az 6sszes olyan f : D — R fiiggvényt,
amely harmonikus D-n, folytonos D-n, tovdbb4 a két hatdrkéron egy-egy konstans.

(Az egyérteltiség indokldsahoz haszndljuk a maximum-elvet.)

(A Kazincbarcika torpedérombolé igaz torténetér6l Moldova Gyorgy A Lakinger Béla zsebcirkdlé c. sziporkdjaban olvasha-
tunk.)



Szorgalmi feladatok, irasban beadhat6 majus 20-ig

$z12.1. Legyen 0 < a <1, éslegyen a D holdacska az egységkorlemez és
az (a, 1/ a) &mérojt kor kiilonbsége, és legyen f az a konform leképezés,
ami D-t a jobb félsikba viszi tigy, hogy f(a) = oo és f(0) = 1.

(a) Igazoljuk, hogy f tiikrozésekkel kiterjeszthetd az egész stkon mero-
morf fiiggvénnyé. -1 0 1
(b) f(1) =? “

(c) Hol veszi még fel a (kiterjesztett) fliggvény az 1 értéket?

(d) Mutassuk meg, hogy f csak raciondlis tortfiiggvény lehet.
(e) A fiiggvény gyokei és polusai alapjan irjuk fel f-et képlettel.
$z12.2. Mutassuk meg, hogy ha egy kétvaltozos valds polinom harmonikus, akkor egy komplex polinom
valos része.

Sz12.3. Legyen B(0,1) = {z: 0 < |z| < 1} a kilyukasztott egységkorlemez. Bizonyitsuk be, hogy ha u :
B(0,1) — R harmonikus, akkor van olyan holomorf f : B(0,1) — C fiiggvény és ¢ € R valés szam, ame-
lyekre u(z) = Re f(z) + c-log|z|.
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