Emlékeztet6 a valés analizis el6adasokrdl (mat. BSC, ,,intenziv” szint), 2010. 8sz

1. el6adas, szeptember 14.

Megbeszéltiik az eléadas jatékszabdlyait. Tegezodiink, az el6adasok mindig ora 10-t6l 55-ig tar-
tanak. Cstuitortokon megbeszéljiik a ZH idopontokat. Hazi feladat elolvasni a ”"Rovid torténeti
bevezetést” (tankonyv 7-14. oldal). A bevezet6bél elmondtam, hogy képzelték el a derivéldst és
az integralast, és hogy hényféle mas mennyiséget hasznalunk intuitivan, ami valdjaban valami-
lyen hatarérték. A logikai alapfogalmakat az utolsé 5 percben elkezdtiik (éllitds, zart és nyitott
allitds/mondat, és/vagy/tagadas/implikéacié/ekvivalencia, a két kvantor).

2-3. elbadas, szeptember 16.

Megbeszéltiikk a ZH idopontokat: november 5. 15-17 és december 10, 16-18. Megvoltak a logikai
alapfogalmak, és a halmazok (TK 15-28) .

4. eléadas, szeptember 21.

Megvoltak a fiiggvények és sorozatok, kb. annyira részletesen, mint a konyvben (TK 26-29).
Kimondtam a 9 és fél testaxiomat, bebzonyitottuk, hogy a 0 és az 1 egyértelmii, tovabba az
ellentett és a reciprok egyértelmii. Definidltuk a —a, 1/a, a—b és a/b jeloléseket. Bebizonyitottuk,
hogy a-0 = 0 (TK 32-34, 57-58). Néhany hasonld tételt a gyakorlaton kellene bizonyitani, ezeket
a kovetkezo el6adédson csak ki fogom mondani:

e ha ab =0, akkor a =0 vagy b =0

e —(—a)
e (a—b)—c=a—(b+c¢)
(

o —a=(-1)-a
o (—a)-b=—(ab)

o 1/(a/b) = b/a

e (a/b)-(c/d)=(a-c)/(b-d)

e asszociativ muveletek atzardjelezhetosége

5-6. elbadas, szeptember 16.

Megvoltak a rendezési axiomak, az Arkhimédészi és majdnem teljesen a Cantor-axioma (TK
34-39, 58-59). A gyokvondsra (2.6. tétel) mar nem maradt id6.)

7. eléadas, szeptember 28.

Megcsinaltuk a gyckvonast (minden a > 0-hoz létezik pontosan egy b > 0, amire v* = a) (TK
39-41). Definidltuk a k-adik gyokot. Megvoltak a tizedestortek (42-44).



8-9. elbadas, szeptember 29.

Befejeztiik a szamegyenest, definidltuk az intervallumokat és a ”sfiri” fogalmét (TK 45-47). El-
felejtettem elmondani, hogy az irracionélis szdmok halmaza siiri. (Majd holnap.) Feladtam hazi
feladatnak, hogy minden konvex halmaz intervallum. (Gyakorlaton megbeszéljiik.) Megvoltak a
korlatos halmazok (TK 48-52). Definidltuk az iires halmaz szuprémumat és infimumét is. Bebi-
zonyitottuk, hogy ha A, B C R nemiires halmazok és Va € AVb € Ba < b, akkor sup A < inf B.

A konyvben a 49. oldal 4. sora pontatlan, Helyesen:

(A véges és nem iires) = (max A létezik) = (A feliilr6l korlatos)

Bizonyitas nélkil elmondtam, hogy a 9 test + 4 rendezési axiémabdl és a teljességi tételbol
(axiémébol) kovetkezik az arkhimédészi és a Cantor-axiéma.

Elmeséltem, hogyan lehet oroszlant fogni teljességi tétellel. Példanak elkezdtiik a k-adik
gyokot, de még nem fejeztiik be.

10-11. el6adas, szeptember 30.

Befejeztiik a gyokvonast teljességi tétellel.

Poétoltam, hogy az irraciondlis szamok halmaz stirt.

Megvolt a hatvanyozés elejétél a végéig (TK 53-56).

Elkezdtiik a végtelen szamsorozatokat. Definialtuk a sorozatok alulrél és feliilrol valo korlatossagat,
és a véges hatarértékeket (TK 61-65). Bebizonyitottuk a véges hatarérték egyértelmiiségét, és
azt, hogy minden konvergens sorozat korlatos.

12. el6adas, oktéber 12.

Befejeztiik az 3. fejezetet (TK 73. oldal végéig): megvoltak a végtelen hatérértékek, egységes
hatarérték definicié kornyezetekkel, hatarérték és korlatossag kapcsolata, egyértelmiiség, az nP,
a, /a és {/n hatarértéke.

13-14. eldadas, oktéber 14.

Elmondtam A hatdrérték alaptulajdonsagait (TK 74-76) és a Monoton sorozatokat. Definidltuk
az e szamot, de kimaradtak az n! becslései (TK 90-94). Az alapmiiveletekkel a hdnyados sorozat
hatarértékének végéig jutottunk el, a 4.20. tételre mar nem maradt id6 (TK 79-85).

15. el6adas, oktéber 19.

Definialtuk a torlodasi pontot, megengedve a végtelen torlédasi pontot is. Definidltuk szamsorozat
limsup-jat és liminf-jét. Bebizonyitottuk, hogy

— a limsup a legnagyobb, a liminf a legkisebb torlédési pont.

— a, — « akkor és csak akkor, ha lim sup = liminf = «.

— (a,) akkor és akkor ”oszcillalva” divergens, ha legaldbb két torlédési pontja van.

Az egyenl6tlenségek (hataratmenet és rendér-elv) csiitortokre maradtak. (Jegyzet 1-3)

16-17. eldadas, oktéber 21.

Elmondtam a jegyzet Hatdarérték és eqyenlotienségek c. részét.

Ezutédn jottek a tankdnyvél az Alkalmazdsok és a nagysdgrendek (TK 86-89) Definidltuk
azt is, ha két végtelenhez tarté sorozat nagysiagrendje ugyanaz (0 < ¢; < < ¢2). Kimond-
tam a Stirling-formuldt (noha most még nincs 7). Elmondtam, hogy a 0-hoz tarté sorozatok
nagysagrendjét is lehet és érdemes definialini.

Kimondtuk és kétféleképpen bizonyitottuk a Bolzano-Weierstrass tételt (TK 97). Els6 bi-

zonyitas: mindig van monoton részsorozat. Masodik: limsup és a liminf véges torlédasi pont.



Megbeszéltiik, hogy a csucselemek sorozata éppen a limsuphoz tart, ezért a két bizonyitas nem
teljesen kiilonozo.

Megvolt a Cauchy-kritérium (TK 99-100). A visszafelé irdnyt kétféleképpen bizonyitottuk
(1d. TK, illetve jegyzet)

Az utolsé 5 percben nagyon roviden vazoltam, hogy hogyan lehet a racionélis szamok Cauchy-
sorozatainak ekvivalencia-osztalyaiként megkonstrudlni a valds szamok egy modelljét (TK 100).
Ezzel befejeztiik a sorozatok témajat.

18-19. eléadas, november 4.

Megszamlalhaté halmaz. Z, Q megszamlalhatd. Megszamlalhaté halmaz része és megszamlalhato
sok megszamlalhaté halmaz unidéja megszamlalhatd. A pozitiv egészekbdl allo véges sorozatok
halmaza megszamldlhat6. (A sorozatok megszamozédsara tobbféle algoritmust mutathatunk, pl.

ai , a2 , ., pyan : .

(a1,...,a,) — 2%-3 per, vagy (ap,...,a,)— 11...1011...10...011...1 amit valamilyen
al az an

szamrendszerben elolvasunk stb.) Q[zy,...,zx], az algebrai szdmok halmaza megszdmlalhaté

(mindegyiket kodolhatjuk véges sorozatokkal vagy akér karaktersorozatokkal). A [0,1) nem
megszamlalhaté (2 bizonyitas). Injektiv, sziirjektiv és bijektiv fliggvények. Halmazok szdmossiagéanak
Osszehasonlitdsa. Cantor-Schroder-Bernstein tétel (bizonyitds a gyakorlaton). Kontinuum. Egy
végtelen és egy megszamlalhaté halmaz unidjanak szamossaga. Az irraciondlis szamok, transz-
cendens szamok, nem elfajulé intervallumok, valamint P(N) szdmossaga kontinuum. Barmely H
halmazra |H| < |P(H)| (bizonyitds a gyakorlaton). Nincs legnagyobb szdmossag. (TK 102-106)

Fiiggvények, Ertelmezési tartomany, képhalmaz, értékkészlet, injektiv, sziirjektiv, bijektiv
fliggvény, inverz, kompozicio, grafikon, miveletek. Paros, paratlan és periodiuks fiiggvények,
alulrdl és feliilrl korlatos fliggvény, (szigorian) monoton névé és csokkend, illetve konvex és
konkav fiiggvények. Ekvivalens feltételek a konvexitdsra. Jensen-egyenlStlenség. x? R-en és 1/x
(0, 00)-en szigortan konvex. (TK 108-109; TK 114-120)

20. el6adas, november 9.

Megvolt a folytonossag és a féloldali folytonossiag (TK 124427).' Megvolt a véges hatarérték
véges helyen (128-133). Definidltuk a pontozott kornyezetet és a B(a,r) jelolést.

21-22. el6adas, november 11.

Felirtunk a hatarérték definicigjanak 5 x 3-féle valtozatat és az egységes definiciét kornyezetekkel
(TK 133-136). Definidltuk halmaz torlédéasi pontjit, a hatarértéket és a folytonossdgot egy
halmazra szoritkozva, és kimondtam a ketté kapcsolatat (TK 142-143).

Definidltuk fiiggvény limesz szuperiorat és limesz inferiorat halmazra szoritkozva és bebi-
zonyitottuk a Jegyzet 3.1. és 3.2. részében leirt alaptulajdonsagokat:

— limsup(—f) = — liminf f.

— Ha b > limsup, 4 f, akkor létezik a-nak olyan U pontozott kornyezete, hogy Va € U N
A f(x) <b.

— Ha b < liminf, 4 f, akkor létezik a-nak olyan U pontozott kornyezete, hogy Vo € U N
A f(z) > 0.

— Ha b <limsup, 4 f, akkor a-nak minden U pontozott kérnyezetében 3z € UN A f(z) > b.

~ Ha b > liminf, 4 f, akkor a-nak minden U pontozott kérnyezetében 3z € UN A f(z) < b.

— liminf, 4 f < limsup, 4 f.

—lim, 4 f = oo akkor és csak akkor, ha liminf, 4 f = oo.

— lim, 4 f = —oo akkor és csak akkor, ha limsup,, 4 f = —o0.

— lim, 4 f = b akkor és csak akkor, ha liminf, 4 f = limsup, 4 f = b.

— Akkor és csak akkor létezik lim, 4 f, ha liminf, 4 f = lim Sup, 4 f.



— A hatérérték egyértelmi.

23. elbadas, november 16.

Bebizonyitottuk, hogy ha a torlédasi pontja az A és a B halmazoknak, és f értelmes valamilyen
pontozott kornyezet és A U B kozos részén, akkor

limsup f = max (lim sup f, lim sup f) és liminf f = min (lim inf £, lim inf f)
a,ANB a,A «,B a,ANB a,A a,B

Ennek két specidlis esete:

g, f =8 o lmj-lgi=p

imf=pF <« limf=limf=4g

Bebizonyitottuk a hataratmenetet, majd felirtuk a rendér-elv kiilonb6z6 véltozatait (a folyto-
nossagrol szolot is) bizonyitas nélkiil, mondvéan, hogy minden bizonyitds szé szerint ugyanaz,
mint a sorozatos tételeknél.

Kimondtuk és bebizonyitottuk a fiiggvéyekre vonatkozé Cauchy-kritériumot.

24-25. el6adas, november 18.

Megvoltak az atviteli elvek gy, mint a jegyzetben, majd a hatarérték (folytonossag) és miiveletek
(alapmiiveletek, kompozicié és inverz) valamint 0j valtozé bevezetése gy, mint a konyvben. (TK
146-147; 149-152)

26. elbadas, november 23.

Elmondtam tomoéren a nagysagrendeket, beleértve a pozitiv, 0-hoz tarté fiiggvényekét is. Bebi-
zonyitottuk, hogy a > 1, b > 0 és x — 0o esetén 2 < a® és a® < 2*. (TK 152-153)

Elkezdtiik a korlatos, zart intervallumon folytonos fiiggvényeket. Megvolt a Bolzano-tétel
két bizonyitassal, és ennek kovetkezményeként, hogy intervallum képe konvex, tehat intervallum.
Kimondtam a Weierstrass-tételt, és megbeszéltiik, hogy a feltételbél nem hagyhaté el az, hogy az
intervallum korlatos és zart. (TK 159-160, 157)

27-28. el6adas, november 25.

A Bolzano-Weierstrass tétellel bebizonyitottuk a Weierstrass tételt. Kovetkezményként kimond-
tuk, hogy korlatos, zart intervallumon folytonos fiiggvény korlatos, tovabba korlatos, zart inter-
vallum folytonos képe korlatos, zart intervallum.

Definialtuk szamhalmaz belso, kiilsé és hatarpontjait, belsejét, kiilsejét, hatarat, a nyilt és zart
halmazokat, és bebizonyitottuk, hogy egy halmaz akkor és csak akkor zart, ha minden torlédasi
pontja eleme. Megbeszéltiik, hogy a Weierstrass-tétel bizonyitasa intervallum helyett val6jaban
barmilyen korlatos, zart, nem iires halmazra miikodik, és a tételt ilyen formaban is kimondtuk.

Bebizonyitottuk Borel fedési tételét: [a,b] minden nyilt fedése tartalmaz véges részfedést.
(Az olyan ¢ € [a,b] szdmok szuprémumét vettiik, amelyekre az [a, ¢| intervallumhoz van véges
részfedés.) Ezek utéan definidltuk a kompaktsdgot, és bebizonyitottuk, hogy K C R akkor és csak
akkor kompakt, ha korlatos és zart. Bebizonyitottuk a Weierstrass-tételt a kompaktsaghol is.

Definidltuk az egyenletes folytonossagot, és bebizonyitottuk a Heine-tételt korlatos, zart hal-
mazokra. Lattunk példakat arra, hogy nem zart, illetve nem korlatos halmazon nem igaz a tétel
(1/z a (0, 1)-en, illetve z* R-en).

Definialtuk a Lipschitz-tulajdonsagot. Ellenoriztiik, hogy minden Lipschitz fliggvény egyenle-
tesen folytonos, és lattunk példat arra, hogy ez forditva nem igaz, még korlatos, zart intervallumon
sem (y/x a [0, 1]-en). Az ellenpélddkat csak felirtam, egyiket sem ellendriztiik.
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29. el6adas, november 30.

Megvoltak a Monotonitas és folytonossag, illetve Konvexitas és folytonossig c. fejezetek (TK
166-176).

Elmondtam a szakadési helyek tipusait. A konytdl eltérden csak azokat a szakaddsi helye-
ket neveztem ugrdshelynek, ahol a féloldali hatdrértékek léteznek és végesek. Ha ezt a definiciot
hasznaljuk, akkor példaul az 1/x fliggvénynek a 0-ban mésodfaji szakaddsa van.

Bebizonyitottuk, hogy:

— ha f monoton névekvé (cskkend) az («, ) nyilt intervalumon, akkor limgyo f = inf(o ) f
éslimg_o f = sup(, 5 f (a monoton csékkend esetben limg 1o f = sup(, g) f éslimg_o f = inf(, 5) f);

— Ha ¢ belsé pontja az intervallumnak, akkor lim. o f < f(c) < lim.,q f, és a két féloldali
hatarérték is véges;

— Minden bels6é ¢ pont vagy folyonossagi pont, vagy ugrashely;

— monoton fiiggvénynek csak folytonossdgi pontjai és ugrashelyei vannak;

— csak megszamlalhaté sok ugrashely van;

— ha egy monoton fiiggvény értékkészlete intevallum, akkor a fiiggvény folytonos.

Tehat a 8.61. tételnek csak az (i) részét mondtam ki, és a 8.65. tételbél is csak a nyilt halmaz
képét mondtam ki.

Bebizonyitottuk, hogy minden konvex fiiggvény folytonos az intervallum belsejében (sét,
barmely sziikebb intervallumon Lipschitz). Definidltuk a gyenge és a szigoru gyenge konvexitést,
bebizonyitottuk, hogy ha egy fliggvény gyengén konvex és feliilrol korlatos, akkor konvex, illetve
ha szigorian gyengén konvex és feliilrél korlatos, akkor szigoriian konvex.

30-31. eloadas, december 2.

Megvolt a fiiggvénygrafikon ivhosza (176-181) c. fejezet. Az S(u) (alias arkusz koszinusz)
fiiggvényrol elmondtam, hogy 0 < u < 1 esetén

V1—u? < S(u) < l\/l—u?

u

A fels6 becslés abbdl jon ki, hogy a beirt tordttvonalat az origébdl a (1,0)-beli érintére vetitjiik.
Formalisan: 0 < p < g < 1 esetén

\/(q—p)2+(\/1—p2_\/1_q2)2< \/1]9—7172_\/?'

Elmondtam, hogy geometriai meggondolasokbdl ez trividlis, de ki is lehetne szamolni.

Bebizonyitottuk, hogy az exponencialis fiiggvény folytonos, és ebbdl levezettiik a hatvanyozas
azonossagait a valds kitevokre (az (a*)¥ = a™ azonossigot csak az x,y > 0 esetben).

Elkezdtiik az elemi fliggvényeket. A polinomokrél sz6l6 algebrai tulajdonsagokat csak meg-
emlitettem, mert ezek algebrdabdl gy is voltak és jol ismertek. Megvoltak a polinomok és ra-
ciondlis tortek (182-184).

32. el6adas, december 7.

Megvoltak az exponencidlis fliggvények, a Bernoulli-egyenlotlenség az altalanosabb forméjaban, a
hatvanyfiiggvények (187-190). Definidltuk a logaritmust (197-199). A logaritmus kdzépiskolabdl
jol ismert azonossagait csak kimondtuk. A logaritmus konvexitasanak bizonyitasa a kovetkezo
el6adasra maradt. (Az e” és a természetes logaritmus még nem volt.)



33-34. el6adas, december 9.

Bebizonyitottuk, hogy a log, fiiggvény a > 1 esetén szigorian konkav, 0 < a < 1 esetén pe-
log? x

dig szigortan konvex (TK 188). Igazoltuk, hogy p € R és ¢ > 0 esetén lim =0 és
T—00 €T

lim 2 log” x = 0.

z—-+0

Bebizonyitottuk, hogy az (1+1/x)” és az (1+1/x)"™ fiiggvény monoton, tovdbb4 lirin (1+
1/x) = lim (1 + h)V/h = e és lim (1+¢/2)" = lim(1 + ch)'/h = e¢ (TK 190-191).
1 log(1 + h)

=1¢6s1li
S

Bebizonyitottuk, hogy x # 0 esetén e* > 1+ x, tovabba }llir% =1,

majd definidltuk a természetes logaritmust.

Definialtuk a sulyozott hatvanykozepeket és bebizonyitottuk a sulyozott kozepek kozotti
egyenlStlenségeket (TK 194-196). Megmutattuk, hogy rogzitett szamok és sulyok mellett b —
+00 esetén b-edik hatvanykozép a legnagyobb, illetve legkisebb szamhoz tart. Kimondtam bi-
zonyitas nélkiil, hogy p — 0 esetén a p-edik hatvanykozép a mértani kozéphez tart, vagyis a
hatvanykozép, mint p fliggvénye, folytonos a 0-ban.

Az utolsé percekben még kimondtuk a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij és a Holder-egyenlot-
lenséget (TK 199-200).

35. elbadas, december 14.

Bebizonyitottuk a Holder-egyenl6tlenséget tigy, mint a konyvben. Felirtam az |a; + ... 4+ a,|P <
nP7(|ai|P+. . .+ a,|P), illetve stlyozva |wia; +. . . +wna,|P < (wy+. . .+w,)P " |ag|P+. . .+ an|P)
egyenlOtlenségeket, és elmondtam, hogy ezek a Holder kovetkezményei ill.  atfogalmazdasai, de
sokszor ezeket is ,,Holder egyenl6tlenségnek” nevezik. Ugyanakkor ebbdl az alakbdl is jol latszik,
hogy a Holder, illetve a szamtani és a p-edik hatvanykozepek kozotti egyenlotlenség lényegében
ugyanaz.

A Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkij egyenlotlenségrol elmondtam, hogy az egyenléség feltétele,
hogy a; :as: ... a, =0y : by :...:b,. Elmondtam, hogy a Cauchy-Schwarz-Bunyakovszkijt az
(a3 +...+a2) D3 +...+b2) = > (a;b; — a;b;)?* azonossaghol is lehetne bizonyitani, az egyenl8ség

i<j
esete ebbdl is leolvashato. ’

Ratértiink a trigonometrikus fiiggvényekre. Definidltuk a trigonometrikus fiiggvényeket, felirtuk
a szinusz- és a koszinuszfliggvény legegyszeriibb tulajdonsagait (periodicitds, sin(x+m/2), cos(z+
7/2) stb.). Véazoltam az addiciés képletek bizonyitédsat.

36-37. eloadas, december 16.

Kiosztottam egy rovid azonossaggylijteményt a trigonometrikus és az arkusz fliggvényekrél (jegy-
zet 6. rész). Az azonossidgokat nem bizonyitottuk, csak hasznaltuk.

Megbeszéltiik a trigonometrikus és az arkusz fliggvények legfontosabb tulajdonsagait, és fel-
rajzoltuk a grafikonokat, mint a konyben. A konvexitast egy-egy intervallumon bizonyitottuk.
Bebizonyitottuk, hogy lim,_.q % = lim,_,g thw =1, lim,_o Cosx+_1 = —% és lim,_,o <s2=1 — (.

Definialtuk a hiperbolikus és az area fliggvényeket, megbeszéltiik a fontosabb tulajdonsagokat
(hatarértékek, monotonitas, konvexitas).

Végiil definidltuk az elemi fiiggvényeket.



