Valés analizis gyakorlat, 2010. szeptember 23.

1. Mi az 23 — 2° fiiggvény maximuma a [0, 1] intervallumban?

2. Legyen f : A — B. Tetsz6leges X C A halmazra legyen f(X) = {
és tetszéleges Y C B halmazra legyen f~Y(Y)={zx € A: f(x) €Y}

(a) VX, Y € P(A) f(X)Uf(Y)=f(XUY)?

(b) VX, Y € P(B) f /Y X)UfY(Y)=f1(XUY)?
3. Igazoljuk a testaxiomak felhasznélasaval a kovetkezdket.

Ha ab = 0, akkor a = 0 vagy b = 0;

—(—a) = a;

(a—b)—c=a—(b+c);

—a = (=1)-a;

(a/b) - (c¢/d) = (a-c)/(b-d).
4. Az ~ C A x A kétvaltozos relaciot ekvivalenciareldcionak nevezziik, ha a kovetkezd harom tulajdonsag
teljestil ré:

(a) ~ reflexiv, azaz Vx € A (z ~ x);

(b) ~ szimmetrikus, azaz Vz,y € A (x ~y =y ~ x);

(c) ~ tranzitiv, azaz Vz,y,z € A ((x ~y A y~z) =z~ 2).

Bizonyitsuk be, hogy ha ~ ekvivalenciarelacid, akkor A felbonthaté diszjunkt részekre, ,ekvivalencia-
osztalyokra” ugy, hogy A barmely két x,y eleme akkor és csak akkor van ugyanabban az ekvivalenciaosz-
talyban, ha = ~ y.

f(z): =z € X} (az X halmaz képe),
(az Y halmaz dsképe). Igaz-e, hogy

5. Igazoljuk, hogy ha * egy kétvaltozos, asszociativ miivelet, akkor az a; * as * ... % a, kifejezés barmely
zardjelezésének ugyanaz az eredménye.
6. A derékszogi koordinatarendszerben bizonyos racspontokat megmérgeztek tugy, hogy tetszéleges n-re
az x +y < n tartoméanyban legfeljebb n mérgezett pont van. Egy bolha az origobol indulva ugral, mindig
vagy a (0,1), vagy az (1,0) vektorral ugrik. Bizonyitsuk be, hogy létezik olyan végtelen hosszu ttvonal,
amin elkeriilheti a mérgezett pontokat.

Hazi feladatok

7. Legfeljebb mekkora térfogatt henger irhat6 az egyenes korkupba?
8. Legyen f: A — B. Igaz-e, hogy
(a) VX, Y € P(A) fF(X)Nf(Y)=f(XNY)?
b)VX,)Y € P(B) f[F'{(X)nfH(Y)=f1XNnY)?
9. Igazoljuk a testaxiomak felhasznalasaval a kovetkezdket.
(—a)-b=—(ab);
1/(a/b) = b/a;
(a-b)+c = a-(b-c).
10. A Konig-lemma segitségével igazoljuk, hogy ha egy megszamlalhato graf minden véges része sikba
rajzolhato, akkor a teljes graf is.

11. Igazoljuk, hogy tetsz6leges A, B halmazokra az A — B fiiggvények halmazt alkotnak.
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