Valés analizis gyakorlat, 2010. szeptember 27.

1. Vezessiik le a test- és rendezési axiomakbol, hogy Va € R a? > 0.

2. Mutassuk meg, hogy a komplex szamok testét nem lehet rendezni gy, hogy a rendezési axiémak
teljestiljenek.

3. Cseréljiik a rendezési axiomakat a kovetkezdkre.
10’. Minden valos szam vagy 0, vagy pozitiv, vagy negativ.
11°. = akkor és csak akkor pozitiv, ha —x negativ.
12’. Béarmely két pozitiv szdm Osszege pozitiv.
13’. Barmely két pozitiv szam szorzata pozitiv.
A < relaciot definidljuk a kévetkezSképppen: a < b akkor és csak akkor, ha b — a pozitiv.
Mutasssuk meg, hogy ezekbdl kovetkeznek az eredeti rendezési axiomak.

4. Milyen rendezett testekben értelmezhetjiik az egészrészfiiggvényt?

5. Egy valos egyiitthatos, racionalis tort fiiggvényt (két polinom hényadoséat) nevezziink pozitivnak, ha a
szamlalo és a nevezs féegyiitthatdja azonos elGjeld.

(a) Ellendrizziik, hogy ezzel a rendezéssel a racionalis tort fliggvények rendezett testet alkotnak.

(b) Teljesiil-e a racionalis tortek testében az Arkhimédészi axioma?

(c) Teljesiil-e a racionalis tortek testében a Cantor-axioma?

6. Legyen R rendezett test. Az R egy részhalmazat nevezzik ,szépnek”, ha0 € H ésVe € H (x+1) € H.
Legyen N az 0Osszes szép halmaz metszete.

(a) Miért értelmes ez a definicio?

(b) Igazoljuk, hogy N szép halmaz.

(c) Igazoljuk, hogy N minden nemiires részalmazanak van legkisebb eleme.

7. Ismert, hogy ha n elég nagy pozitiv egész, akkor n? és (n+1)3 kozott mindig van primszam. Bizonyitsuk
be, hogy létezik olyan a pozitiv valos szam, amire tetszéleges n pozitiv egész esetén [a?’"] prim.

8. Tetszbleges x1-re definialjuk rekurzivan az x,,1 = x, (a:n + %) sorozatot. Igazoljuk, hogy pontosan egy

olyan z; létezik, amire 0 < x,, < x,+1 < 1 barmely n esetén.
(IMO 1985/6)

Hazi feladatok

1 1
9. Vezessiik le a test- és rendezési axiomakbol, hogy ha a < b < 0, akkor i < —-<0.
a

10. Izomorf-e a racionélis tort fiiggvények teste a valos szamok testével?

11. Adott egy R rendezett test, aminek Q részteste. Bizonyitsuk be, hogy ha

(Va,b € R) ((1<a<b<2):>((3qe<@) (a<q<b)>>7

akkor R-ben teljesiil az Arkhimédészi axiéma.

12. A H halmaz sehol sem sirid, ha

Va<b (3ed(e<c<d<b A HO(cd)=0)).

o
Bizonyitsuk be, hogy ha S, Ss, ... sehol sem stir halmazok egy tetszéleges sorozata, akkor [J S, strt.
n=1

13. A Cantor-axioma felhasznaldsaval adjunk koézvetlen bizonyitést arra, hogy az irracionélis szamok
halmaza stird.
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