Valés analizis gyakorlat, 2010. szeptember 30.

1. Korlatosak-e alulrol, illetve feliilrél a kovetkez6 halmazok? Mi a maximumuk, minmimumuk, szuprému-
muk és az infimumuk? Melyik konvex?
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2. Ismert, hogy ha n elég nagy pozitiv egész, akkor n? és (n+1)3 kozott mindig van primszam. Bizonyitsuk
be ennek felhasznalasaval, hogy 1étezik olyan a pozitiv valds szam, amire tetszéleges n pozitiv egész esetén
[a?’n] primszam.

3. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben teljesiil teljességi axioma, akkor teljesiil az arkhimédészi
axiéma is.

4. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz a teljességi axiéma, akkor teljesiil a Cantor-axiéma is.

5. (a) Mutassunk példat olyan konvex halmazra a raciondlis tort fliggvények testében, ami nem intervallum.
(b) Bizonyitsuk be, hogy R minden konvex részhalmaza intervallum.

6. (a) Legyen I, (a € A) korlatos, zart intervallumok egy rendszere tgy, hogy koziiliik barmelyik kettének

létezik kozos pontja. Igazoljuk, hogy () I, # 0. (1-dimenzios Helly-tétel)
acA
(b) Igaz marad-e az 1-dimenziés Helly-tétel, ha nem kétjiik ki, hogy az intervallumok zartak?

(c) Igaz marad-e az 1-dimenzios Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok korlatosak?

7. Tetsz6leges x1-re definialjuk rekurzivan az x, 1 = x, (xn + %) sorozatot. Igazoljuk, hogy pontosan egy

olyan x; létezik, amire 0 < z,, < x,41 < 1 barmely n esetén.

(IMO 1985/6)

Hazi feladatok
8. Milyen H C R halmazokra igaz, hogy
(a) inf H < sup H;
(b) inf H = sup H;
(c¢)inf H > sup H?

9. A H halmaz sehol sem sirid, ha

Va<b (3ed(e<c<d<b A HO(cd) =0)).

o
Bizonyitsuk be, hogy ha S, Ss, ... sehol sem stiri halmazok egy tetszdleges sorozata, akkor [ J S, strt.

n=1

10. Legyen K zart intervallum, és I, (o € A) nyilt intervallumoknak egy olyan rendszere, amire K C |J I,.
acA
Igazoljuk, hogy van olyan véges B C A halmaz, amire K C |J [,. (Borel fedési tétele)
a€eB

11. Legyen (R, <) egy rendezett halmaz (egy R halmaz, és rajta egy < trichotom és tranzitiv kétvaltozos
relacio). Bizonyitsuk be, hogy a kivetkezd allitasok ekvivalensek:

(a) R-ben minden feliilrsl korlatos és nem iires halmaznak létezik legkisebb felsé korlatja;
(b) R-ben minden alulrol korlatos és nem tires halmaznak létezik legnagyobb alsé korlatja;

(c¢) R-ben igaz az 1-dimenzios Helly-tétel.

12.* Létezik-e olyan rendezett test, amiben teljesiil a Cantor-axioma, de nem teljesiil az arkhimédészi
axioma?
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