Valés analizis gyakorlat, 2010. oktéber 4.

Régi hazi feladat
1. Teljesiil-e a racionalis tortek testében a Cantor-axiéma?
2. Mutassunk példat olyan konvex halmazra a racionalis tort fiiggvények testében, ami nem intervallum.

3. (a) Legyen I, (a € A) korlatos, zart intervallumok egy rendszere tgy, hogy koziiliik barmelyik kettének

létezik kozos pontja. Igazoljuk, hogy () I, # 0. (1-dimenzios Helly-tétel)
acA
(b) Igaz marad-e az 1-dimenzios Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok zartak?

(c) Igaz marad-e az 1-dimenzios Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok korlatosak?

4. Milyen H C R halmazokra igaz, hogy
(a) inf H < sup H; (b) inf H = sup H; (c)inf H > sup H?

5. A H halmaz sehol sem strid, ha

‘v’a<b<§|c,d(a<c<d<b A Hﬂ(c,d):(i))).

o
Bizonyitsuk be, hogy ha Si, S, ... sehol sem stirt halmazok egy tetszdleges sorozata, akkor |J S, strt
n=1

(Baire kategoriatétel).

Feladatok:

6. Egy H C R halmazt nevezziink dsszefiigginek, ha tetszéleges A, B C R diszjunkt nyilt halmazok esetén
HC (AUB)= (H C AV H C B). Bizonyitsuk be, hogy

a) R Osszefliggd;

b) minden intervallum &sszefiiggd.
7. Legyen R rendezett test, A={z € R: 2> >2}és B={x e R: 2 <2}.

(a) Mutassuk meg, hogy az A és B halmazok nyiltak.

(b) Mutassuk meg, hogy ha R 6sszefiiggs, akkor van olyan a € R, amire a? = 2.
8. Teljesiil-e a racionélis tortek testében a Cantor-axiéma és az Achimédeszi-axioma?
9. Mutassunk példat olyan konvex halmazra a racionélis tort fiiggvények testében, ami nem intervallum.

10. (a) Legyen I, (o € A) korlatos, zart intervallumok egy rendszere ugy, hogy koziiliik barmelyik kettének

létezik kozos pontja. Igazoljuk, hogy () I, # 0. (1-dimenzios Helly-tétel)
a€cA
(b) Igaz marad-e az 1-dimenziés Helly-tétel, ha nem kétjiik ki, hogy az intervallumok zartak?

(c) Igaz marad-e az 1-dimenzios Helly-tétel, ha nem kotjiik ki, hogy az intervallumok korlatosak?

11. Milyen H C R halmazokra igaz, hogy
(a) inf H < sup H; (b) inf H = sup H; (c) inf H > sup H?

12. A H halmaz sehol sem sirid, ha

‘v’a<b(§|c,d(a<c<d<b A Hﬂ(c,d):(i))).

Bizonyitsuk be, hogy ha Sj, S, ... sehol sem stirti halmazok egy tetszéleges sorozata, akkor |J S, strd
n=1
(Baire kategoriatétel).
13. Legyen K zart intervallum, és I, (o € A) nyilt intervallumoknak egy olyan rendszere, amire K C |J I,.
acA

Igazoljuk, hogy van olyan véges B C A halmaz, amire K C |J [,. (Borel fedési tétele)
a€eB

14. Tgazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz a Helly-tétel, akkor a testben igaz az Arkhimédészi és a
Cantor-axiéma is.



Hazi feladatok
15. Egy H halmazt nevezziink zdrtnak, ha a komplementere nyilt. Melyik halmaz zart az alabbiak koziil?

0; R (a,b); [a, D]; Q R\Z

16. Lehet-e z,y irracionalis szamok esetén z¥ racionalis.

17. Igazoljuk, hogy

a) akdrhany zart halmaz metszete is zart;

b) véges sok zart halmaz unidja is zart.
18. A Cantor-axioma felhasznaldsaval adjunk koézvetlen bizonyitést arra, hogy az irracionélis szamok
halmaza stird.
19. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett test Gsszefiiggd, akkor a testben igaz az Arkhimédészi és a Cantor-
axiéma is.
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