Valés analizis gyakorlat, 2010. oktéber 7.

Régi hazi feladatok

1. Egy H halmazt nevezziink zdrtnak, ha a komplementere nyilt. Melyik halmaz zart az alabbiak koziil?
o R (ab);  fab; Q@  R\Z

2. Lehet-e z, y irraciondlis szamok esetén x¥ racionalis?

3. Igazoljuk, hogy
a) akdrhany zart halmaz metszete is zart;
b) véges sok zart halmaz unidja is zart.

4. A Cantor-axioma felhasznélasaval adjunk kozvetlen bizonyitast arra, hogy az irracionalis szamok hal-
maza slrd.

5. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett test Osszefiiggd, akkor a testben igaz az Arkhimédészi és a Cantor-
axiéma is.

Feladatok

6. Igazoljuk, hogy ha egy rendezett testben igaz Borel fedési tétele, akkor a test izomorf a valos szamok

testével.

7. Legyen K korlatos, zart halmaz, és I, (o € A) nyilt halmazoknak egy olyan rendszere, amire K C J I,.
acA

Igazoljuk, hogy van olyan véges B C A halmaz, amire K C J I, (Minden korlatos, zart halmaz kompakt.)
acB

8. Igazoljuk, hogy minden nyilt halmaz R-en elGall, mint megszamlalhat6 sok nyilt intervallum egyesitése.

9. Egy halmazt nevezziink Gs-nak, ha elGall, mint megszamlalhaté sok nyilt halmaz metszete.
Bizonyitsuk be, hogy
a) Az irracionalis szamok halmaza Gj.
b) A racionalis szamok halmaza nem Gjy.

10. Legyen (R, <) egy rendezett halmaz (egy R halmaz, és rajta egy < trichotom és tranzitiv kétvaltozos
relacio). Bizonyitsuk be, hogy a kivetkezd allitasok ekvivalensek:

(a) R-ben minden feliilrsl korlatos és nem iires halmaznak létezik legkisebb felsé korlatja;

(b) R-ben minden alulrél korlatos és nem iires halmaznak létezik legnagyobb alsé korlatja;

(¢) R minden konvex részhalmaza intervallum.

(d) R-ben igaz az 1-dimenziés Helly-tétel;

(e) R osszetiiggd;

(f) R minden intervalluma Osszefiiggd.
(Adjunk koézvetlen bizonyitast az (a) = (b), (a) = (¢), (¢) = (b), (d) = (c) stb. implikaciok koziil minél
tobbre.)
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