Valos analzis gyakorlat, 2010. november 9.

1. Legyen H halmaz és h : P(H) — P(H) monoton névé halmazfiiggvény, amire X C Y C H esetén
h(X) C h(Y) C H. Nevezziink egy X C H halmazt kicsinek, ha X C h(X). Egy X halmaz fixpontja h-nek,
ha h(X) = X.

Legyen A a kicsi halmazok unidja.

(a) Igazoljuk, hogy a A halmaz defincidja értelmes, mert 1étezik legaldbb egy kicsi halmaz.

(b) Igazoljuk, hogy A kicsi.

(¢) Igazoljuk, hogy h(A) kicsi.

(d) Igazoljuk, hogy A fixpontja h-nak.
2. Bizonyitsuk be a Cantor-Schoder-Bernstein tételt: Ha A, B halmazok, és léteznek f: A — Bésg: B — A
injekciok, akkor létezik A — B bijekcid is.

Osszuk fel az A, B halmazokat két-két diszjunkt részre: A = A; U Ay, B = By U By ugy, hogy f(A4;) = By
S g(Bg) = AQ.
3. Legyen A =[0,00), B=(0,00), f: A— B, f(x)=2+1,8¢9: B— A, g(x) =x. Adjunk meg egy A — B
bijekciot ezek segitségével!
4. Igazoljuk, hogy a véges hossz, egészekbdl all sorozatok halmaza megszamlalhato.
5. Igazoljuk, hogy a magyar betii- s irasjelkészlettel leirhato szovegek halmaza megszamlalhato.

6. A racionalis szamokon egy méretei miatt nem lathatd bolha ugral. A bolha minden masodpercben egy
titkos, de dllandé raciondlis szammal arrébb ugrik (mindig ugyanabba az iranyba). Mi minden 1épés utan az
egyik raciondlis szamra racsapunk. Elpusztithatjuk-e biztosan a bolhat?

7. Lehet-e a szamegyenes minden racionalis pontja f6lé egy T betiit irni? Es minden pontja folé?

8. Mutassuk meg, hogy valds szamok barmely A megszamlalhaté részhalmazahoz létezik olyan a valds szam,
amire AN (A+a) =10

9. Bizonyitsd be, hogy P(N) ~ P(Q) ~ R.

10. Bizonyitsd be, hogy |R x R| = |R].

11. Bizonyitsd be, hogy a valds szamokbdl all végtelen sorozatok halmaza kontinuum szamossag.

12. Igazoljuk, hogy P(N)-nek létezik olyan kontinuum szdmosségu £ részhalmaza, ami lanc, vagyis tetszoleges
A, B e Lesetén A C B vagy B C A.

13. Bizonyitsd be, hogy létezik olyan R — R fiiggvény, ami minden intervallumban minden valés értéket
felvesz.
Hazi feladat

14. Legyen H halmaz és h : P(H) — P(H) monoton nové halmazfiiggvény, amire X C Y C H esetén
h(X) C hY) C H. Nevezziink egy X C H halmazt nagynak, ha h(X) C X. Egy X halmaz fixpontja h-nek,
ha h(X) = X.

Legyen A a kicsi halmazok unidja, s legyen B a nagy halmazok metszete.

(a) Igazoljuk, hogy a B halmaz definci6ja értelmes, mert 1étezik legalabb egy nagy halmaz.

(b) Igazoljuk, hogy B pedig nagy.

(c) Igazoljuk, hogy h(B) pedig nagy.

(d) Igazoljuk, hogy B fixpontja h-nek.

(e) Igazoljuk, hogy ha P fixpontja h-nek, akkor A C P C B, ahol A az 1. feladat alapjan van értelezve.

(f) Legyen Xy = 0 és X411 = h(X,,). Igazoljuk, hogy A =, X,
15. Igazoljuk, hogy a véges hosszu, raciondlis szamokbdl all6 sorozatok halmaza megszamlalhat6. Ugyanakkor
igazoljuk, hogy a végtelen hosszu, raciondlis szamokbdl allé sorozatok halmaza kontinuum szamossagu.

16. Igazoljuk, hogy a kinai betii- s irasjelkészlettel leirhaté matematikai bizonyitasok halmaza megszamlalhato.
17. Keressiink példat kolesonosen egyértelmii megfeleltetésre (0, 1] és [0, 1] kozott.

18. Igazoljuk, hogy a korvonal kontinuum szamossagu. Valamint, hogy a sik mint ponthalmaz kontinuum
SZAMmossagu.



